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1. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 

ПОСТОЯННОГО ТОКА 

1.1. В цепи рис. 1.1.1 последовательно включены линейный ре-
зистор 80R  Ом и нелинейный резистор, характеристика которого 

приведена на рис. 1.1.2 (кривая 2). Определить ток I при Е = 40 В. 

 

Рис. 1.1.1 

 

U; 

 

Рис. 1.1.2 
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Решение 
1 способ 

Состояние цепи описывается уравнением, составленным по вто-

рому закону Кирхгофа:  
 ).()()()(1 IUIUIURIIU R   

В соответствии с этим выражением на рис. 1.1.2 построена основ-

ная расчетная характеристика )(1 IU  (кривая 1), полученная суммирова-
нием характеристик нелинейного резистора (кривая 2) и линейного  

резистора (прямая 3).  При 401 UE  В искомый ток I = 0,26 А опре-
делим непосредственно по этой характеристике. 

2 способ 

Тот же результат можно получить, построив на рис. 1.1.3 вспо-

могательную зависимость U(U1). Тогда искомый ток I = 0,26 А опре-
делится при Е = U1 = 40 В по заданной ВАХ нелинейного элемента 
(кривая 2 на рис. 1.1.2). 

U1

 

Рис. 1.1.3
 

3 способ 

Запишем уравнение состояния цепи в виде:  

   RIEIU   

и построим на рис. 1.1.4 вольт-амперные характеристики левой (кри-

вая 3) и правой (прямая 4) частей этого уравнения. Равенство его ле-
вой и правой частей соответствует точке пересечения этих характери-

стик, в которой I = 0,26 A, U = 20 В. 
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Рис. 1.1.4 

1.2. В схеме рис. 1.2.1 401 E  В; 203 E  В; симметричные ха-
рактеристики нелинейных элементов приведенные на рис. 1.2.2:  

НЭ1 – кривая 1; НЭ2 – кривая 2; НЭЗ – кривая 3. Определить режим 

работы нелинейных элементов.  

  

Рис. 1.2.1 
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Рис. 1.2.2  

Решение 
Первоначально построим зависимости токов всех ветвей от од-

ной и той же величины – от межузлового напряжения :abU  

 );( 111 IUEUab     );( 22 IUUab     .)( 333 EIUUab   

Эти вольт-амперные характеристики изображены на рис. 1.2.3 

(кривые 1–3 соответственно). После этого с помощью рис. 1.2.3 графи-

чески решим уравнение, составленное по первому закону Кирхгофа: 
 ).()()( 321 ababab UIUIUI   

Согласно этому уравнению рабочий режим определяется точ-

кой, в которой ток 1I  (кривая 1) равен сумме токов 32 II   (кривая 4). 

Для этой точки 15abU  В; 26,01 I  А; 06,02 I  А; 2,03 I  А. На-
пряжения на нелинейных элементах находим по их исходным харак-

теристикам: 251 U  В, 152 U  В, 353 U  В. 
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Рис. 1.2.3   

1.3. В схеме рис. 1.3.1 E = 40 В; J = 0,2 А; симметричные харак-

теристики нелинейных элементов изображены на рис. 1.2.2: НЭ1 – 

кривая 1; НЭ2 – кривая 2. Определить токи и напряжения нелинейных 

элементов. 

 

Рис. 1.3.1 
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Решение 
Характеристики ветвей 1 и 2 запишем в функции общего межузло-

вого напряжения :abU  

 ;)( 11 IUEUab   (1) 

 ,)( 22 IUUab   (2) 

после чего графически решим составленное по первому закону Кирх-

гофа уравнение JUIUI abab  )()( 21  (рис. 1.3.2).  

Uab

A I

B5040302010-10

-0,1

-0,2

0,1

0,2

0,3

0,4

0

1

2

  
Рис. 1.3.2   

Точка пересечения определяет напряжение 302 UUab  В и 

ток 2,01 I  А. На основании уравнений (1), (2) и характеристик нели-

нейных элементов находим:  101 U  В; 4,02 I  А. 

1.4. В схеме рис. 1.4.1 401 Е  В; 152 Е  В; 2,0J  А. Характери-

стики нелинейных элементов (симметричные) приведены на рис. 1.2.2: 

для НЭ1 и НЭЗ – кривая 1, для НЭ2 – кривая 3. Определить напряже- 
ние U и ток I элемента НЭЗ, если: а) 30Е  В;  б) 30Е  В;  в) .0Е  
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Рис. 1.4.1 

Решение 
Предварительно преобразуем заданную схему в эквивалентную не-

разветвленную, заменив источник тока эквивалентным источником ЭДС 

с 1032  rJE  В. Эквивалентная схема показана на рис. 1.4.2. 

U
12

U
32

НЭ3
1

E

RI

U

НЭ12

12

3

2

E

32E

 
Рис. 1.4.2 

Исходим из уравнений, составленных по законам Кирхгофа: 
 ;)( 11112 IUEU    (1) 

 ;)( 22212 EIUU   (2) 

 .)()()( 12212112 UIUIUI   (3) 

Характеристики (1), (2) и графическое решение уравнения (3) 

показаны на рис. 1.4.3 (кривые 1–3 соответственно). При построении 

учитывалась симметричность характеристик.  
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Рис. 1.4.3 

После построения характеристики ,)( 12UI  или, то же самое, 
 ,12 IU  находим ток в схеме рис. 1.4.2, для которой  

       .3212 EIUIUIU   

Это уравнение решаем графически методом пересечений. Для 

этого на рис. 1.4.4 построены: кривая 1 – );(IU  кривая 2 – 

);(232 IfEUU   кривая 3 – );(12 IU  кривая 4 – ).(132 IfEU   

 

Рис. 1.4.4 

Окончательно получаем: 8U  В, 17,0I  А. 
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2. НЕЛИНЕЙНЫЕ МАГНИТНЫЕ ЦЕПИ 

ПОСТОЯННОГО ТОКА 

2.1. В цепи рис. 2.1.1 магнитопровод, выполненный из электротех-

нической стали 1512, имеет следующие размеры: 301 l  см; 122 l  см; 

303 l  см; 15221  SSS  см2
; 100111  wIF  A; 470222  wIF  A. 

Определить магнитную индукцию в каждом стержне. 

 

Рис. 2.1.1 

Решение 
Составим эквивалентную схему (рис. 2.1.2) и запишем уравне-

ния второго закона Кирхгофа для магнитной цепи: 

 ;
11 МM UFU

аб
  (1) 

 ;
12 МM UFU

аб
  (2) 

 ;
3МM UU

аб
   (3) 

 ;111 wIF    ;222 wIF    ;111
lHUМ    ;222

lHUМ    .333
lHUМ   

По первому закону Кирхгофа: 
 .ФФФ 321       (4) 

Рассчитаем вебер-амперные характеристики участков ).(Ф ММ U  

Задав поток Ф, определим индукцию ,/ SВ   по справочной кривой 

намагничивания стали (см. Приложение) найдем Н и вычислим 

.HlUМ   Результаты расчетов заносим в табл. 2.1.1. 
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Рис. 2.1.2 

Таблица 2.1.1 

,ФФФ 321  мВб 0 1,095 1,50 1,875 1,98 2,06 2,10 2,16 2,25

,321 BBB   Тл 0 0,73 1,0 1,25 1,32 1,36 1,4 1,44 1,5 

,321 HHH   А/см 0 1,0 2,0 6,0 8,0 10 12 14 20 

,
31 MM UU   А 0 30 60 180 240 300 360 420 600 

,
2MU  А 0 12 24 72 96 120 144 168 240 

 

По уравнениям (1)–(3) строим зависимости Ф1–Ф3 от межузлового 

напряжения 
абМU  (кривые 1–3 на рис. 2.1.3). Согласно уравнению (4) 

складываем ординаты кривых 1 и 2, получаем суммарную кривую 4.  

 

Рис. 2.1.3 
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Точка пересечения кривых 3 и 4 дает решение системы уравне-
ний (1)–(4): 57,0Ф1   мВб; 3,2Ф2   мВб; 73,1Ф3   мВб. Соответст-
венно, 38,01 В  Тл; 53,12 В  Тл; 15,13 В  Тл. Отрицательные знаки 

1Ф  и В1 показывают, что истинное направление магнитного потока 1Ф  

противоположно выбранному. 

2.2. Магнитопровод цепи, изображенной на рис. 2.2.1, выполнен из 
электротехнической стали 1211 и имеет следующие размеры: 601 l  см; 

202 l  см; 803 l  см; 10321  SSS  см2
. Ширина воздушного зазора  

1,0в l  см. Магнитные потоки в крайних стержнях 25,01   мВб  

и 31,13   мВб. Найти МДС 111 wIF   и ;333 wIF   определить направ-
ления токов в обмотках. 

 

Ф3 

Ф2

Ф1 

 

Рис. 2.2.1 

Решение 
По первому закону Кирхгофа для магнитной цепи 

 56,1ФФФ 312   мВб. 

Индукция в стержнях магнитопровода: 
 25,0/Ф 111  SB  Тл;  56,1/Ф 222  SB  Тл;  31,1/Ф 333  SB  Тл. 

По справочной кривой намагничивания стали 1211 (см. Прило-
жение) находим: 

 6,01 H  A/см;   202 H  A/см;   63 H  A/см. 

По второму закону Кирхгофа определяем МДС: 

 1680вв2211111  lHlHlHwIF  А; 

 2130вв2233333  lHlHlHwIF  А.  

При этом напряженность магнитного поля в воздухе определяем 

по формуле .108 5
в  ВH  
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3. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 

ПЕРЕМЕННОГО ТОКА 

3.1. Катушка с сердечником имеет 500w  витков. При подклю-

чении к промышленной сети В)220( U  катушка потребляет актив-

ную мощность 5,1P  кВт. При токе 10I  А амплитуда магнитного 

потока в сердечнике 1Ф m  мВб. Определить параметры последова-
тельно-параллельной схемы замещения катушки, если активное со-

противление ее обмотки 10R  Ом. 

Решение 
Схема замещения катушки с сердечником представлена на рис. 

3.1. Помимо собственного активного сопротивления обмотки )(R  мы 

учитываем эквивалентное активное сопротивление тепловых потерь в 

сердечнике ),( экR  «рабочую» индуктивность ,экL  соответствующую 

основному магнитному потоку в сердечнике, и индуктивность ,L  со-

ответствующую рассеянному магнитному потоку. 

 

Рис. 3.1 

При известном амплитудном значении магнитного потока в сер-

дечнике действующее значение соответствующего напряжения 

 111105050044,4Ф44,4 3
0 jjwfjU m    В. 

Активная мощность, потребляемая катушкой, равна сумме ак-

тивной мощности тока в обмотке и мощности тепловых потерь в сер-

дечнике: 

 .
эк

2
02

R

U
RIP     
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Отсюда 

 5,24
10101500

111
2

2

2

2
0

эк 






RIP

U
R  Ом. 

Для определения величины экL  вначале найдем соответствую-

щее индуктивное сопротивление .2 экэк fLX   Эквивалентный ток те-
пловых потерь в сердечнике  

 53,4
5,24

111

эк

0 
R

U
IR  А.  

Тогда намагничивающий ток  

 9,853,410 2222  RIII  А. 

Отсюда находим: 

 5,12
9,8

1110
эк 

I

U
X  Ом,   04,0

502

5,12

2
эк

эк 






f

X
L  Гн. 

Для определения величины L  вначале найдем соответствую-

щее индуктивное сопротивление .2   fLX  Выражение для ком-

плексного сопротивления схемы 

 
экэк

экэк
jXR

RjX
jXRZ


   

после подстановки известных числовых значений принимает вид: 

 ).9,9(05,15  XjZ  (1) 

Поскольку 

 22
10

220


I

U
Z  Ом,  

для определения X  из (1) получаем уравнение 

 ,)9,9(05,1522 222  X   

откуда 

 Ом,2,6X    02,0
502

2,6

2






 

 f

X
L  Гн. 
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3.2. Синусоидальное напряжение 100U  В. создает в катушке  
с сердечником ток 1,0I  А. При этом катушка потребляет мощность 

58,1P  Вт. Найти намагничивающий ток катушки, если активное со-

противление ее обмотки 20R  Ом, а индуктивное сопротивление 
рассеяния 50X  Ом. 

Решение 
Расчет проводим по схеме замещения, представленной на рис. 3.1. 

Эквивалентный коэффициент мощности катушки 

 .158,0
1,0100

58,1
cos 




UI

P
 

Следовательно, сдвиг фаз между питающим напряжением и эк-

вивалентной синусоидой тока катушки равен .83,80   Полагая 

,100 0jeU   получим: 

 
83,801,0 jeI   А. 

Тогда действующее значение намагничивающего напряжения 

 
 4083,80

0 75,941,0)5020(100)( jj eejIjXRUU 
   В. 

Мощность потерь в сердечнике 

 38,11,02058,1 22  RIPP  Вт. 

Следовательно, 

 0146,0
75,94

38,1

0

 

U

P
IR  А, 

 0985,00146,01,0 2222  RIII  А. 

3.3. В цепи рис. 3.3.1, а  ,sin220)( tte   В, 1R  кОм, а ВАХ 

нелинейного резистора кусочно-линейна (рис. 3.3.1, б). Определить 

мгновенное, среднее и действующее значения токов в цепи и мощ-

ность источника. 
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0,2

0,1

–0,1

–100 –200

 

а) б) 

Рис. 3.3.1 

Решение 
Заданная кусочно-линейная ВАХ нелинейного резистора позво-

ляет произвести расчет тока по схеме замещения, представленной  

на рис. 3.3.2.  

нR

 

Рис. 3.3.2 

Сопротивление активного элемента нR  определяется соответст-
вующей ветвью заданной характеристики: для положительной полу-

волны тока: 

 5,0
2,0

100
нн  RR  кОм, 

а для отрицательной полуволны: 

 4
05,0

200
нн  RR  кОм. 
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Положительная и отрицательная полуволны тока имеют ампли-

туды: 

 1,0
10)5,01(

150
3

н






 



RR

E
I m

m  А; 

 03,0
10)41(

150
3

н






 



RR

E
I m

m  А. 

Мгновенное значение силы тока: 

 tItiti m   sin)()(   при  ;0  t  

 tItiti m   sin)()(   при  .2 t  

Среднее за полпериода значение тока, изменяющегося по закону 

),sin()( im tIti   равно: 

 .
2

ср 
 mI

I   

В нашем случае среднее значение тока для положительной по-

луволны 

 ,
2

ср 



 mI

I  

а для отрицательной полуволны 

 .
2

ср 



 mI

I  

Тогда среднее значение тока в цепи 

 044,0
)03,01,0(2

срсрср 

  III  А. 

Действующее значение тока 

 










  

 





0

2
2222 )(sin)()(sin)(

2

1
tdtItdtII mm  

 052,003,01,0
2

1
)()(

2

1 2222  
mm II  А. 
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Мощность источника 

 










 









2

0

)()(
2

1
tdeitdeiP  

 88,4
4

)03,01,0(150

4

)(









mmm IIE

 Вт. 

3.4. На входе цепи рис. 3.4.1, а действует синусоидальное на-
пряжение ).30100sin(71,70)(  ttu  Найти мгновенное значение тока 
в цепи при 20R  Ом, 0,2L  Гн. 

 

а) б) 

Рис. 3.4.1 

Решение 
Идеальный диод имеет кусочно-линейную ВАХ, показанную 

на рис. 3.4.1, б. Искомое выражение для i(t) получим для каждого ли-

нейного отрезка ВАХ отдельно. 

1. Диод открыт ,0( д R  ).0д u  Уравнение второго закона 
Кирхгофа имеет вид: 

 ).(tu
dt

di
LRi   (1) 

Идеальный диод ведет себя как ключ, а его отпирание (запира-
ние) эквивалентно коммутации, поэтому ток i содержит установив-

шуюся и свободную составляющие: 

 .сву iii   (2) 
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Установившуюся составляющую тока определяем символиче-
ским методом: 

 




15
30

у 5,2
2,010020

71,70 j
j

m
m e

j

e

LjR

U
I 





  А; (3) 

 ),15100sin(5,2у
 ti  А. (4) 

Свободная составляющая искомого тока выражается в виде: 

 ,)(
св

ttpDei
  (5) 

где t  – момент отпирания диода; p – корень характеристического 

уравнения .0 RpL  

В заданном случае 

 100
2,0

20





L

R
p  с–1

. 

Постоянная интегрирования D в выражении (5) определяется  

с учетом начального условия 

 .0tt
i  (6) 

Применяя требование (6) к вытекающему из (2), (4), (5) выражению 

 ,)15100sin(5,2)( )(100 ttDetti
   

для определения постоянной D получаем уравнение 

 .)15100sin(5,2)( )(100 ttDetti
   (7) 

2. Диод закрыт ).0,( д  iR  В этом случае  

 ,д uu    (8) 

поэтому момент отпирания диода  tt   определяется парой уравнений 

 .0,0 
dt
duu  (9) 

Из (8) и (9) получаем: 

 ,0)30100sin(  tU m  

 2,5t  мс. 
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Подставив найденное значение t  в уравнение (7), находим: 

64,0D  А. 

Тогда из итогового выражения  

 )0052,0(10064,0)15100sin(5,2)(  tetti   (10) 

можно найти момент t   запирания диода, который определяется па-
рой уравнений 

 .0,0 
dt

di
i  (11) 

Применяя требования (11) к выражению (10), получаем для мо-

мента t   трансцендентное уравнение  

 ,064,0)15100sin(5,2 )0052,0(100   tet   

имеющее решение 55,3t  мс. 
3.5. На входе мостового двухполупериодного выпрямителя (рис. 3.5) 

действует синусоидальная ЭДС .sin tEe m   Получить выражение зави-

симостей мгновенного и среднего значений тока в нагрузке от ее сопро-

тивления и от величины индуктивности. 

 

Рис. 3.5 

Решение 
Искомый ток содержит установившуюся и свободную состав-

ляющие: 
 ;сву iii   (1) 

 );sin(y  tIi m  (2) 
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 ,св
ptDei    (3) 

где ;
)( 22 LR

E
I m

m


   ;arctg

R

L
   .

L

R
p   

Для определения постоянной интегрирования D воспользуемся 

тем, что в силу периодичности процесса  .)0(  ii  Тогда из (1)–(3) 

получаем уравнение  

 ,sin)sin( DIeDI m
L

R

m 





 

откуда 

 .

1

sin2

L

R

m

e

I
D








  (4) 

Среднее значение тока за полпериода 

 ).()sin(
0

ср tdeDtII
t

L

R

m 









 

 




 (5) 

После подстановки (4) в (5), получаем: 

 .
2

ср R

E
I m


   

Таким образом, среднее значение выпрямленного тока не зави-

сит от индуктивности катушки, величина которой в данном случае 
влияет только на характер пульсирования этого тока. 

3.6. Считая входное напряжение цепи рис. 3.6 синусоидальным, 

определить мгновенные значения тока через идеальный диод и напря-
жение на активной нагрузке. 

 

Рис. 3.6 
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Решение 
Пока диод открыт, заданная цепь ведет себя как обычная цепь 

синусоидального тока с параллельным соединением емкости и актив-

ного сопротивления: 

 ;sin tUuuu mCR   (1) 

 ,cos tCU
dt

du
Ci mC   ;sin t

R

U

R

u
i m
R   (2) 

 ).cossin
1

( tCt
R

Uiii mCR      (3) 

Равенства (1)–(3) верны при ,ttt   где t– момент отпирания; 

t  – момент запирания диода. Диод запирается, когда 

 .0,0 
dt

di
i   (4) 

Объединяя (3) и (4), для определения момента t   получаем 

уравнение 

 ,0cossin
1

 tCt
R

 (5) 

имеющее решение 

 ).(arctg
1

RCt 


  (6) 

При tt   конденсатор разряжается. Состояние цепи при этом 

описывается уравнениями 

 ;CR uu   (7) 

 ;0 C
C u

dt

du
RC  (8) 

 ,
сву CCC uuu   (9) 

где  

 ,,0 )(

сву
tt-p

CC Deuu
   (10) 

 .1
RC

p    
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Постоянная интегрирования D  определяется из начального  

условия (второй закон коммутации): 

 .
00  

ttCttC uu  (11) 

Поскольку при tt   напряжение на емкости равнялось входно-

му напряжению, условие (11) дает: .sin DtUm  Окончательно по-

лучаем: при tTtt   (где :)2 T  

   ;sin )( tt-p
mC etUu

   (12) 

 ,0i   .sin )( tt-p
mRC etpCUii

  (13) 

Теперь определим момент времени .t  Благодаря Т-периодичности 

процесса на основании второго закона коммутации для заданной цепи 

имеем равенство 

 .
0000  

TttCTttCttCttC uuuu  (14) 

Подставляя (1) и (12) в вытекающее из (14) равенство 

 ,
00  

TttCttC uu  

получаем для определения момента t  трансцендентное уравнение 

 .sinsin )( tT-tpett
  

3.7. В цепи рис. 3.7, а нелинейная катушка имеет вебер-амперную 

характеристику, показанную на рис. 3.7,
 б. Определить зависимости то-

ка и напряжения на участке ab от времени при ,sin tEe m   const.R  

R

i
uR

uab

a

b

0

i

A

Вб 

m

m

e

 

а)  б) 

Рис. 3.7 
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Решение 
Состояние заданной цепи определяется уравнением 

 euu abR   

или 

 .sin tE
dt

d
Ri m 


  (1) 

Условимся считать, что к началу отсчета времени  0t  

 .m  (2) 

Во время перемагничивания, т. е. при изменении   от m   

до m ,  

 0i .  

Следовательно [см. (1)], во время перемагничивания )0( пtt   

 .sin tE
dt

d
m 


 (3) 

Из (3) находим: при п0 tt   

 .cos at
Em 


  (4) 

Для определения постоянной интегрирования a воспользуемся 

начальным условием. Подставляя (4) в (2), получаем: 

 .m
mE

a 


  

Следовательно, при :0 пtt   

 ;)cos1()( m
m t

E
t 


    .sin tEu mab   

При этом время перемагничивания  пt  определяется уравнением 

 ,)( п mt   

т. е.  

 ,)cos1( п m
m

m t
E




  



 26

откуда 

 .
2

1arccos
1

п 





 





m

m

E
t  

При :п 


 tt  

 ,)( mt     ,0



dt

d
uab  

откуда согласно (1) 

 .sin tERi m   

При пtt 







 происходит обратное перемагничивание. 

3.8. Решить предыдущую задачу, считая, что источник ЭДС дает 
напряжение не синусоидальной, а прямоугольной формы (рис. 3.8).  

 

Рис. 3.8 

Решение 
Воспользуемся базовыми соотношениями решения предыдущей 

задачи. Вместо (3) будем иметь: во время перемагничивания 

 ,,0 mmtEi    

откуда при п0 tt   

 .atEm
  (1) 

Подставляя (1) в начальное условие (2), находим постоянную ин-

тегрирования: .ma   Следовательно, во время перемагничивания  

 .mmtE    
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Время перемагничивания  пt  определяется уравнением  

 mm tE  п , 

откуда 

 
m

m

E
t




2
п .  

После окончания перемагничивания :
2

п 





 

T
tt  

 .,0,
R

E
i

dt

d
u m

abm 


  

3.9. В цепи рис. 3.7, а нелинейную катушку заменили нелинейной 

емкостью, кулон-вольтная характеристика которой показана на рис. 3.9. 

Определить зависимости тока и напряжения на участке ab от времени. 

 

Рис. 3.9 

Решение 
Состояние заданной цепи определяется уравнением 

 euu abR    

или 

 .sin tEu
dt

dq
RuRi mabab   (1) 

Условимся считать, что к началу отсчета времени  0t  

 mqq  . (2) 
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Во время перезаряда, т. е. при изменении 
 
q 

 от mq  до ,mq  

 .0abu   

Следовательно [см. (1)], во время перезаряда )0( пtt   

 .sin t
R

E
i m   (3) 

Из (3) находим: при п0 tt    

 .cos at
R

E
idtq m 


   (4) 

Подставляя (4) в (2), можно определить постоянную интегриро-

вания a: 

 .
R

E
qa m

m 
  

Таким образом, при п0 tt   

 .)cos1()( m
m qt
R

E
tq 


  (5) 

Время перезаряда пt  определяется уравнением 

 ,)cos1( п m
m

m qt
R

E
q 


  

откуда 

 






 





m

m

E

Rq
t

2
1arccos

1
п . 

При 

 ttп  конденсатор сохраняет неизменный заряд  

,mqq   поэтому 

.sin,0 tEui mab   

При пtt 







 происходит обратный перезаряд емкости. 

3.10. В цепи рис. 3.10 протекает ток ,10sin1,0 4ti   100R  Ом. 

Вебер-амперная характеристика катушки показана на рис. 3.7, б. Оп-

ределить режим работы цепи при 
 

85,0m  мВб.  
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Рис. 3.10 

Решение 
Полагаем, что к началу отсчета времени )0( t  

 .m  (1) 

Во время перемагничивания  

 ,,0 RL iii     ,
dt

d
Riu RL


  

откуда  

 .10cos1010sin10 0
434    ttdtidtR  (2) 

Используя начальное условие (1), находим: 

 .0 m  (3) 

Из (2) и (3) следует, что значение m  достигается за время 

,пtt   являющееся корнем уравнения 

 .)10cos1(10 п
43

mm t    

Отсюда время перемагничивания 

 5,37)1021(arccos
10

1 3

4п  mt мкс. 

После перемагничивания до окончания полупериода  
( пt   t  314 мкс) 

 ,m    ,0


dt

d
    ,0Lu     .Lii   
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3.11. Нелинейная цепь на рис. 3.11.1, а подключена к источнику 

напряжения ,5000cos230)( ttu   В. Катушка имеет 100w  витков, 

площадь сечения ее сердечника 410S  м2
, а длина его средней ли-

нии 20l  см. Кривая намагничивания материала сердечника показа-
на на рис. 3.11.1, б. Найти мгновенное значение тока катушки, если 

5021  RR  Ом, 5,23 R  Ом. 

 

а) б) 

Рис. 3.11.1 

Решение 
По закону полного тока 

 ,102
100

1020 3
2

H
H

w

Hl
i 


 



 А. (1) 

Из рис. 3.11, б видно, что максимальное потокосцепление катушки 

 01,0110100 4
maxmax  wSB  Вб 

достигается при 5H  кА/м. Согласно (1), это соответствует току 

10i  А. Следовательно, вебер-амперная характеристика катушки 

имеет вид, показанный на рис. 3.11.2. 

 

–23 –10 

0,01

–0,01
 

Рис. 3.11.2 
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Дальнейший расчет проведем методом эквивалентного генератора. 
Схема замещения эквивалентного источника представлена на рис. 3.11.3. 

 

Рис. 3.11.3 

Эта схема имеет следующие характеристики: 

 115
55

5230

21

2
xxг 








RR

RE
UE m

mm
 В; 

 55,2
55

55
3

21

21
г 







 R
RR

RR
R  Ом. 

Токораспределение нелинейной катушки подчиняется уравнению 

 .гг eiR
dt

d



 (2) 

ВбАХ катушки (рис. 3.11.2) является кусочно-линейной, что по-

зволяет применить аппроксимацию 

 ,0 iL     (3) 

где L  − эквивалентная линейная индуктивность. С учетом (3) урав-

нение (2) приобретает вид: 

 ,cosгг tEiR
dt

di
L

m
  (4) 

где 5000  рад/с. В области значений  A10A10  i  

 1
10

01,0
L  мГн, (5) 
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а в области насыщения A)10|(| i  

 .0L  (6) 

Подставляя (6) в (4), сразу находим, что при насыщении в ка-
тушке протекает ток  

 ,cos23
5

cos115cos

г

г
t

t

R

tE
i m 





  А. (7) 

Пусть в момент 0t  катушка находилась в состоянии насыще-
ния: 01,0)0(   Вб. Согласно (7), ток в катушке в этот момент вре-
мени имел амплитудное значение: 23)0(  mIti  А. Следователь-

но, при 0t  происходит уменьшение тока катушки, изменяющегося 

по закону (7) до тех пор, пока не будет достигнуто значение 10i  А. 

Длительность 1t  этого процесса определяется уравнением  

 ,
23

10
arccos1 t  

откуда 4,01 t  мс. 
В момент 1tt   скачком изменяется эквивалентная линейная ин-

дуктивность [ср. (5) и (6)], что равносильно коммутации при .1tt   

Следовательно, ток i имеет установившуюся и свободную состав-

ляющие: 
 ,свy iii   (8) 

 ,3,16
1050005

115 45

3

90

г

г
y




j
j

m e
j

e

LjR

E
I m 




   А;  

 ),45sin(3,16y
 ti  А; (9) 

 ,
)(

св
1ttp

Dei
  (10) 

где  p − корень характеристического уравнения 

 ,0г  RLp  (11) 

D  – постоянная интегрирования, определяемая начальным условием 

 10
1
tti  А. (12) 
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Уравнение (11) имеет решение 5000p  с–1
. Подставляя это 

значение в формулу (10), с учетом (8), (9) и (12) получаем для опреде-
ления величины D  уравнение 

 ,10)45sin(3,16 1  Dt    

откуда D = 4,32
 А. В итоге вне области насыщения  

 ,32,4)45sin(3,16 )(5000 1tteti    А. (13) 

Изменяясь по закону (13), ток достигает значения 10i  А  

в момент времени ,2tt   определяемый уравнением 

 1032,4)45sin(3,16
)(5000

2
12   tt

et   А. 

Решая это уравнение, находим 585,02 t  мс. 
При 2tt   ток изменяется от значения 10i  А до значения 

23i  А, а затем обратно до значения 10i  А, следуя закону (8)  

и повторяя на отрицательной ветви ВбАХ катушке процессы, рас-
смотренные выше на ее положительной ветви. 

3.12. В цепи рис. 3.12, а нелинейный резистор имеет кусочно-

линейную ВАХ, показанную на рис. 3.12, б, а нелинейная емкость – 

ступенчатую КВХ, показанную на рис. 3.9 10( mq  мкКл). Найти 

мгновенные значения )(1 ti  и ),(2 ti  если ,13000sin18,0)( ttiJ   А. 

     

 

  –0,1

0,2 0,1 0,1 

  –0,2

 –1 

 –2  

Рис. 3.12 

Решение 
Полагаем, что к началу отсчета времени 

 10 mqq  мкКл. (1) 



 34

Во время перезаряда емкости :)0( пtt   

 ,,0,0 21 JJ iiiu   (2) 

поэтому зависимость заряда от времени выражается в виде 

 ,)1300cos1(85,131300sin18,0 0

00

qtdttdtiq
tt

J    мкКл. (3) 

Возвращаясь к начальному условию (1), находим постоянную 

интегрирования: .0 mqq   Следовательно, во время перезаряда 

 ,1300cos85,1885,3 tq   мкКл. (4) 

Перезаряд происходит за время ,пt  являющееся корнем уравнения 

 ,)( п mqtq    

которое в нашем случае имеет вид [см. (4)]: 

 .13000cos85,1385,310 пt  

Отсюда  157п t  мкс. 
При 5,241157  t  мкс (т. е. до окончания положительного по-

лупериода колебаний тока источника) конденсатор остается заряжен-

ным ),( mqq   поэтому  

 ,02 
dt

dq
i    .1 Jii   

Таким образом, токораспределение заданной цепи целиком оп-

ределяется нелинейной емкостью. Нелинейность активного сопротив-

ления влияет только на величину межузлового напряжения ,Ju  кото-

рое отлично от нуля тогда, когда емкость не перезаряжается. 

В момент окончания перезаряда емкости )( пtt   

 А1,0А16,0117sin18,01  i  

(см. рис. 3.12, б). Следовательно, в начальный момент времени после 
завершения перезаряда емкости зависимость напряжения на нелиней-

ном резисторе (т. е. межузлового напряжения) от тока 1i  определяется 

участком cd заданной ВАХ, согласно которой 

 ,1)( 11 iRiuJ
  (5) 
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где  

 20
1,02,0

13





R  Ом 

– эквивалентное нелинейное сопротивление, соответствующее участ-
ку cd ВАХ нелинейного резистора. Зависимость (5) сохраняет силу до 

тех пор, пока 1,0Ji  А при .пtt   Это означает, что 

 ,13000sin6,31 tuJ   В (6) 

при ,п ttt   где t  является корнем уравнения 

 1,0)( tiJ  А при .0
dt

diJ  

Решая это уравнение, находим: мкс.196t  

При 196t  мкс ток источника продолжает убывать, так что ра-
бочая точка ВАХ нелинейного резистора переходит на участок bc. На 
этом участке  

 ,)( 11 iRiuJ
  (7) 

где  

 10
1,0

1
R  Ом. 

Зависимость (7) соблюдается при ,ttt   где t   – время начала 
обратного перезаряда емкости. Момент t  определяется из уравнения 

 0)( tiJ     при .0
dt

diJ   

Решая это уравнение, находим: 6,241t  мкс. Таким образом, 

при 6,241196  t  мкс 

 ,13000sin8,1)( ttuJ   В.  

3.13. В цепи рис. 3.13, а 3R  Ом, ,150sin tuab   В. Нелиней-

ный резистор имеет симметричную кусочно-линейную ВАХ, показана 
на рис. 3.13, б, а нелинейная катушка имеет ВбАХ, показана на  
рис. 3.7, б 1( m  мВб). Рассчитать токи в цепи.  



 36

i

i2 d i1

R

b

b

a

     

а) б) 

Рис. 3.13 

Решение 
К началу отсчета времени ( 0t ) 

 ,m    .2ii   

При этом на начальной стадии процесса нелинейный резистор 

эквивалентен линейному сопротивлению 

 2
1,0

2,0
2 R  Ом, 

соответственно, цепь в целом ведет себя как последовательное соеди-

нение линейных резисторов R  и 2R , так что  

 ,150sin2,0
2

2 t
RR

u
ii ab 


  В; (1) 

 ,150sin4,022 tiRudb   В. (2) 

Вместо (2) можно записать: 

 ,150sin4,0 t
dt

d 
  

откуда  

 .150cos
150

4,0
at 


   

Постоянную интегрирования a  определим из начального усло-

вия .
0 mt

   В итоге имеем: 

   .cos1501
150

4,0
)( mtt 


  (3) 
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Если потокосцепление катушки изменяется со временем по за-
кону (3), то пороговое значение m  достигается за время ,

~
пt  яв-

ляющееся корнем уравнения  

   .
~

cos1501
150

4,0
п mm t 


  (4) 

Однако результаты (1)–(4) получены для случая, когда в задан-

ной цепи вместо нелинейного резистора действует линейное активное 
сопротивление 22 R  Ом, что справедливо только при 2,0dbu  В 

(см. рис. 3.13, б), т. е. при ,0 tt   где t – корень уравнения 

.150sin4,02,0 t  В нашем случае ,
~мс11,1 пtt   поэтому при 

пttt   (где пt  – истинное время перемагничивания): 

 1,02  ii  А,  .3,0150sin  tRiuu abdb  (6) 

Поскольку при tt 0  напряжение на катушке изменяется по 

закону (2), а при пttt   – по закону (6), для определения времени 

перемагничивания пt  имеем уравнение  

 .2)3,0150(sin150sin4,0
п

0







t

t
m

t

dttdtt   

Решая его, находим: 44,4п t  мс. 
3.14. ВАХ нелинейного активного сопротивления для мгновен-

ных значений задана выражением .3buaui   Получить ВАХ эле-
мента для амплитудных и для действующих значений. 

Решение 
Применим метод гармонической линеаризации, полагая 

 ).sin()( um tUtu   (1) 

Подставляя (1) в заданную ВАХ, получим: 

 ).(sin)sin( 33
umum tbUtaUi   (2) 

Воспользовавшись равенством 

 ,
4

3sinsin3
sin3   
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вместо (2) получим: 

  .)](3sin[)sin(3
4

)sin(
3

uu
m

um tt
bU

taUi   (3) 

В соответствии с методом гармонической линеаризации в полу-
ченном выражении (3) следует удержать только основную (первую) 
гармонику, так что 

  )sin(
4

3
)sin(

3

u
m

um t
bU

taUi  

 ).sin(
4

3 2

um
m tU

bU
a 












      (4) 

Если теперь по аналогии с (1) формально записать  

 ),sin( um tIi   (5) 

то после сопоставления (4) и (5) получим: 

 .
4

3 2

m
m

m U
bU

aI 







  (6) 

Равенство (6) представляет собой искомую ВАХ для амплитуд-
ных значений. Чтобы получить ВАХ для действующих значений, уч-
тем, что 

 ,
2

mI
I      .

2

mU
U    

Подставляя эти равенства в ВАХ для амплитудных значений, 
получаем ВАХ для действующих значений: 

 .
2

3
)2(

4

3 33 bUaUUbaUI   (7) 

3.15. ВбАХ нелинейной индуктивности для мгновенных значе-
ний задана выражением .

3 bai  Найти ВАХ этой индуктивно-
сти для амплитудных и действующих значений. 

Решение 
Применим метод гармонической линеаризации, полагая 

 ).sin()( um tUtu   (1) 
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Воспользовавшись законом электромагнитной индукции 

 
td

d
u

 , 

из (1) находим, что мгновенное значение потокосцепления катушки 
выражается равенством 

 ).90sin(cos 






 t

U
t

U mm  (2) 

Подставляя (2) в заданную ВбАХ, получим: 

 





 )90(sin)90sin( 3

3

3
 t

bU
t

aU
i mm  

 ).90sin(
4

3
2

2












 t

UbU
a mm     (3) 

Из (3) следует, что ВАХ для амплитудных значений выражается 

равенством 

 .
4

3
2

2














 mm

m

bU
a

U
I  (4) 

Используя (4), находим ВАХ для действующих значений: 

 .
2

3
2

2



















bU
a

U
I  (5) 

3.16. КВХ нелинейной емкости для мгновенных значений задана 
выражением .3bqaqu   Найти ВАХ этой емкости для действующих 

значений. 

Решение 
Воспользуемся методом эквивалентных синусоид, полагая 

 ).sin( qm tqq   (1) 

Подставив (1) в заданную КВХ, получим: 

  )(3sin
4

)sin()
4

3
(

33

q
m

qm
m t

bq
tq

bq
au  . (2) 
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Эквивалентными считаются синусоиды с равными действую-
щими значениями, следовательно, в рассматриваемом случае 

 .
44

3
2

3
2

2
2






















 mm

mm

bqbq
aqU  (3) 

Равенство (3) выражает КВХ заданной емкости для амплитуд-
ных значений. Для действующих значений из (3) получаем: 

 .
44

3
2

3
2

2
2


















 bqbq

aqU  (4) 

Поскольку ток, протекающий через емкость, равен ,dtdqi   

амплитудные значения тока и заряда емкости связаны равенством 

 .


 m
m

I
q  (5) 

Подставив (5) в формулу (3), получим ВАХ емкости для ампли-
тудных значений: 

 .
44

3
2

3

3
2

2

2

2

2





























 mmm

m

bIbI
a

I
U  (6) 

Для действующих значений из (6) получаем: 

  .
22

3
2

3

3
2

2

2

2

2

























 bIbI

a
I

U  (7) 

Последнее выражение можно также получить из равенства (4), 
если учесть, что действующие значения заряда и тока взаимосвязаны 

так же, как и амплитудные значения [ср. (5)]: . Iq   

3.17. ВАХ нелинейного резистора задана выражением 

.)( 3
21 iaiaiuR   Определить эквивалентное линейное сопротивление .эR  

Решение 
При токе tIi m  sin  напряжение на заданном резисторе 

 .3sin
4

sin)
4

3
(sinsin)( 3232

1
33

21 tI
a

tI
a

IatIatIaiu mmmmmR   
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Приравняв амплитуду первой гармоники в этом выражении  

к mIRэ , найдем эквивалентное линейное сопротивление:  

 .
4

3 22
1э mI

a
aR    

3.18. Нелинейная катушка индуктивности имеет вебер-

амперную характеристику .)( 3
21 ibibi   Определить эквивалентную 

линейную индуктивность .эL  

Решение 
При токе tIi m  sin  потокосцепление катушки 

 .3sin
4

sin
4

3
)(

3
2

3
2

1 t
Ib

t
Ib

Ibi mm
m 








  

Тогда при пренебрежении тепловыми потерями напряжение на 
зажимах катушки  

 .3cos
4

3
cos

4

3 3
2

3
2

1 t
Ib

t
Ib

Ib
dt

d
u mm

mL 













  

Приравняв амплитуду первой гармоники в последнем выраже-
нии к ,э mIL  найдем эквивалентную линейную индуктивность: 

 .
4

3 22
1э mI

b
bL    

3.19. Нелинейная емкость имеет кулон-вольтную характеристи-

ку .3
21 qhqhuC   Определить емкость эC  эквивалентного линейного 

конденсатора.  

Решение 
При токе tIi m  sin  заряд емкости  

 ,cos t
I

idtq m 


   

следовательно, напряжение на емкости 

 .3cos
4

cos
4

3
3

3
23

3
21 t

m

Ih
tI

h
I

h
u m

mmC 











  
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Приравняв амплитуду первой гармоники в полученном выраже-

нии к ,
1

э
mI

C
 находим: 

 .

4

3

1

2

2
2

1

э





mIh

h

C    

3.20. Цепь состоит из последовательно соединенных нелинейного 
резистора, нелинейной катушки индуктивности и линейного конден- 
сатора. На входе цепи действует синусоидальное напряжение 

.sin tUu m   Определить резонансную частоту цепи, если нелинейные 
элементы имеют характеристики, приведенные в задачах 3.17 и 3.18. 

Решение 
Заменим нелинейные элементы эквивалентными линейными 

элементами: сопротивлением  

 22
1э 4

3
mI

a
aR    

и индуктивностью 

 
4

3 2
2

1э
mIb

bL    

(см. решения задач 3.17 и 3.18). В линеаризованной цепи протекает ток 

 ),sin(  tIi m   

где 

 ,
1

4

3

4

3
2

22
1

2
22

1 















 



C
I

b
bI

a
a

U
I

mm

m
m  (1) 

 .

1

arctg
э

э

R
C

L



  

Так как активное сопротивление и индуктивность эквивалент-
ной цепи зависят от ,mI  то и фаза   зависит от .mI  Резонансная час-
тота такой цепи приближенно равна 
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





 


22

1
э

4

3
2

11

mI
b

bC
CL

 

и также зависит от амплитуды тока ,mI  которая, в свою очередь, зави-

сит от амплитуды приложенного напряжения mU  [см. уравнение (1)]. 

3.21. Найти зависимость i(t) и показание прибора в цепи рис. 3.3.1, а, 
если нелинейный элемент имеет BAX ,15020)( 33 iibiaiiu   

,sin220)( tte   В, 20R  Ом. 

Решение 
1 способ (Метод гармонического баланса)  

Состояние заданной цепи определяется уравнением 

 eiuRi  )(  

или 

 .3 ebiaiRi   (1) 

В цепи действует источник синусоидального напряжения, а за-
данная BAX нелинейного элемента содержит первую и третью степе-
ни. Поэтому искомый ток i будет содержать первую и третью гармо-

ники (сравните решение задачи 3.14): 

 ),3sin()sin()( )3()3()1()1(  tItIti
mm

 (2) 

где амплитуды ,)1( m
I  

m
I )3( и начальные фазы ,)1(  )3(  гармонических 

составляющих искомого тока заранее неизвестны. Для их определе-
ния выражение (2) подставляем в равенство (1) и получаем уравнение  

   tIIIIII
mmmmmm

sin)2cos(5,112cos)402255,112( )1()3()3(
2

)1()1()1(
2

)3()1(
3

)1(
 

   tIIIIII
mmmmmm

cos)2sin(5,112sin)402255,112( )1()3()3(
2

)1()1()1(
2

)3()1(
3

)1(
 

   tIIIII
mmmmm

3sin3cos5,37cos)402255,112( )1(
3

)1()3()3()3(
2

)1(
3

)3(  

   tIIIII
mmmmm

3cos3sin5,37sin)402255,112( )1(
3

)1()3()3()3(
2

)1(
3

)3(  

 .3cos03sin0cos0sin ttttEm   
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В соответствии с требованием гармонического баланса прирав-

ниваем коэффициенты при одинаковых гармонических составляющих 

в левой и в правой частях этого уравнения. Получаем систему урав-

нений: 

 

   
   
 
  





















.03sin5,37sin402255,112

;03cos5,37cos402255,112

;02sin5,112sin402255,112

;2cos5,112cos402255,112

)1(
3

)1()3()3()3(
2

)1(
3

)3(

)1(
3

)1()3()3()3(
2

)1(
3

)3(

)1()3()3(
2

)1()1()1(
2

)3()1(
3

)1(

)1()3()3(
2

)1()1()1(
2

)3()1(
3

)1(

mmmmm

mmmmm

mmmmmm

mmmmmm

IIIII

IIIII

IIIIII

EIIIIII m

 

По условию ,0e  а нагрузка в заданной цепи чисто активная, 

поэтому можно сразу записать: ,0)1(    .0)3(   Тогда в записанной 

системе четырех уравнений остается два уравнения: 

 










.05,37402255,112

;2205,112402255,112

3
)1()3()3(

2
)1(

3
)3(

)3(
2

)1()1(
2

)3()1(
3

)1(

mmmmm

mmmmmm

IIIII

IIIIII
 

Приближенные значения корней этих уравнений: 

 195,1)1( 
m

I  А,  173,0)3( 
m

I  А.  

Следовательно, 

 ,3sin173,0sin195,1)( ttti   А;  

 854,0
2

173,0

2

195,1

22

222

)3(

2

)1(

A 






























 mm

II
I  А. 

2 способ (Метод гармонической линеаризации) 

Отправной точкой расчета служит предположение, что  

 ),sin()( im tIti   (3) 

где амплитуда mI  и начальная фаза i  пока неизвестны [сравните (2)]. 

Подставляя (3) в уравнение (1), получаем: 

       imim tbItIaR 33 sinsin  

         imimim tbItbItIaR 3sin25,0sin75,0sin 33  

 .sin tEm    
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В соответствии с исходным предположением (3) в этом уравне-
нии учитываем только первую гармонику, для которой составляем 

уравнение гармонического баланса: 

   .sinsin75,0)( 3 tEtbIIaR mmm   (4) 

При этом благодаря чисто активной нагрузке можно считать, 

что .0 ie  

От уравнения (4) переходим к уравнению 

   ,75,0 3
mmm EIaRI    

или 

 .0220405,112 3  mm II  

Это уравнение имеет приближенное решение 16,1mI  А, следо-

вательно, 

 ,sin16,1)( tti   А;     82,0
2

16,1
A I  А. 

3 способ (Метод эквивалентных синусоид)  

Искомому несинусоидальному току заданной цепи формально 

сопоставим эквивалентный ток с амплитудой  

   
)(э m

m
m

IRR

E
I


 . (5) 

Для определения )(э mIR  необходима BAX нелинейного элемен-

та для амплитуд тока и напряжения, т. е. зависимость  mm IU . Вос-
пользуемся заданной BAX  

 ,)( 3biaiiu   (6) 

считая при этом, что )(ti  определяется зависимостью (3), а )(tu  – ана-
логичной зависимостью 

  .sin)( um tUtu   (7) 
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Подставляя (3) и (7) в (6), получаем:  

       imimum tbItaItU 33 sinsinsin  

       imimim tbItbItaI 3sin25,0sin75,0sin 33  

     imimm tbItbIaI 3sin25,0sin)75,0( 33  

      .sin25,075,0
2323

ummm tbIbIaI   

Следовательно, 

     .25,075,0
2323

mmmm bIbIaIU    

Отсюда 

     .25,075,0)(
2222

э mm
m

m
m bIbIa

I

U
IR    

Возвращаясь к выражению (5), получаем уравнение 

 

   
,

25,075,0
2222

mm

m
m

bIbIaR

E
I


 ,  

которое после подстановки численных значений принимает вид: 

 

   
.

15025,015075,02020

220

2222
mm

m

II

I


   

Решая это уравнение, находим: 14,1mI  А. Следовательно, 

 ;sin14,1)( tti   806,0
2

14,1

2
A  mI

I  А. 

3.22. В цепи рис. 3.22 нелинейная катушка имеет вебер-амперную 

характеристику ,)( 3 bai  где 50a  А/Вб, 7104 b  А/Вб3
. 

Найти зависимость )(ti  и показание амперметра при 50R  Ом, 

,10sin2127)( 4ttu   В. 
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Рис. 3.22 

Решение 
1 способ (Метод гармонической линеаризации) 

В любой момент времени состояние заданной цепи определяет-
ся уравнением 

 ).(tu
dt

d
Ri 


   (1) 

В соответствии с методом гармонической линеаризации полагаем 

 ),sin()(  tt m  (2)  

где 410  рад/с. Подставляя (2) в (1), получаем: 

 
dt

dRbRa 3
 

  )cos()(sin)sin( 33 ttRbtRa mmm  

  )(3sin25,0)sin()75,0( 33 tRbtRbRa mmm  

 tUt mm  sin)cos( . 

Формально обозначив , t  получим: 

  3sin25,0sin)75,0( 33
mmm RbRba  

 )sin(cos  mm U ,  

или 

  3sin25,0cossin)75,0( 33
mmmm RbRba  

 .cossinsincos  mm UU  (4) 
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Учитывая только вклад первой гармоники, от уравнения (4) пе-
реходим к уравнению 

  cossin)75,0( 3
mmm Rba  

 .cossinsincos  mm UU  (5) 

Приравнивая в (5) слагаемые с одинаковыми функциями пере-
менной   (гармонический баланс), получаем систему уравнений 

 
 








.sin

;cos75,0 3

mm

mmm

U

URba
 (6) 

Решая ее, находим: 31076,4 m  Вб; .33,15   Таким  

образом,  

 )33,15sin(1076,4)( 3   tt  Вб. 

Следовательно, 

    3
)()()( tbtati  

    )(3sin25,0)sin(75,0)sin(
33

tbtbta mmm  

  )463sin(08,1)33,15sin(47,3  tt  

 ),1343sin(08,1)33,15sin(47,3   tt  А; 

 57,2
2

08,1

2

47,3
22














AI  А. 

2 способ (Метод эквивалентных синусоид)  

Запишем для заданной цепи закон Ома в комплексном виде: 

  
 

.
)()( 22







 j

m

m

m

mm
m e

LR

U

LjR

U

Z

U
I   (7) 

В соответствии с методом эквивалентных синусоид полагаем, 

что )(t  определяется равенством (2), а искомый ток  

 ).sin()( im tIti   
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Тогда согласно заданной вебер-амперной характеристике 

   im tI sin  

     tbta mm

33
sinsin  

        tbtbta mmm 3sin25,0sin75,0sin 333       

       tbtba mmm 3sin25,0sin75,0 33  

  .sin25,075,0
2

3
2

3






 





  tbba mmm   

Из полученного равенства следует, что 

     .25,075,0
2323

mmmm bbaI   (8) 

Отсюда 

 
2242

э
5,1625,0

1)(
aabbI

L

mm
m

m
m





 . (9) 

Подставляя это равенство в (7), получаем: 

 

2242

2
2

5,1625,0 aabb
R

U
I

mm

m
m




 . (10) 

Приравнивая правые части равенств (8) и (10), получаем урав-
нение 

 mmmm UaRabRRb  )(5,1625,0
22222422

, 

имеющее приближенное решение  31068,4 m  Вб. Подставляя это 

значение в выражение (9), получаем: 

 3

223432э 1035,1
)1068,4(5,1)1068,4(625,0

1 






aabb

L  Гн. 

Тогда  

 .1,15
50

1035,110
arctgarctg

34 








R

L
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Следовательно, 

 ),1,15sin(1068,4)( 3   tt  Вб. (11) 

Подставляя выражение (11) в заданную вебер-амперную харак-
теристику и сохраняя в полученном выражении только первую гар-
монику, окончательно получаем: 

 ),1,15sin(46,3)(  tti  А;   45,2
2

46,3
AI  А.  

3 способ (Метод последовательных приближений) 

Подставим заданную зависимость )(i  в уравнение (1) и пере-
несем в правую часть полученного уравнения нелинейное слагаемое: 

 3 bRaR
dt

d
u . (12) 

Определим нулевое (линейное) приближение .)0(  Для этого в 
исходном нелинейном уравнении (12) отбросим нелинейное слагае-
мое, т. е. предварительно решим уравнение 

 .0 aR
dt

d
u  (13) 

Линейное уравнение (13) можно решать символическим методом.  
Имеем: 

 
76

4

)0( 4,17
105050

2127 jm
m e

jjaR

U 





  мВб, 

так что нулевое приближение потокосцепления 

 ),7610sin(4,17 4)0(  t  мВб. (14) 

Чтобы получить первое приближение, подставим полученное 
выражение (14) в правую часть уравнения (12). Получим: 

 
aR

dt

d
 

    ,)(3sin)(
4

1
)sin()(

4

3
sin 3)0(3)0(  tbRtbRtU mmm   (15) 

где .76  Уравнение (15) можно рассматривать как уравнение со-

стояния линейной цепи при полигармоническом внешнем воздейст-
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вии (в данном случае в линеаризованной цепи действуют первая  

и третья гармоники). Вклад каждой из гармоник потокосцепления 

можно рассчитать символическим методом. 

Для первой гармоники из уравнения (15) получаем: 

 .)(
4
3)(

3)0(
)1(

 j
mm ebRUjaR

m
 (16) 

После подстановки численных значений из уравнения (16) находим: 

 
4,15

)1( 76,4  e
m

 мВб,  

 B,6,47 6,74
)1()1(

j
L ejU

mm
  

 B.),6,74sin(6,47
)1(

 tuL  

Для третьей гармоники уравнение (15) дает: 

 .)(
4
1)3(

33)0(
)3(

 j
m ebRjaR

m
  

Отсюда 

 


2,134
)3( 775,1

j
e

m
  мВб,  

 B,5,533 8,135
)3()3(

j
L ejU

mm

  

 B.),8,135sin(5,53
)3(

 tuL   

Искомый ток можно определить по закону Ома: для мгновенных 
значений 

 ,
R

uu
i L   

либо для гармонических составляющих в символическом виде: 

 ,
)1(

)1(
R

UU
I m

m

Lm 
  и  .

)3(
)3(

R

U
I m

m

L
  

Окончательно получаем: 

 ),2,1343sin(07,1)4,15sin(5,3   tti  А; 
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 588,2
2

07,1

2

5,3
22














AI  А. 

3.23. В цепи рис. 3.23 50R  Ом, tte 500sin200)(  , В. Кулон-

вольтная характеристика нелинейной емкости выражается равенством 

,10)( 33qquC   где В,][ Cu  Кл.][ q  Рассчитать ).(tuC  

 

Рис. 3.23 

Решение 
1 способ (Метод гармонической линеаризации) 

В любой момент времени состояние цепи определяется уравне-
нием 

 euRi C   (1) 

или 

 eaq
dt

dq
R  3

, (2) 

где 310 В/Кл10a . Полагаем, что заряд емкости изменяется со време-
нем по закону 

 )sin()( qm tQtq  , (3) 

где  500 рад/с. Тогда 

 );sinsincos(cos)cos( qqmqm ttQtQ
dt

dq
  (4) 

  .)](3sin[)sin(3
4

)(sin
3

333
qq

m
qm tt

Q
tQq    (5) 
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В соответствии с методом гармонической линеаризации учиты-
ваем только первую гармонику, поэтому вместо (5) в уравнение (2) 
подставляем выражение  

 ).sin(
4

3 3
3

q
m t

Q
q   (6) 

Используя (2), (4) и (6), получаем уравнение 

  tQRaQ qmqm sin)sincos75,0( 3  

 ,sincos)sin75,0cos( 3 tEtaQQR mqmqm   

где 200mE  В. Приравнивая множители, находящиеся в левой и в пра-
вой частях при tsin  и tcos , получаем систему уравнений 

 










.0sin75,0cos

,sincos75,0

3

3

qmqm

mqmqm

aQQR

EQRaQ
 (7) 

Решая полученную систему уравнений, находим: 

 93,2mQ мКл,  19,21q . 

Следовательно, 

 )19,21sin(93,2  tq , мКл. 

Тогда 

 ),19,21500sin(65,188)19,21(sin)1093,2(10 33310    ttuC  В. 

2 способ (Метод эквивалентных синусоид)  

Подставляя выражение (3) в заданную КВХ, получаем: 

  )(sin33
qmC taQu  

 )].(3sin[25,0)sin(75,0 33
qmqm taQtaQ   (8) 

Исходя из (8), обозначим: 

 375,0
)1( mC aQU
m
 ,    325,0

)3( mC aQU
m
 . 

Тогда амплитуда эквивалентной синусоиды 

 .79,025,075,0 322322

)3()1( mmCCC aQaQUUU
mmm

  (9) 
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Соответствующая эквивалентная емкость 

 .)(266,1
79,0

12

3э
 m

m

m

C

m aQ
Q

Q

U

QС
m

 

По второму закону Кирхгофа 

 .
79,0

625,0

1

1

2

2

42
2э

2
э

2

2 












 m

m

mm
C

aQ

Qa
R

E

С
C

R

E
U

m
 (10) 

Приравнивая правые части уравнения (9) и (10), после формаль-
ных преобразований получаем уравнение 

 ,0625,0 222262  mmm EQRQa  

имеющее корень 88,2mQ  мКл. Подставляя это значение в фор- 

мулу (10), находим  87,186
mCU  В. По условию .0e  Следова-

тельно, эквивалентная синусоида тока имеет начальную фазу 

 .13,69
1

arctg
э





CRi  

Тогда эквивалентная синусоида напряжения на емкости имеет 
начальную фазу  .87,2090   iu  В итоге имеем: 

 ),87,20500sin(87,186  tuC  В. 

3.24. Определить ток i в цепи рис. 3.24, если 

),601000sin(8)(  tte  R
 
=

 
100

 Ом, ВбAX катушки для мгновенных 

значений потокосцепления   и тока Li  имеет вид 

,10909,055,0)( 34Li  А.  

 

Рис. 3.24 
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Решение 
1 способ (Метод гармонического баланса)  

По законам Кирхгофа: 

 ;3

R

e
baiii RL   (1) 

 .)( 3

dt

d
baRuRie LL


  (2) 

Периодическое решение уравнения (2) будем искать в виде ряда  

 ,3cos3sincossin 4321  tttt   (3) 

в котором мы ограничимся первыми четырьмя членами. Для подста-
новки предварительно находим: 

 ;3sin33cos3sincos 4321 tttt
dt

d



 

     





  tsin

2

3

4

3 2
41

2
314213

2
2

2
213

2
1

3
1

3   

     





  tcos

2

3

4

3 2
42

2
323214

2
24

2
12

2
1

3
2   

 





  t3sin

2

3

2

3

2

3

4

3

4

1 2
433

2
23

2
1

2
3

3
1  

 .3cos
2

3

2

3

2

3

4

3

4

1
4

2
34

2
24

2
1

3
4

3
2 t






   

Здесь, как и в предполагаемом решении, учтены только первая  

и третья гармоники. 

Подставляем выражения для ,  
dt

d
 и 3  в уравнение (2)  

и осуществляем гармонический баланс, т. е. последовательно прирав-

ниваем полиномы при ,sin t  ,cos t  ,3sin t  t3cos  в левой и в пра-
вой частях уравнения. Получаем систему алгебраических уравнений 

для определения неизвестных амплитуд ,1  2 , 3 , 4 : 
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













































 







 

.0
2

3

2

3

2

3

4

3

4

1
3

;0
2

3

2

3

2

3

4

3

4

1

;sin
2

3

2

3

4

3

4

3

4

3

2

3

4

3

;cos
2

3

2

3

2

3

4

3

4

3

4

3

2

3

4

3

4
2
34

2
24

2
1

3
4

3
243

2
433

2
23

2
1

3
3

3
134

2
42

2
32

4
2
24

2
12

2
1321

3
221

2
41

2
31

2
31

3
2
2

2
213

2
1421

3
112

bRaR

bRaR

E

bRaR

E

bRaR

em

em

 

Здесь 55,0а  А/Вб; 410909,0 b А/Вб3
. Решая эту систему 

уравнений и подставляя в (3) найденные значения 
 

,1  ,2  3  и ,4  

находим: 

   ttt 3000sin1005,11000cos0038,01000sin0036,0 6
 

   )03461000sin(0052,03000cos1095,0 6 tt  

 ),60423000sin(10416,1 6   t  Вб. 

Используя (1), с точностью до третьей гармоники получаем: 

    )60423000sin(10416,1)03461000sin(0052,055,0 6  tti  

 



 

3
4 )60423000sin(416,1)03461000sin(0052,010909,0  tt  

  )571000sin(08,0)601000sin(8
100

1  tt  

 ),031403000sin(100277,0 6   t  А. 

2 способ (Метод гармонической линеаризации)  

Будем искать решение уравнения (2) в виде 
 .cossin 21 tt    
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Для подстановки этого предполагаемого решения в дифферен-

циальное уравнение (2) предварительно находим: 

 ;sincos 21 tt
dt

d



;  

  ttttt 22
21

2
2

2
1

33
1

3 cossin3cossin3sin  

  tttt cos
2

3
3sin

4

1
sin

4

3
cos 2

2
1

3
1

3
1

33
2  

  ttttt 2cossin
2

3
sin

2

3
cos2cos

2

3 2
21

2
212

2
1  

 





  ttt sin

2

3

2

3

4

3
3cos

4

1
cos

4

3 2
21

2
21

3
1

3
2

3
2  

 .cos
4

3
sin

4

3
cos

2

3

2

3

4

3 3
2

3
12

2
12

2
1

3
2 ttt 






    

Поскольку при расчете учитывается только первая гармоника,  
в выражении для 3  отброшены слагаемые от высших гармоник. 

Подстановка в уравнение (2) дает:  

  tRatRatt cossinsincos 2121  

  ,sincos
4

3
sin

4

3 3
2

3
1 em tEtRbtRb   

где .60e  Приводим подобные слагаемые с синусными и косинус-
ными составляющими: 

 





 






  tbRaRtbRaR cos

4

3
sin

4

3
1

3
222

3
11  

     .cossinsincos tEtE emem   

Требование гармонического баланса дает: 

 












.sin
4

3

;cos
4

3

1
3
22

2
3

11

em

em

EbRaR

EbRaR

  

 



 58

Подставим численные значения и преобразуем полученную сис-
тему алгебраических уравнений к виду 

 










.00346,0055,0682

,004,0055,0682

2
3
21

1
3

12
  

Эта система уравнений имеет решение 0036,01   Вб; 

0038,02   Вб. Следовательно, 

  ,5,461000sin0052,01000cos0038,01000sin0036,0  ttt  Вб; 

 )5,461000(sin)0052,0(10909,0)5,461000sin(0052,055,0 334  tti

 ,1,381000sin077,0601000sin8
100

1





 





   tt  А. 

3.25. Определить общий ток в цепи рис. 3.24 методом эквива-
лентных синусоид, если нелинейная катушка имеет вебер-амперную 

характеристику ,1036,155,0)( 34Li  А.  

Решение 
Выразим комплекс действующего значения тока источника:  

 .
)(

2

э

э

э LjRR

LjR
E

LjR

E

R

E
III LR 





  

С помощью заданной ВбAX найдем эквивалентную линейную 

индуктивность: 

 .
1036,155,0

1

1036,155,0 2434э 









I

L  

Потокосцепление определим из уравнения  

     ,
2

82222  RIUUE LLR  

которое после подстановки численных значений можно привести к виду 

 .32302,01001,11085,1 24668   

Полученное уравнение имеет решение  06,0  Вб. Отсюда  

 287,0
)06,0(1036,155,0

1
34э 


L  Гн.  
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Комплекс действующего значения искомого тока 

   ,065,0
287,01000100100

287,010001002

2

8 014460 




 jj e

j

j
eI  А. 

3.26. Найти )(tuC  в цепи рис. 3.26, если ,500sin10)( ttiJ   А, 

100R  Ом, а нелинейная емкость имеет кулон-вольтную характери-

стику .10 38quC   

 

Рис. 3.26 

Решение 
1 способ (Метод гармонической линеаризации)  

Состояние цепи определяется уравнением 

 )(tiii JCR    

или 

  ,sin tJ
dt

dq

R

u
m

C        (1) 

где 10mJ  А, 500  рад/с. Подставляя в (1) заданную кулон-вольтную 

характеристику, получаем: 

   ,sin
3

tJ
dt

dq

R

aq
m   (2) 

где 810a  В/Кл3
. Полагаем 

 ).sin()( qm tQtq   (3) 
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Подставляя (3) в (2), получаем уравнение 

   tJtQtQ
R

a
mqmqm  sin)cos()(sin33  

или  

  )(3sin25,0)sin(75,0 33
qmqm tQ

R

a
tQ

R

a
 

 .sin)cos( tJtQ mqm   

В полученном уравнении следует отбросить слагаемые, соответ-
ствующие высшим гармоникам, т. е. перейти к уравнению 

     .sincossin75,0 3 tJtQtQ
R

a
mqmqm    (4) 

Для удобства составления гармонического баланса обозначим 

.qt   Тогда уравнение (4) примет вид: 

  cossin75,0 3
mm QQ

R

a
 

   .cossinsincossin  qmqmqm JJJ  (5) 

Требование гармонического баланса дает систему уравнений 

 










,sin

,cos75,0 3

qmm

qmm

JQ

JQ
R

a

  

которая имеет решение  2108,1 mQ  Кл;  .64q  Следовательно, 

 ),64sin(108,1)( 2   ttq  Кл; 

  )(3sin1025,0)sin(75,01010 383838
qmqmC tQtQqu  

 ),64500sin(4,437)sin(75,0)108,1(10 328   tt q  В. 

2 способ (Метод эквивалентных синусоид)  

Полагаем, что )(tq выражается зависимостью вида (3), а )(tuC  – 

аналогичной зависимостью 

  .sin uCC tUu
m

  (6) 
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Подставив (3) и (6) в заданную кулон-вольтную характеристику, 

получим: 

    )(3sin25,0)sin(75,0sin 33
qmqmuC taQtaQtU

m
 

     ).sin(25,075,0
2323

umm taQaQ   

Отсюда следует, что 

  .79,025,075,0 3223
mmC aQaQU

m
  (7) 

Равенство (7) выражает кулон-вольтную характеристику нели-

нейной емкости для амплитуд. Используя (7), находим эквивалент-
ную емкость: 

     .
266,1

79,0 23э
mm

m

mC

m
m

aQaQ

Q

QU

Q
QC

m

  (8) 

Амплитуды эквивалентных синусоид в заданной цепи удовле-
творяют равенству 

 ,

э

э

C

j
R

C

j
R

JU mCm







  (9) 

откуда 

   .1
2

э mC RJCRU
m

   (10) 

Подставляя (8) в (10), получаем уравнение  

 ,011025,010625,0 24610  mm QQ  

имеющее корень 210786,1 mQ  Кл. Подставляя это значение в (8), 

находим эквивалентную емкость: 

 6

228э 107,39
)10786,1(10

266,1 
 


C  Ф, 

 4,50
107,39500

11
6

э






 C

XC  Ом. 
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Возвращаясь к равенству (9), получаем: 

 





 25,63

90

90
0 450

4,50100

4,50100
10 j

j

j
j

C e
e

e
eU

m










  В. 

Следовательно, 

 ),25,63sin(450  tuC  В. 

3.27. Катушка со стальным сердечником, подключенная к про-

мышленной сети с напряжением 220 В, имеет 800w  витков. Пло-

щадь сечения ее сердечника 10S  см2
, средняя длина 40l  см,  

а кривая намагничивания сердечника определяется уравнением 
3600200 BBH  . Найти мгновенное и действующее значения тока 

катушки. 

Решение 
Напряжение на зажимах катушки с пренебрежимыми активны-

ми потерями в любой момент времени определяется законом элек-

тромагнитной индукции 

 ,
dt

d
uL


   

откуда мгновенное значение потокосцепления  

 ).90sin(cossin)( 





  t
U

t
U

tdtudtut mm
mL  

Магнитная индукция в сердечнике 

 ,
wSS

B





   

следовательно, 

 ,sin24,1
5021010800

2220
sin)(

4
tt

Sw

U
tB m 





   Тл.    (1) 

Напряженность магнитного поля  

 .lwiH   (2) 

 



 63

Сопоставляя равенство (2) с заданным уравнением кривой на-
магничивания сердечника, находим: 

 .3,01,0
800

4,0600

800

4,0200600200 333 BBBBB
w

l
B

w

l
i 





    (3) 

Подставляя (1) в (3), получаем: 

  ttti 3sin24,125,03,0sin75,024,13,0sin24,11,0 33  

 ,3sin143,0sin553,03sin143,0sin429,0sin124,0 ttttt   А. 

Отсюда действующее значение тока  

 404,0
2

143,0

2

553,0
22














I  А. 

 ,3sin189,03sin36,1075,0 3 tti   А,   133,0
2

189,0
I  А. 

3.28. Катушка со стальным сердечником подключена к источнику 

ЭДС ,cos tEe m   40mE  В, 4102   рад/с. Найти ток в катушке  
с учетом постоянного подмагничивания, если вебер-амперная характе-
ристика катушки ,10410030 3624 Li  где ][ Li  = А,  

=
 Вб. 

Решение 
Для определения тока в катушке предварительно вычислим по-

токосцепление 

 ,sinsincos 00 tt
E

tdtEedt m
m

m 


    (1)  

где 

 3102sin 


 t
Em

m  Вб. 

Постоянная интегрирования ,0  учитывающая постоянное под- 

магничивание, определяется из требования отсутствия у тока катушки по-

стоянной составляющей. Подставив выражение для )(t  [формула (1)]  

в заданную вебер-амперную характеристику катушки, получим: 
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   )1025410104( 2
0

2
0

43
0

6
Li  

   tsin)104,840104,2( 2
0

2
0

4  

 .3sin1082cos)10224( 32
0 tt    (2) 

Требование отсутствия у тока постоянной составляющей дает 
уравнение  

 ,01025410104 2
0

2
0

43
0

6    

или 

 .0105105,13105,2 9
0

62
0

33
0    (3) 

В общем случае кубическое уравнение  

 0233  qpxx   (4) 

имеет один действительный корень  

 .3 323 32 pqqpqqx    

Уравнение вида 

 023  cbyayy   

введением новой переменной  

 3ayx    

приводится к виду (4), где 

 cabaq 
3

1

27

2
2 3 ;    2

3

1
3 abp  .  

В нашем случае замена  

 4
0 1033,8 х   

приводит уравнение (3) к виду (4), где  

 ;1081,3 6p     .1055,2 9q  

Таким образом, получаем уравнение  

 ,0101,51042,11 963   xx  
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имеющее корень 
4

104,4
x . Тогда 

 44
0 1093,31033,8   x  Вб. 

Подставив 0  в выражение (2), найдем ток:  

 ,3sin1082cos106,10sin1072 333 tttiL    А.  

3.29. В цепи рис. 3.29 нелинейная катушка имеет 800w  вит-
ков. Кривая намагничивания ее сердечника задается уравнением 

,250100 3BBH   длина сердечника 5,0l  м, площадь его сечения 

10S  см2
. Определить действующее значение входного напряжения 

промышленной частоты, при котором в цепи наступает резонанс пер-

вых гармоник, если 5C  мкФ.  

 

Рис. 3.29 

Решение 
Магнитная индукция в сердечнике 

 .25,1
1010800 4











 wSS

B  (1) 

Напряженность магнитного поля 

 .1600
5,0

800
LLL iii

l

w
H   (2) 

Подставляя (1) и (2) в заданную условием зависимость )(BH , 

получаем: 

   ,25,125025,11001600
3Li  (3) 

откуда 
 .3,0078,0 3Li  
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В заданной цепи резонансу (на первой гармонике) соответствует 
 .0

)1()1()1(  LC iii  (4) 

При напряжении  um tUu  sin  потокосцепление 
dtut  )(  нелинейной катушки в заданной цепи заведомо синусои-

дально: 

 .sin tm   (5) 

При этом начальную фазу потокосцепления можно принять ну-

левой. Подставляя (5) в (3), получаем: 

  ttti mmmL 3sin3,025,0sin78,03,0sin078,0 33  

 ;3sin075,0sin)225,0078,0( 33 tt mmm   (6) 

    


 t
dt

d
Ct

dt

d
C

dt

d
C

dt

du
Ci mmC cossin

2

2

2

2

 

    .sin493,0sin502105sin
262 tttC mmm    (7) 

Подставляя (6) и (7) в условие резонанса (4) [последнее слагае-
мое в правой части  равенства (6) при этом отбрасываем], получаем: 

 .0sin493,0sin)225,0078,0( 3  tt mmm  

Решая это уравнение, находим: 36,1m  Вб. Следовательно, 

 ,sin36,1 tm   Вб.  

Поскольку  

 ,cos t
dt

d
u m 


  

искомое действующее значение напряжения равно 

 302
2

36,1502

22






 mmU

U  В. 

Подставляя найденное значение m  в равенства (6) и (7), нахо-

дим мгновенные и действующие значения токов цепи при резонансе: 

  ttiL 3sin36,31,025,0sin)36,13,075,036,1078,0( 33  

 ,3sin189,0sin672,0 tt   
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 494,0
2

189,0

2

672,0
22














LI  А; 

 ,sin67,0sin36,1493,0 ttiC   А,   474,0
2

67,0
CI  А. 

3.30. Входное напряжение цепи рис. 3.30.1 равно 200 В. Вольт-
амперные характеристики лампы накаливания и катушки с сердечни-

ком, полученные для действующих значений, представлены соответ-
ственно на рис. 3.30.2, а и 3.30.2, б. Определить сопротивление рео-

стата, при котором лампа будет потреблять номинальную мощность, 

равную 50 Вт. 

 

Рис. 3.30.1 

0

40

80

120

В Uл

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Iл
А

160

а

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
   

 

1,
 

а) б) 

Рис. 3.30.2 



 68

Решение 
Анализируя ВАХ лампы, выбираем на ней точку, соответст-

вующую номинальному режиму лампы: значение 50лл  IUP  Вт 
реализуется при 

 5,80л U  В,   62,0л I  А. 

Напряжение на лампе является межузловым и совпадает с на-
пряжением на нелинейной катушке. По заданной ВАХ катушки опре-
деляем действующее значение ее тока, соответствующее значению 

5,80кл UU  В: 66,0к I  А. Тогда, считая фазу межузлового  

напряжения нулевой, на основании первого закона Кирхгофа будем 

иметь: 

 
 8,4690 9,066,062,0 jj eeI    А.  

Входное напряжение 

 ,2005,809,0 8,46
л

  jj
R eeRUUU


 

где ψ – начальная фаза входного напряжения. Решая это уравнение, 
находим: R = 160 Ом. 

3.31. На входе цепи рис. 3.31.1, а действует ЭДС 

),3010sin(28,28 3  te  1R  30 Ом, 2R  100 Ом, L = 30 мГн. Извест-
на ВАХ нелинейной емкости для действующих значений (рис. 3.31, б). 

Рассчитать токи в цепи, определить активную мощность источника,  
а также найти величину индуктивности ,рL  при которой в цепи возни-

кает резонанс. 

   0,1 0,2 0,3  

а) б) 

Рис. 3.31.1 
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Решение 
При наличии ВАХ для действующих значений расчет проводим 

в символическом виде для комплексов действующих значений. Для 
заданной цепи расчетные уравнения, составленные на основании за-
конов Кирхгофа, имеют вид: 

 ;321 III   (1) 

 ;22 IRU bd   (2) 

 .)( 11 ILjRUU bdad   (3) 

В ходе расчета по действующим значениям строят вольт-ампер- 

ные и фазо-амперные характеристики цепи. В рассматриваемом случае 
расчет выполняется в следующем порядке. 

Вначале определяется эквивалентная характеристика межузло-

вого участка цепи. Произвольно выберем значение 18,03 I  А. По за-
данной ВАХ нелинейной емкости определяем соответствующее на-
пряжение: 5)( 3 IUbd  В. Начальную фазу какого-либо тока или 

напряжения можно принять нулевой. Условимся считать нулевой на-
чальную фазу напряжения bdU : ,0

bdu  т. е. 
05 j

bd eU   В. Тогда 
90

3 18,0 jeI   А. Далее из уравнения (2) находим: 

 05,0
100

5

2
2 

R

U
I bd  А. 

Общий ток [уравнение (1)]: 

 
5,74

1 187,018,005,0 jejI   А. 

Входное напряжение [уравнение (3)]: 

 
 8,805,7433 97,6187,0)10301030(5 jj

аd eejU    В. 

Результаты расчета заносим в табл. 1. 

Далее повторяем ту же последовательность действий, рассчиты-

вая adU  для других произвольно выбранных значений тока нелиней-

ного элемента. В качестве иллюстрации в табл. 1 приведены результа-
ты четырех циклов расчета. 
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Таблица 1 

Предварительные результаты расчета. 

1

11

ij

eII


 aduj

adad eUU


  
,3I А ,bdU В ,2I  А 

,1I  А ,
1i

 °
1ibd bdu 

,adU  В ,
adu ° 

1iаd аdu 

j0,18 5 0,05 0,187 74,5 –74,5 6,97 80,8 6,4 

j0,25 10 0,1 0,27 68,2 –68,2 11,85 62,3 –2,3 

j0,29 15 0,15 0,326 62,6 –62,6 17,7 50,5 –12,0 

j0,34 20 0,2 0,39 59,5 –59,5 22,5 45,2 –14,3 

 

Вольт-амперные и фазо-амперные характеристики цепи пред-

ставлены на рис. 3.31.2, а, б. 

 

0,1 0,3 
   

 

0,1 0,3 

 

а) б) 

Рис. 3.31.2 

ФАХ )( 1Iad  пересекает ось токов )0( ad  при 

25,0р11  II  А. Согласно входной ВАХ )( 1IUad  это соответствует 
действующему значению входного напряжения 11р adU  В. Следова-
тельно, уменьшив входное напряжение заданной цепи до 11

 В, можно 

достичь резонансного режима. 
Чтобы рассчитать рабочий режим цепи, решаем графически 

уравнение 

 .EU ad    



 71

По входной ВАХ )( 1IUad  определяем: напряжению 20adU  В 

соответствует ток ,3501 I  А. Согласно ФАХ )( 1Iad  току ,3501 I  А 

соответствует сдвиг фаз ad  –13°. Следовательно, в рабочем режи-

ме ток 1I  имеет начальную фазу 

 ,43)13(30
1

  adei  

т. е. 

 
43

1 35,0 jeI   А. 

По ВАХ )( 1IU bd  определяем: в рабочем режиме (при ,3501 I  А) 

17bdU  В, при этом фазовый сдвиг bd  согласно ФАХ )( 1Ibd   

равен – 61°. Следовательно, напряжение bdU  имеет начальную фазу 

 ,184361
1

  ibdubd
 

т. е. 

 
1817 j

bd eU   В.  

Согласно заданной ВАХ емкости при 17bdU  В ток 3I  равен 

0,32 А. Начальная фаза этого тока 

 ,72901890
3

 
bdui  

следовательно,  

 
72

3 32,0 jeI   А. 

Активная мощность источника 

 82,6)13cos(35,020cos1  
adIEP  Вт. 

Теперь определим значение .pL  Наряду с упоминавшимся выше 
условием 0ad  резонансу в заданной цепи соответствует равенство 

реактивных составляющих напряжений abU  и :bdU  

     .рр bdab UU   (4) 
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Зависимость   )( 1р IfU ab   является линейной: 

   .1р LIU ab   (5) 

Зависимость   )( 1р IfU bd   может быть построена с учетом со-

отношения 

   bdbdbd UU  sinр  

на основании данных, занесенных в табл. 1. Согласно (4) резонансу 

соответствует пересечение (в предельном случае – касание) указан-

ных зависимостей )(If   и ).(If   Построив на одной координатной 

плоскости ),( 1 UI  зависимость   )( 1р IfU bd   и набор прямолиней-

ных зависимостей   ),(р IfU ab   отвечающих различным значениям 

L [см. формулу (5)], находим, что резонанс имеет место при 20L  

мГн (см. рис. 3.31.3). 

 

0,1 0,3 0,5 

1

 

Рис. 3.31.3 

3.32. При холостом ходе феррорезонансного стабилизатора  
(рис. 3.32.1) напряжение на его выходных зажимах равно 105 В. Оп-

ределить, как изменится выходное напряжение стабилизатора после 
подключения к нему нагрузки с сопротивлением 100R  Ом, если 

80CX  Ом, а нелинейная катушка имеет ВАХ, представленную  

на рис. 3.32.2.  
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В U

I
А  

Рис. 3.32.1 Рис. 3.32.2 

Решение 
Если пренебречь высшими гармониками и активными потерями 

в катушке, то состояние заданной цепи в любой момент времени 

можно определить следующим уравнением, записанным в символь-

ном виде:  
 .12 UUU C   (1) 

По заданной ВАХ катушки определяем, что напряжению 

1052 U  В в цепи холостого хода соответствует ток 4,2I  А. Вход-

ное напряжение цепи неизвестно, поэтому вначале по уравнению (1) 

построим ВАХ цепи в режиме холостого хода (ключ разомкнут). По-

лученная характеристика представлена на рис. рис. 3.32.3 (кривая 1). 

С ее помощью находим, что на входе цепи действует напряжение 
801 U  В.  

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 А 

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

I 

В U 

1 

2

 

Рис. 3.32.3 
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Если ключ замкнут, то уравнение (1) необходимо дополнить 

уравнением 

 ,RL III   (2) 

где 

 .2

R

U
I R   (3) 

ВАХ нагруженного стабилизатора, построенная на основании 

уравнений (1)–(3), представлена на рис. 3.32.3 (кривая 2). По этой 

ВАХ для входного напряжения 801 U  В находим ток 25,2I  А, по-

сле чего напряжение 2U  можно рассчитать по формуле 

 .12 IjXUU C  

3.33. Цепь на рис. 3.33 подключается к источнику синусоидаль-

ного напряжения с частотой 400f  Гц. Действующее значение на-
пряжения 1200U  В, вебер-амперная характеристика катушки ап-

проксимирована зависимостью ,5 ki  где 5,1k А/Вб5
. Определить 

потокосцепление катушки методом условной линеаризации, если 

500R  Ом. 

  

Рис. 3.33 

Решение 
Состояние цепи определяется уравнением 

 .sin5 tURk
dt

d
m 


 (1) 

В нашем случае 169721200 mU  В, 25132  f  рад/с. 
Для определении границ рабочего участка характеристики будем счи-

тать .uuL   Тогда рабочий участок задается пределами изменения по-

токосцепления и тока 
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 ,mm      ,maxmax iii   

где 

 676,0
44,4


f

U
m  Вб,    21,05

max  mki  А. 

Соответствующая эквивалентная индуктивность 

 39,3
max

э 



i

L m  Гн. 

Следуя методу условной линеаризации, вместо уравнения (1) 

решаем уравнение 

 .sin
эк

tU
L

R

dt

d
m 


 (2) 

Это уравнение имеет решение  

 ,усву
ptDe  

где 

 675,0
)( 2

э
2

э
эу 




LR

UL
IL m

mm
 Вб; 

 



эL

R
p  –157 c

–1
; 

 );sin(уу  t
m

 

 .5286arctg э 





  

R

L
 

Учитывая, что  

 ,0)sin()0( у  Dum
 

находим: 

 .673,0)sin(у  um
D  

Следовательно, 

tet 157673,0)sin(675,0   Вб.
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Приложение 

Кривые намагничивания электротехнических сталей 

Н, А/см Марка стали; 

магнитная 

индукция 0 0,2 0,4 1 1,4 1,8 2,4 4 6 8 10 12 14 

1211; 

В, Тл 0 0,03 0,11 0,53 0,73 0,90 1,10 1,23 1,32 1,38 1,42 1,45 1,48

1512; 

В, Тл 0 0,11 0,35 0,73 0,87 0,96 1,06 1,16 1,25 1,32 1,37 1,40 1,44
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