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Введение  
Вопросы, посвященные факторизации 

групп, в теории конечных групп занимают важ-
ное место. Под факторизацией конечной группы 
понимается представление её в виде произведе-
ния некоторых её подгрупп, взятых в определен-
ном порядке или попарно перестановочных.  

Начало исследований по факторизации ко-
нечных групп восходит к классическим работам 
Ф. Холла [1], [2], посвященных изучению строе-
ния разрешимых групп.  

Следующий важный шаг в данном направ-
лении был сделан С.А. Чунихиным, которым был 
исследован ряд важных арифметических свойств 
конечных групп [3].  

Кегель и Виланд [4], [5] установили, что ко-
нечная группа, факторизуемая двумя нильпо-
тентными подгруппами, разрешима.  

В 1996 году В.Н. Тютянов в работе [6] дока-
зал, что любая конечная группа вида ,G AB=  
где A  и B  – π -замкнутые подгруппы и индек-
сы ,G A:  G B:  не делятся ни на одно простое 
число p  из некоторого множества простых чи-
сел ,π  является π -замкнутой группой.  

Естественно возникает задача об нахожде-
нии новых классов конечных групп ,F  замкну-
тых относительно произведения F -подгрупп, 
индексы которых не делятся ни на одно простое 
число из некоторого множества простых чисел 

.π  Именно развитию данного направления и 
посвящена данная работа.  
 

1 Предварительные сведения  
Все рассматриваемые в работе группы ко-

нечны. На протяжении всей работы будем поль-
зоваться стандартными обозначениями, взятыми 

из [7], [8]. Напомним наиболее часто встречаю-
щиеся известные результаты и обозначения.  

Обозначим через π  – некоторое множество 
простых чисел, т. е. ,π ⊆ P  \π π′ = P  – дополне-
ние к π  во множестве всех простых чисел; в ча-
стности, { },p \ p′ = P  где P  – множество всех 
простых чисел.  

πG  – класс всех π -групп.  
Напомним, что произведением классов 

группп F  и X  называется класс ,FX  который 
состоит из всех групп G  таких, что в G  найдет-
ся нормальная F -подгруппа N  с условием 

.G N/ ∈X   
Если F  – класс групп и G  – группа, то ко-

радикал GF  – пересечение всех нормальных 
подгрупп N  из G  таких, что .G N/ ∈F  

Формация – класс групп, замкнутый отно-
сительно фактор-групп и подпрямых произведе-
ний. Формация называется насыщенной, если 

( ) ,G G/Φ ∈F  то .G∈F  
В теории конечных групп одно из цен-

тральных понятий является понятие субнор-
мальной подгруппы.  

В теории классов конечных групп естест-
венным обобщением понятия субнормальности 
является понятие F -субнормальности, которое 
для произвольных конечных групп впервые вве-
дено Л.А. Шеметковым.  

Пусть F  – непустая формация. Подгруппу 
H  группы G  называют F -субнормальной, если 
либо ,H G=  либо существует максимальная 
цепь  
                   0 1 nG H H … H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что 1( )i iH H− ⊆F  для всех 1 2 .i … n= , , ,   
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Несколько другое понятие F -субнормаль-
ности введено Кегелем. Фактически оно объеди-
няет понятие субнормальности и F -субнормаль-
ности в смысле Шеметкова.  

Подгруппу H  называют F -субнормальной 
в смысле Кегеля или F -достижимой, если су-
ществует цепь подгрупп  

0 1 mG H H … H H= ⊇ ⊇ ⊇ =  
такая, что для любого 1 2i … m= , , ,  либо подгруп-
па iH  нормальна в 1,iH −  либо 1( ) .i iH H− ⊆F  

В следующей лемме приводятся известные 
свойства обобщенных субнормальных подгрупп.  

Лемма 1.1.  Пусть F  – непустая наследст-
венная формация. Тогда справедливы следующие 
утверждения:  

1) если H – подгруппа группы G  и ,G H⊆F  
то H – F -субнормальная ( F -достижимая) 
подгруппа группы ;G   

2) если H  – F -субнормальная ( F -дости-
жимая)  подгруппа  группы   G,  то  H K∩  –  
F -субнормальная ( F -достижимая) подгруппа 
K  для любой подгруппы K  группы ;G   

3) если H  – F -субнормальная ( F -дости-
жимая) подгруппа K  и K  – F -субнормальная 
( F -достижимая) подгруппа группы ,G  то H  – 
F -субнормальная ( F -достижимая) подгруппа 
группы ;G  

4) если 1H  и 2H – F -субнормальные ( F -до-
стижимые) подгруппы группы ,G  то 1 2H H∩  – 
F -субнормальная ( F -достижимая) подгруппа 
группы ;G  

5) если все композиционные факторы груп-
пы G  принадлежат формации ,F  то каждая 
субнормальная подгруппа группы G  F -субнор-
мальна в ;G   

6) если H  – F -субнормальная ( F -дости-
жимая) подгруппа группы ,G  то xH  F -
субнормальна ( F -достижима) в G  для любых 

.x G∈   
Напомним,  что  группа   G     называется 

π -замкнутой, если она содержит нормальную 
π -холлову подгруппу. Класс всех таких групп 
имеет вид .π π ′G G  
 

2 Основные результаты  
Теорема 2.1. Пусть 1π  и 2π  – некоторые 

множества простых чисел и 
1 2

.π π=F G G  Тогда 

любая 2π -разрешимая группа ,G AB=  где A  и 
B  F -подгруппы, индексы которых ,G A:  

G B:  не делятся ни на одно простое число из 

2 ,π  принадлежит .F  

Доказательство. Доказательство теоремы 
проведем индукцией по порядку группы .G  Так 
как по условию теоремы G  – 2π -разрешимая 
группа, то любая её минимальная нормальная 
подгруппа N  – либо 2π ′ -группа, либо абелева 
p -группа, где 2.p π∈  Рассмотрим следующие 
два случая.  

1. Пусть N  – 2π ′ -группа. Покажем, что для 
фактор-группы G N/  условие теоремы выполня-
ется. Действительно,  
                         .G N AN N BN N/ = / ⋅ /  
По теореме об изоморфизмах  

AN N A A N/ / ∩  и .BN N B B N/ / ∩   
Так как A  и B  – F -подгруппы и F -фор-

мация, то ,A A N/ ∩ ∈F  .B B N/ ∩ ∈F  Отсюда 
следует, что AN N/ ∈F  и .BN N/ ∈F  Известно, 
что  

G AN G N AN N: = / : /  и .G BN G N BN N: = / : /  

Это значит, что индексы G N AN N/ : /  и 

G N BN N/ : /  не делятся ни на одно простое чис-
ло из 2.π  Итак, условия теоремы справедливы 
для фактор-группы .G N/  По индукции, .G N/ ∈F  
Покажем, что 

1
.N π∈G  Действительно, так как 

A  и B  принадлежат F  и ,G AB=  то 
( ) ( ).Gπ π⊆ F  Отсюда следует, что 

1
.N π∈G  Так 

как 
1 2

,G N π π/ ∈G G  то 
1 2

.G π π∈ =F G G  
2. Пусть N  – абелева p -группа. Покажем, 

что N  – единственная нормальная подгруппа 
группы .G  Действительно, предположим про-
тивное. Пусть 1N  и N  – две различные мини-
мальные подгруппы группы G . Рассмотрим 
фактор-группы 1G N/  и .G N/  Как и выше не-
трудно показать, что условие теоремы для фак-
тор-групп 1,G N/  G N/  выполняется. По индук-
ции, 1G N/ ∈F  и .G N/ ∈F  Так как F  – формация, 
то 1 .G G N N= / ∩ ∈F  Итак, N  – единственная 
минимальная нормальная подгруппа группы .G  

Покажем, что ( ) 1.GΦ =  Предположим про-
тивное. Тогда рассмотрим фактор-группу 

( ).G G/Φ  Как и выше, нетрудно показать, что 
условия теоремы выполняются для ( ).G G/Φ  
Следовательно, по индукции, ( ) .G G/Φ ∈F  Так 
как F  – насыщенная формация, то .G∈F  Итак, 

( ) 1.GΦ =  Тогда нетрудно показать, что 
( ) .GC N N=  
Так как 2p π∈  и индексы G A:  и G B:  не 

делятся ни на одно простое число из 2 ,π  то 
.N A B⊆ ∩  Если 1,p π∈  то из того факта, что 

1 2
G N π π/ ∈G G  следует, что 

1 2
.G π π∈G G  Итак, 
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2 1\ .p π π∈  Покажем, что 
1
( ) 1.O Aπ =  Предполо-

жим противное, тогда  
1
( ) ( ) .AO A C N Nπ ⊆ =  

Получили противоречие. Итак, 
1
( ) 1.O Aπ =  

Теперь из того факта, что 
1 2

,A π π∈G G  следует, 

что 
2
.A π∈G  Аналогично можно доказать, что 

2
.B π∈G  Так как ,G AB=  то 

2
.G π∈G  А это зна-

чит, что .G∈F  Теорема доказана.  
Теорема 2.2. Пусть 1π  и 2π  – некоторые 

множества простых чисел и 
1 2

,π π=F G G  тогда 

любая группа ,G AB=  где A  и B  F -подгруппы 
и индексы ,G A:  G B:  не делятся ни на одно 
простое число из 2π  и A  или B  – F -
субнормальная подгруппа ,G  принадлежит .F   

Доказательство. Доказательство теоремы 
проведем индукцией по порядку группы .G  
Пусть K  – произвольная нормальная подгруппа 
группы .G  Покажем, что условия теоремы для 
фактор-группы G K/  выполняются. Действи-
тельно,  

.G K AK K BK K/ = / ⋅ /  
По теореме об изоморфизмах  

AK K A A K/ / ∩  и .BK K B B K/ / ∩  
Так как A  и B  – F -подгруппы и F -фор-

мация, то ,A A K/ ∩ ∈F  .B B K/ ∩ ∈F  Отсюда 
следует, что AK K/ ∈F  и .BK K/ ∈F  Известно, 
что  

G AK G K AK K: = / : /  и .G BK G K BK K: = / : /  

Это значит, что индексы G K AK K/ : /  и 

G K BK K/ : /  не делятся ни на одно простое чис-
ло из 2.π  Итак, условия теоремы справедливы 
для фактор-группы .G K/  По индукции, .G K/ ∈F  

Покажем, что группа G  имеет единствен-
ную минимальную нормальную подгруппу .N  
Предположим противное, пусть 1N  и N  – две 
различные минимальные нормальные подгруппы 
группы .G  Очевидно, что 1 .N N E∩ =  Как пока-
зано выше, по индукции, 1G N/ ∈F  и .G N/ ∈F  
Так как F  – формация, то 1 .G N N G/ ∩ = ∈F  По-
лучили противоречие.  

Покажем, что ( ) 1GΦ = . Предположим про-
тивное, ( ) 1.GΦ ≠  Рассмотрим фактор-группу 

( ).G G/Φ  Как и выше, можно показать, что усло-
вия теоремы для фактор-группы ( )G G/Φ  выпол-
няются. Следовательно, по индукции, 

( ) .G G/Φ ∈F  Так как F  – насыщенная формация, 
то .G∈F  Получили противоречие. Итак, 

( ) 1.GΦ =  

Рассмотрим следующие два случая.  
1. Пусть N  – абелева группа, тогда N  –  

p -группа. Если 1,p π∈  то из этого факта, что 

1 2
G N π π/ ∈G G  следует, что 

1 2
G π π∈G G  и теорема 

доказана.  
Пусть 2 1\ .p π π∈  Так как индексы G A:  и 

G B:  не делятся ни на одно простое число ,p  
то, очевидно, что .N A B⊆ ∩  

Так как N  – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы G  и ( ) 1,GΦ =  то 
известно, что ( ) .GC N N=  

Согласно условию 
1 2

.A π π∈G G  Покажем, 

что 
1
( ) 1.O Aπ =  Предположим противное, тогда 

1
( )O Aπ  и N  поэлементно перестановочны, т. е. 

1
( ) ( ) ,GO A C N Nπ ⊆ =  что невозможно. Итак, 

1
( ) 1.O Aπ =  Теперь из того факта, что 

1 2
A π π∈G G  

следует, что 
2
.A π∈G  Аналогичным образом по-

лучаем, что 
2
.B π∈G  Так как ,G AB=  то 

2
.G π∈G  А это значит, что G∈F  и теорема до-

казана.  
2. Пусть N  неабелева группа. В этом слу-

чае 1 2 tN N N … N= × × ×  есть прямое произведе-
ние неабелевых простых групп и ( ) 1.GC N =  

Рассмотрим подгруппу .H AN=  
Как и выше, нетрудно показать, что 

.G N/ ∈F  Отсюда следует, что .G N⊆F  Так как 
G∉F  и N  – минимальная нормальная подгруп-
па группы ,G  то .N G= F  

Покажем, что .H AN G= ≠  Допустим про-
тивное, т. е. .G AN=  Так как A  – собственная 
подгруппа группы G  и A  – F -субнормальная 
подгруппа группы ,G  то она содержится в неко-
торой максимальной F -нормальной подгруппе 
M  группы .G  Поскольку ,N G M= ⊆F  то 

,AN M G⊆ =  что невозможно. Итак, .AN G≠  
Рассмотрим подгруппу .HA AN G⊆ ≠  По 

тождеству Дедекинда  
( ).H H H HA A G A AB A A B= ∩ = ∩ = ∩  

Покажем, что для подгруппы HA  условие 
теоремы выполнено. Действительно, так как F  – 
наследственная формация, то из того, что B∈F  
следует, что .HA B∩ ∈F  Согласно лемме 1.1 
A  – F -субнормальная подгруппа из .HA  Оче-
видно, что индексы HA A:  и H HA A B: ∩  не 

делятся ни на одно простое число из 2.π  Так как 
HA  – собственные подгруппы группы ,G  то, по 

индукции, .HA ∈F  Если 1,HA N∩ =  то отсюда 
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следует, что ( ) 1.H
GA C N⊆ =  Получили проти-

воречие, а тогда 1.HA N∩ ≠  Так как HA  – нор-
мальная подгруппа из ,AN  то HA N∩  – нор-
мальная подгруппа из ,N  но тогда  

1 2 k

H
i i iA N N N … N∩ = × × × ,  

где 
jiN  – изоморфные неабелевы простые груп-

пы, 1 2 .j … k= , , ,  По доказанному выше .HA ∈F  
Так как F  – наследственная формация, то 

.HA N∩ ∈F  Отсюда следует, что ,iN ∈F  
1 2 .i … t= , , ,  Так как  

1 2 ,tN N N … N= × × ×  
то из того факта, что F  – формация, следует, что 

1 2
.N π π∈ =F G G  Если N  – 1π -группа, то из 

1 2
G N π π/ ∈G G  следует, что 

1 2
G π π∈G G  и теорема 

доказана.  
Итак, порядок N  делится по крайней мере 

на одно простое число 2 1\ .p π π∈  
Рассмотрим подгруппу 

1
( ).O Nπ  Очевидно, 

что 
1
( )O Nπ  – собственная подгруппа из .N  Если 

1
( ) 1,O Nπ ≠  то, ввиду того, что 

1
( )O Nπ  – нор-

мальная подгруппа группы ,G  получаем проти-
воречие с тем фактом, что N  – минимальная 
нормальная подгруппа группы .G  Итак, 

1
( ) 1.O Nπ =  Теперь из того, что 

1 2
,N π π∈G G  сле-

дует, что 
2
.N π∈G  

Так как индексы G A:  и G B:  не делятся 
ни на одно простое число из 2 ,π  то .N A B⊆ ∩  

Рассмотрим подгруппу 
1
( ).O Aπ  Если 

1
( ) 1,O A Nπ ∩ =  то отсюда следует, что  

1
( ) ( ) ( ) 1.A GO A C N C Nπ ⊆ ⊆ =  

Поскольку 
1 2

,A π π∈G G  то 
2
.A π∈G  Тогда из 

того, что G AB=  и индексы ,G A:  G B:  не 
делятся ни на одно простое число из 2π  следует, 
что .G B=  Это значит, что G∈F  и теорема до-
казана.  

Пусть теперь 
1
( ) 1.O A Nπ ∩ ≠  Так как 

1
( )O A Nπ ∩  – нормальная подгруппа из ,N  то  

1 1 2
( ) ,

tj j jO A N N N … Nπ ∩ = × × ×  

где 
ij

N  – изоморфные неабелевы простые груп-

пы, 1 2 .i … t= , , ,  Отсюда следует, что 
1
,iN π∈G  

1 2 .i … t= , , ,  
Так как 1 2 ,tN N N … N= × × ×  то 

1
.N π∈G  

Поскольку 
1 2

,G N π π/ ∈G G  то 
1 2

G π π∈G G  и теоре-
ма доказана.  

Теорема 2.3. Пусть 
1 2 1

,π π π=F G G G  где 1π  и 

2π  – некоторые множества простых чисел таких, 
что 1 2 .π π∩ =∅  Если G AB=  – 2π -разрешимая 
группа, где A  и B  – F -подгруппы, индексы 
которых ,G A:  G B:  есть 1π -числа, .G∈F  

Доказательство. Доказательство теоремы 
проведем индукцией по порядку группы .G  По-
кажем, что условия теоремы для фактор-группы 
G N/  выполняются. Действительно,  

.G N AN N BN N/ = / ⋅ /  
По теореме об изоморфизмах  

AN N A A N/ / ∩  и .BN N B B K/ / ∩  
Так как A  и B  – F -подгруппы и F -фор-

мация, то ,A A N/ ∩ ∈F  .B B N/ ∩ ∈F  Отсюда 
следует, что AN N/ ∈F  и .BN N/ ∈F  Известно, 
что  

G AN G N AN N: = / : /  и .G BN G N BN N: = / : /  

Это значит, что индексы G N AN N/ : /  и 

G N BN N/ : /  не делятся ни на одно простое чис-
ло из 2.π  Итак, условия теоремы справедливы 
для фактор-группы .G N/  По индукции, .G N/ ∈F  

Так как по условию теоремы G  – 2π -разре-
шимая группа, то её любая минимальная нор-
мальная подгруппа N  – либо 2π ′ -группа, либо 
абелева p -группа, где 2.p π∈  

Пусть N  – 2π ′ -группа. Рассмотрим  
.G N AN N BN N/ = / ⋅ /  

Очевидно, что AN N/  и BN N/  F -подгруп-
пы и ,G N AN N/ : /  G N BN N/ : /   – 1π -числа. По 
индукции, 

1 2 1
.G N π π π/ ∈G G G  

Так как ,G AB=  где A  и B  – F -подгруп-
пы,  то  ( ) ( ).Gπ π⊆ F   Это  значит,  что  N   – 

1π -группа. Теперь, из того факта, что 

1 2 1
G N π π π/ ∈G G G  следует, что 

1 2 1
.G π π π∈G G G  

Пусть N  – абелева p -группа, где 2.p π∈  
Покажем, что N  – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы .G  Действитель-
но, предположим противное, пусть N  и 1N  – 
две различные минимальные подгруппы группы 

.G  Ясно, что 1 1.N N∩ =  Как и выше, не трудно 
показать, что условия теоремы переносятся на 
фактор-группы G N/  и 1.G N/  Следовательно, по 
индукции, G N/ ∈F  и 1 .G N/ ∈F  Так как F  – 
формация, то 1 .G G N N/ ∩ ∈F  Покажем, что 

( ) 1.GΦ =  Действительно, в противном случае, 
как и выше, можно доказать, что ( ) .G G/Φ ∈F  
Так как F  – насыщенная формация, то .G∈F  
Поскольку  N  – единственная  минимальная 
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нормальная подгруппа группы G  и ( ) 1,GΦ =  то 
отсюда следует, что ( ) .GC N N=  

Так как N  – p -группа 2( )p π∈  и индексы 
G A:  и G B:  – 1π -числа, то .N A B⊆ ∩  Рас-
смотрим подгруппу 

1 2 1
.A π π π∈G G G  Если 

1
( ) 1,O Aπ ≠  то 

1
( ) ( ) ,AO A C N Nπ ⊆ =  что невоз-

можно. Итак, 
1
( ) 1.O Aπ =  Отсюда следует, что 

2 1
.A π π∈G G  Аналогичным образом можно дока-

зать, что 
2 1

.B π π∈G G  Так как 2 1 ,π π∩ =∅  то A  и 

B  – 2π -замкнутые группы. Теперь из того фак-
та, что G AB=   и  индексы  ,G A:   G B:   –  

1π -числа нетрудно показать, что G  – 2π -зам-
кнутая группа. А это значит, что 

2 1
.G π π∈G G  От-

сюда следует, что 
1 2 1

.G π π π∈ =G G GF  Теорема 
доказана.  

Следствие 2.3.1. Пусть G  – p -разреши-
мая группа, ,G AB=  где ( ) 1,pl A ≤  ( ) 1,pl B ≤  ин-

дексы ,G A:  G B:  не делятся на ,p  тогда 
( ) 1.pl G ≤   
Доказательство. Известно, что класс всех 

p -разрешимых групп с p -длинной 1≤  можно 
записать в следующем виде .p p p′ ′G G G  Теперь 
требуемый результат следует из теоремы 2.3.  

Теорема 2.4. Пусть 
1 2 1

,π π π=G G GF  где 1π  и 

2π  – некоторые множества простых чисел таких, 
что 1 2 .π π∩ =∅  Тогда любая группа ,G AB=  
где A  и B  – F -подгруппы, индексы которых 

,G A:  G B:  есть 1π -числа и A  или B  F -суб-
нормальна в ,G  принадлежит .F  

Доказательство. Доказательство теоремы 
проведем индукцией по порядку группы .G  
Пусть K  – произвольная нормальная подгруппа 
группы .G  Покажем, что условия теоремы для 
фактор-группы G K/  выполняются. Действи-
тельно,  

.G K AK K BK K/ = / ⋅ /  
По теореме об изоморфизмах  

AK K A A K/ / ∩  и .BK K B B K/ / ∩   
Так как A  и B  – F -подгруппы и F -формация, 
то ,A A K/ ∩ ∈F  .B B K/ ∩ ∈F  Отсюда следует, 
что AK K/ ∈F  и .BK K/ ∈F  Известно, что  

G AK G K AK K: = / : /  

и .G BK G K BK K: = / : /   

Это значит, что индексы G K AK K/ : /  и 

G K BK K/ : /  есть 1π -числа. Итак, условия тео-
ремы справедливы для фактор-группы .G K/  По 
индукции, .G K/ ∈F   

Покажем, что группа G  имеет единствен-
ную минимальную нормальную подгруппу .N  
Предположим противное, пусть 1N  и N  – две 
различные минимальные нормальные подгруппы 
группы .G  Очевидно, что 1 1.N N∩ =  Как пока-
зано выше, по индукции, 1G N/ ∈F  и .G N/ ∈F  
Так как F  – формация, то 1G N N G/ ∩ = ∈F  и 
теорема доказана.  

Покажем, что ( ) 1.GΦ =  Предположим про-
тивное, ( ) 1.GΦ ≠  Рассмотрим фактор-группу 

( ).G G/Φ  Как и выше, можно показать, что усло-
вия теоремы для фактор-группы ( )G G/Φ  выпол-
няются. Следовательно, по индукции, 

( ) .G G/Φ ∈F  Так как F  – насыщенная формация, 
то G∈F  и теорема доказана. Итак, ( ) 1.GΦ =  

Рассмотрим следующие два случая.  
1. Пусть N  – абелева p -группа, тогда N  – 

p -группа. Если 1,p π∈  то из этого факта, что 

1 2 1
G N π π π/ ∈G G G  следует, что 

1 2 1
,G π π π∈G G G  а 

тогда 
1 2 1

G π π π∈G G G  и теорема доказана.  

Пусть 2 1\ .p π π∈  Так как индексы G A:  и 

G B:  не делятся ни на одно простое число ,p  
то, очевидно, что .N A B⊆ ∩   

Так как N  – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы G  и ( ) 1,GΦ =  то 
известно, что ( ) .GC N N=  

Согласно условию 
1 2 1

.A π π π∈G G G  Покажем, 

что 
1
( ) 1.O Aπ =  Предположим противное, тогда 

1
( )O Aπ  и N  поэлементно перестановочны, т. е. 

1
( ) ( ) ,GO A C N Nπ ⊆ =  что невозможно. Итак, 

1
( ) 1.O Aπ =  Теперь из того факта, что 

1 2 1
A π π π∈G G G  следует, что 

2 1
.A π π∈G G  Анало-

гичным образом получаем, что 
2 1

.B π π∈G G  Так 

как 1 2 ,π π∩ =∅  то A  и B  – 2π -замкнутые под-
группы группы .G  Поскольку индексы G A:  и 

G A:  – 1π -числа, то G  – 2π -замкнутая группа, 
а значит .G∈F  

2. Пусть  N   неабелева  группа.  В этом  
случае  

1 2 tN N N … N= × × ×   
есть прямое произведение неабелевых простых 
групп и ( ) 1.GC N =  

Рассмотрим подгруппу .H AN=  
Как и выше, нетрудно показать, что 

.G N/ ∈F  Отсюда следует, что .G N⊆F  Так как 
G∉F  и N  – минимальная нормальная подгруп-
па группы ,G  то .N G= F  
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Покажем, что .H AN G= ≠  Допустим про-
тивное, т. е. .G AN=  Так как A  – собственная 
подгруппа группы G  и A  – F -субнормальная 
подгруппа группы ,G  то она содержится в неко-
торой максимальной F -нормальной подгруппе 
M  группы .G  Поскольку ,N G M= ⊆F  то 

,AN M G⊆ =  что невозможно. Итак, .AN G≠  
Рассмотрим подгруппу .HA AN G⊆ ≠  По 

тождеству Дедекинда  
( ).H H H HA A G A AB A A B= ∩ = ∩ = ∩  

Покажем, что для подгруппы HA  условие 
теоремы выполнено. Действительно, так как F  – 
наследственная формация, то из того, что B∈F  
следует, что .HA B∩ ∈F  Согласно лемме 1.1 
A  – F -субнормальная подгруппа из .HA  Оче-
видно, что индексы HA A:  и H HA A B: ∩  не 

делятся ни на одно простое число из 2.π  Так как 
HA  – собственные подгруппы группы ,G  то, по 

индукции, .HA ∈F  Если 1,HA N∩ =  то отсюда 
следует, что ( ) 1,H

GA C N⊆ =  тогда 1.HA A⊆ =  
Получили противоречие, а тогда 1.HA N∩ ≠  Так 
как HA  – нормальная подгруппа из ,AN  то 

HA N∩  – нормальная подгруппа из ,N  но тогда  

1 2
,

k

H
i i iA N N N … N∩ = × × ×  

где 
jiN  – изоморфные неабелевы простые груп-

пы, 1 2 .j … k= , , ,  По доказанному выше .HA ∈F  
Так как F  – наследственная формация, то 

.HA N∩ ∈F  Отсюда следует, что ,iN ∈F  
1 2 .i … t= , , ,  

1 2 tN N N … N= × × × ,  
то из того факта, что F  – формация следует, что 

1 2 1
.N π π π∈ =G G GF  Если N  – 1π -группа, то из 

1 2 1
G N π π π/ ∈G G G  следует, что 

1 2 1
G π π π∈G G G  и 

теорема доказана.  
Итак, порядок N  делится по крайней мере 

на одно простое число 2 1\ .p π π∈  
Рассмотрим подгруппу 

1
( ).O Nπ  Очевидно, 

что 
1
( )O Nπ  – собственная подгруппа из .N  Если 

1
( ) 1,O Nπ ≠  то, ввиду того, что 

1
( )O Nπ  – нор-

мальная подгруппа группы ,G  получаем проти-
воречие с тем фактом, что N – минимальная нор-
мальная подгруппа группы .G  Итак, 

1
( ) 1.O Nπ =  

Теперь из того, что 
1 2 1

,N π π π∈G G G  следует, что 

2 1
.N π π∈G G  Если порядок N  делится на неко-

торое простое число из 1,π  то 
2

Nπ  – собственная 

подгруппа из .N  Так как N  – 2π -замкнутая 

подгруппа, то 
2

Nπ  неединичная нормальная под-
группа группы G, что невозможно. Итак,  N – 

2π -группа.  
Так как индексы G A:  и G B:  не делятся 

ни на одно простое число из 2 ,π  то .N A B⊆ ∩   
Рассмотрим подгруппу 

1
( ).O Aπ  Допустим, 

что 
1
( ) 1.O A Nπ ∩ ≠  Поскольку 

1
( )O A Nπ ∩  – нор-

мальная подгруппа из N, то  
1 1 2
( ) ,

tj j jO A N N N … Nπ ∩ = × × ×  

где 
ij

N  – изоморфные неабелевы простые груп-

пы, 1 2 .i … t= , , ,  Отсюда следует, что 
1
,

ij
N Gπ∈  

1 2 .i … t= , , ,  Так как 1 2 ,tN N N … N= × × ×  то 

1
.N π∈G  Поскольку 

1 2 1
,G N π π π/ ∈G G G  то 

1 2 1
G π π π∈G G G  и теорема доказана.  

Пусть теперь 
1
( ) 1,O A Nπ ∩ =  то отсюда сле-

дует, что 
1
( ) ( ) ( ) 1.A GO A C N C Nπ ⊆ ⊆ =  

Поскольку 
1 2 1

,A π π π∈G G G  то 
2 1

.A π π∈G G  

Так как 2 1 ,π π∩ =∅  то A  – 2π -замкнутая груп-
па. Аналогичным  образом можно доказать, что 
B  –  2π -замкнутая группа. Поскольку индексы 
G A:  и G B:  есть 1π -числа и G=AB, то G  – 

2π -замкнутая группа. Отсюда следует, что 

2 1 1 2 1
G π π π π π∈ ⊂ =G G G G G F  и теорема доказана.  
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