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Введение 
Современное машиностроение характеризуется повышением требований к гео-

метрическим параметрам качества изготовления поверхностей деталей – точности 
получаемых размеров, отклонением формы, взаимному расположению поверхно-
стей, их волнистости и шероховатости. Именно эти параметры определяют контакт-
ные деформации и жесткость стыков, характеризуют трение и износ поверхностей, 
герметичность соединений, прочность сцепления с покрытием и т. п. [1], [2]. При 
этом необходимо обеспечить не только заданные требования качества поверхности, 
но и их стабильность, которая определяется характеристиками параметров геомет-
рии поверхности детали, задаваемыми законом их распределения.  

Геометрия поверхности детали определяется ее топографией. Математическое 
описание формирования топографии поверхности при механической обработке за-
трудняется большим количеством влияющих на нее параметров.  

В то же время математическое моделирование операций механической обработ-
ки по сравнению с экспериментальными исследованиями позволяет получать боль-
шее количество информации и сократить время на исследования. Эти преимущества 
приводят к широкому внедрению моделирования в технологические расчеты. Одна-
ко разнородность существующих моделей технологических систем и процессов,  
а также отсутствие единого подхода к их разработке значительно затрудняет внедре-
ние этих моделей. 

Так, С. Л. Леонов и В. Н. Некрасов используют метод математического модели-
рования при формировании топографии поверхности  торцовым фрезерованием, при 
этом они представляют этот процесс в виде «черного ящика» [1], [3], [4]. 

Кроме того, топография обработанных поверхностей зависит от расположения 
формообразующей кромки фрезы в корпусе инструмента и траектории ее движения, 
на которую, в свою очередь, влияют параметры режима резания и геометрические 
параметры режущих кромок фрезы [2], [5], [6]. 

Одним из высокопроизводительных методов обработки цилиндрических и вин-
товых поверхностей деталей машин является метод фрезерования внутренними фре-
зами [7], [8], схема которого представлена на рис. 1. Он позволяет обрабатывать ци-
линдрические поверхности валов, резьбы ходовых винтов станков, тяговых винтов 
прессов, червяки червячных передач и другие детали, имеющие винтовые поверхно-
сти. Несмотря на то, что этот метод фрезерования известен с 50-х гг. XX в. [9],  
в последнее время к нему проявляется повышенный интерес [10]–[12].  
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Кроме того, сложные поверхности часто аппроксимируются технологичными 
линиями. 

Целью работы является математическое моделирование формообразующих кро-
мок внутренних фрез при обработке винтовых поверхностей. 

Основная часть 
Направляющая поверхности детали – винтовая. В этом случае требуется пере-

мещение полученных аппроксимирующих прямых образующей поверхности детали 
по винтовой линии. 

Профиль формообразующих кромок формировался поэтапно. 
На первом этапе получали уравнения аппроксимирующих прямых в начальном по-

ложении образующей. Для этого выбирались две системы координат – 111 ZYX  (местная)  
и XYZ  (рис. 1, а), которые в начальный момент обработки совпадали. 

Тогда уравнения, описывающие образующую, имеют вид: 

 ;cos 0ZlZ     ,sin0  lYY  (1) 

где l – текущая координата  точки пересечения аппроксимирующих прямых до рас-
сматриваемой точки М.  

На втором этапе формировали поверхность детали. Для этого перемещалась  
аппроксимирующая прямая по винтовой направляющей поверхности детали и фор-
мировалась часть этой поверхности. Вместе с аппроксимирующей прямой будет пе-
ремещаться подвижная система координат ,XYZ  которая также будет совершать 

винтовое движение относительно системы .111 ZYX  Формулы перехода от систе- 

мы XYZ  к системе 111 ZYX  имеют вид: 
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где Р – параметр винтовой поверхности детали;  – угол поворота системы XYZ  от-
носительно .111 ZYX  
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Рис. 1. Расчетная схема формообразования винтовой поверхности 
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Подставив из системы (1) выражения ,X  Y  и Z  в систему (2), получили урав-
нения винтовой кинематической поверхности детали: 
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На третьем этапе определялась нормаль к кинематической поверхности детали: 
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где ),(  lFF  – уравнение поверхности детали. 

Для получения более удобных выражений вектор N  раскладывается по осям ко-
ординат на  ,

1xN  ,
1yN  :1zN   

 




























































.

;

;

1111

1111

1111

1

1

X
l
YY

l
X

N

Z
l

XX
l

Z
N

Y
l

ZZ
l
Y

N

Z

Y

X

 (5) 

Подставив выражения (3) в уравнение (5), получили: 
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Дисковая внутренняя фреза является телом вращения, поэтому нормаль в точке 
касания инструментальной поверхности и поверхности детали будет пересекать ось 
фрезы. Координаты точки центра фрезы в системе 111 ZYX  будут равны (рис. 1, б): 

 ;0
201 X    ;

201 AY     .
201 BZ    (7) 

Затем выбирался на оси фрезы единичный вектор .
20k  Проекции его на оси коор-

динат в системе 111 ZYX  детали имеют вид: 
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Затем из условия пересечения векторов N  и 
20k  получали выражение: 
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Подставив (6)–(8) в уравнение (9), получили математическую модель  контакт-
ной линии в системе координат :111 ZYX  

     cossinsincoscoscossin01 PlYX  

      cossincossincoscossin 01 lYPАY  

      .0sinsincossinsincossin 01  lYPBZ  

На четвертом этапе определялась исходная инструментальная поверхность. Для 
этого записывалась аппроксимированная образующая поверхности детали в системе 

,222 ZYX  связанной с фрезой. В этом случае уравнения перехода из системы Х1Y1Z1  

в 222 ZYX  можно записать в виде: 
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где А – расстояние между осями 2Х  и 1Х  в направлении ;1Y    – угол поворота оси 

2Z  до совмещения с 1Z  вокруг оси .2Х  
Исходная поверхность дискового инструмента образовывалась круговым движе-

нием линии (10) относительно Z2. Для записи уравнения искомой круговой поверх-
ности ввелась условно неподвижная система координат ,333 ZYX  в которой будет по-

ворачиваться 222 ZYX  вместе с характеристикой. Формулы перехода от системы 

222 ZYX  к 333 ZYX  будут иметь вид: 
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Подставив (10) в (11), получили:  
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Подставив в (12) значения параметров ,1X  ,1Y  ,1Z  получили уравнения исход-
ной инструментальной поверхности: 

      sincoscossincossinsinsinsin 003 lYlYX  

    ;sincossinsinsincos0  ABPlZ   

      coscoscossincossinsinsinsin 003 lYlYY  

     ;coscossincossincos0  ABPlZ  

     .sincossincossincoscoscos 003  ABlYPlZZ  
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Рис. 2. Расчетная схема формообразования винтовой поверхности 

Учитывая, что каждая точка характеристики определяется радиусом ,иR  а ис-
ходная поверхность образуется вращением характеристики, исходную поверхность 
инструмента можно записать: 

 ,;cos;sin 2фифиф ZZRYRX      (13) 

где иR  – текущий радиус точки характеристики;   – угол поворота системы коорди-
нат вместе с характеристикой относительно неподвижной системы, связанной с фре-
зой (см. рис. 1, б); 2Z  – текущее значение аппликаты ,фZ  в плоскости которой нахо-

дится :иR  

 ,2
2

2
2и YXR      (14) 

где ,2X  2Y  определяют по уравнениям (10). 
Для образования режущей кромки зуба фрезы ее исходная поверхность, опреде-

ляемая системой уравнения (13), пересекалась плоскостью передней грани 1–С  
(рис. 2), которая образует положительный передний угол 1  в точке зуба, лежащей 

на наибольшем радиусе фрезы .1R  
Уравнение передней поверхности: 

   ;tg 1фиф  YRX  (15) 

 .2ф ZZ   

Подставив (13) в (15) и произведя некоторые преобразования, получили связь 
между углом   и радиусом :иR  
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Уравнения (13) и (15) описывают режущую кромку зубьев фрезы. 
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Заключение 
Получена математическая модель формообразующих кромок внутренней диско-

вой фрезы на основе преобразования систем координат и линейной аппроксимации 
образующей поверхности детали с ее винтовой направляющей, которая позволяет 
автоматизировать процесс проектирования внутренних фрез. 
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