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 Введение  
Строение конечной группы в значительной 

степени зависит от наличия в ней заданной сис-
темы перестановочных подгрупп. Напомним, что 
подгруппы A и B группы G называются переста-
новочными, если выполнено равенство AB = BA. 
Подгруппа А группы G называется перестано-
вочной или квазинормальной в G, если A пере-
становочна со всеми подгруппами из G. В теории 
групп важность этого понятия связана прежде 
всего с тем, что для перестановочных подгрупп A 
и B их произведение AB само является группой.   

В середине прошлого столетия появился ряд 
работ по теории перестановочных подгрупп, ко-
торые определили основные направления разви-
тия теории перестановочных подгрупп в после-
дующие годы. Отметим работы О. Оре [1], 
Н. Ито [2], Р. Майера [3], О. Кегеля [4].  

В настоящее время интерес к данной тема-
тике значительно возрос, о чем свидетельствует 
значительное увеличение числа публикаций. От-
метим статью Дж. Бейдлемана и Х. Хайнекена 
[5]. В серии публикаций А.Н. Скибы рассматри-
вались Х-перестановочные подгруппы, где Х-
некоторое множество элементов группы G. В 
частности, им было получено обобщение теоре-
мы Шура-Цассенхауза, а также ряд критериев 
сверхразрешимости конечных групп. Достаточно 
полную информацию о конечных группах с пе-
рестановочными подгруппами можно найти в 
обзоре [6].  

Настоящая работа относится к данному на-
правлению.  

 

1 Обозначения и предварительные резуль-
таты 

Рассматриваются только конечные группы. 
Определения и обозначения  стандартны, их 
можно найти в [7]–[8]. Приведем некоторые из 
них для удобства чтения: 

π(G) – множество всех простых делителей 
порядка группы G; 

Op(G) – наибольшая нормальная p-подгруп-
па группы G;  

O2'(G) = O(G) –  наибольшая  нормальная  
2'-подгруппа группы G; 

S(G) – разрешимый радикал группы G, т. е. 
подгруппа, порожденная всеми разрешимыми  
нормальными подгруппами группы G; 

Sylp(G) – множество всех силовских p-под-
групп группы G; 

L(G) – слой группы G, т. е. наибольшая нор-
мальная полупростая подгруппа группы  G; 

F*(G) – обобщенная подгруппами Фиттинга 
группы G, F*(G) = F(G)L(G); 

[R]S – полупрямое произведение подгрупп R 
и S, где R является нормальной подгруппой в [R]S; 

I(G) – множество всех инволюций группы G; 
< TG > – нормальное замыкание подгруппы 

T в группе G, <TG> G. 
Лемма 1.1 [7, предложение 1.27]. 

CG(F*(G)) ⊆ F*(G) для любой группы G. Кроме 
того, если F(G)⊆ H G и CG(H)⊆ H, то 
F*(G)⊆ H. 

Лемма 1.2. Пусть собственная подгруппа H 
группы G имеет четный порядок. Если H пере-
становочная со всеми инволюциями группы G, 
то G не является простой неабелевой группой. 
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Доказательство. Пусть G – минимальный 
контрпример к лемме 1.2. Тогда G – простая не-
абелева группа. Если все инволюции I(G) содер-
жатся в H, то H = G, что невозможно. Следова-
тельно, существует такая инволюция τ∈ I(G), что 
τ∉H. Так как H<τg> = <τg>H, для всех g∈G, то 
H <τG> = G. Последнее невозможно. Лемма 1.2 
доказана. 

Лемма 1.3. Пусть собственная подгруппа H 
группы G имеет нечетный порядок. Если H пере-
становочна со всеми инволюциями группы G, то 
S(G) ≠ 1. 

Доказательство. Пусть группа G – мини-
мальный контрпример к лемме 1.3. Так как H 
нормализуется любой инволюцией группы G, то 
группа G не простая. В силу минимальности 
контрпримера S(G) = 1.  

Рассмотрим обобщенную подгруппу Фит-
тинга F*(G) = F(G)L(G) = L(G) – прямое произве-
дение простых неабелевых подгрупп в группе G. 
Очевидно, что для всякой инволюции τ ∈ I(F*(G)) 
выполняется включение τ ∈NG(H). Так как мно-
жество всех инволюций из F*(G) порождает 
F*(G), то F*(G)⊆ NG(H). Если F*(G)∩H ≠ 1, то, 
поскольку H – разрешимая подгруппа, получим, 
что S(F*(G)) ≠ 1, что невозможно. Поэтому 
F*(G)∩H = 1 и H⊆ CG(F*(G)). Так как H F*(G), 
то CG(F*(G))  F*(G). Последнее невозможно 
по лемме 1.1. Полученное противоречие показы-
вает, что S(G) ≠ 1. Лемма 1.3 доказана. 

Лемма 1.4 [8, теорема I.5.12]. Пусть 
H⊆ K⊆ G. Тогда: 

1) если H char K char G, то H char G; 
2) если H char K G, то H G.  
Лемма 1.5 [4, теорема 1]. Пусть A и B – соб-

ственные подгруппы конечной группы G и 
G ≠ AB, причем ABg = BgA для всех g∈G. Тогда A 
или B содержится в собственном нормальном 
делителе группы G. 

Лемма 1.6. Пусть G – конечная группа, не 
содержащая секций изоморфных группе Судзуки 
Sz(q). Если H – 3'-подгруппа группы G, всякая 
подгруппа  которой  перестановочна со всякой 
3-подгруппой группы G, то S(G) ≠ 1.   

Доказательство. Пусть G – минимальный 
контрпример к лемме 1.6. Тогда S(G) = 1. Так как 
простая неабелева группа не содержит подгруп-
пы индекса 3, то по лемме 1.5 G не является про-
стой неабелевой группой.  

Рассмотрим минимальную нормальную под-
группу N = N1×…× Nk, где k ≥ 1, Ni – простые не-
абелевы группы и 3∈π(N). Ясно, что N ∩ H = 1.  

Пусть T = [N]H. Если U ∈Syl3(N), то по ус-
ловию леммы 1.6 существуют подгруппы [U]Ht, 
для всех t ∈T. Отсюда следует, что <HT>⊆ NT(U) 
и <HT> T.  

Если <HT>⊃ H, то по тождеству Дедекинда 
<HT> = [(N ∩ <HT>)]H. Поэтому N ∩ <HT> = N. 

Следовательно, <HT> = [N]H=T ⊆ NT(U), откуда 
получим U N, что невозможно.  

Значит <HT> = H и T = N×H. Получим, что 
H ⊆ CG(N) G. Ясно, что N ∩ CG(N) = 1. По-
скольку N G и CG(N) G, то существует под-
группа N×CG(N) G. 

Если (|CG(N)|, 3) = 3 и поскольку H⊆ CG(N), 
то в силу минимальности контрпримера 
S(CG(N)) ≠ 1, значит S(G) ≠ 1.  

Пусть (|CG(N)|, 3) = 1. Если CG(N) – нераз-
решимая подгруппа, то она содержит секцию, 
которая является простой неабелевой группой 
порядка взаимно простого с 3. Значит, эта секция 
изоморфна группе Судзуки, что противоречит 
условию леммы 1.6. Поэтому CG(N) – разреши-
мая нормальная подгруппа группы G и S(G) ≠ 1. 
Лемма 1.6 доказана. 

Лемма 1.7 [9, лемма 1.6]. Пусть G – конеч-
ная группа. A, B – π-группы и для любого элемен-
та g∈G выполняется ABg = BgA. Тогда либо 
Oπ(G) ≠ 1, либо S(G) ≠ 1, либо существуют две 
разрешимые минимальные нормальные подгруп-
пы в группе G. 

 
2 Основные результаты 
В данной работе получены и доказаны сле-

дующие результаты.  
Теорема 2.1. Пусть G – группа четного по-

рядка и собственная подгруппа H группы G име-
ет нечетный порядок. Если подгруппа H пере-
становочна с любой 2-подгруппой группы G, то 
Н ⊆ O(G). 

Доказательство. Пусть G – минимальный 
контрпример к теореме 2.1. По лемме 1.3 S(G) ≠ 1. 
Обозначим через N минимальную нормальную 
подгруппу группы G. 

Пусть N = Zp×…×Zp, где р – нечетное число. 
Если H ⊆ N, то, поскольку G – минимальный 
контрпример к теореме 2.1, получим, H ⊆ O(G) и 
теорема 2.1 верна. Значит, H N. Рассмотрим фак-
тор-группу G/N. По индукции HN/N ⊆ O(G/N). 
Перейдя к полным прообразам, получим, что 
H ⊆ O(G). 

Следовательно, N = Z2×…×Z2. Поскольку 
подгруппа H перестановочна с любой 2-под-
группой группы G, то получим, что NH = N × H. 
Тогда H ⊆ CG(N). 

Пусть CG(N) ≠ G. Тогда H ⊆ O(CG(N)) 
char CG(N) G и по лемме 1.4 O(CG(N)) G, сле-
довательно, H ≤O(G). Пусть CG(N) = G. Тогда 
N ≤ Z(G). Если N – силовская 2-подгруппа в G, то 
G = N×O(G). Тогда подгруппа H ⊆ O(G). Значит, 
подгруппа N не совпадет с силовской 2-подгруп-
пой группы G.   

Рассмотрим фактор-группу G/N. По индук-
ции фактор-группа HN/N ⊆ O(G/N). Перейдя к 
полным прообразам, получим, что H ⊆ O(G). 
Теорема 2.1 доказана. 
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Теорема 2.2. Пусть собственная подгруппа 
H конечной группы G имеет четный порядок. 
Если H перестановочна со всеми инволюциями из 
некоторого класса сопряженности, то G не яв-
ляется простой неабелевой группой. 

Доказательство. Пусть G – минимальный 
контрпример к теореме 2.2. Тогда G – простая 
неабелева группа. Пусть τ – некоторая инволю-
ция из класса сопряженности. Если τ ∈H, то 
τ ∈NG(H). Если τ ∉H, то поскольку 

< τ >H = H< τ > = L, 
получим, что L = [H]< τ > и τ ∈NG(H). Следова-
тельно, для любого g∈G <τG>⊆ NG(H) и по-
скольку G – простая группа, следовательно, 
G = < τG>⊆ NG(H), получим, что H  G. Послед-
нее невозможно. Теорема 2.2 доказана. 

Теорема 2.3. Пусть G – конечная группа и 
π = {p, q}, где p, q∈π(G), p ≠ q. Если в группе G 
любая p-группа перестановочна с любой q-груп-
пой, то S(G / ( ))O Gπ ′ ≠ 1. 

Доказательство. Пусть G – минимальный 
контрпример к теореме 2.3. Тогда 
S(G/ ( ))O Gπ ′ = 1. Если ( )O Gπ ′ ≠ 1, то рассмотрим 
факторгруппу G/ ( ),O Gπ ′  которая удовлетворяет 
условиям теоремы 2.3, следовательно, 
S(G / ( ))O Gπ ′ ≠ 1, что невозможно в силу мини-
мальности контрпримера. Поэтому ( )O Gπ ′ = 1.  

Пусть Op(G) ≠ 1. Тогда 
S(G / ( ))O Gπ ′ =S(G) 1≠  

и теорема 2.3 верна. Таким образом,  
Op(G) = Oq(G) = 1. 

Так как g g
p q q pS S S S G= ≠  для всех ,g G∈  то 

по лемме 1.5 группа G не является простой не-
абелевой группой и любая ее нормальная под-
группа имеет порядок, который делится на p или 
q. Пусть M – минимальная нормальная подгруп-
па в группе G. Тогда M = M1 × M2 ×…×Mk, где Mi 
– изоморфные простые неабелевы группы.  

Пусть (|M|, p) = p, (|M|, q) = q. В этом случае 
подгруппа M удовлетворяет условиям теоремы 
2.3 и поэтому S(M / ( ))O Mπ ′ ≠ 1. Так как ( )O Mπ ′  
char M G, то по лемме 1.4 ( )O Mπ ′ G и 

( ) ( ) 1.O M O Gπ π′ ′⊆ =  Следовательно, S(M) ≠ 1, 
что невозможно.  

Пусть (|M|, p) = p, (|M|, q) = 1. Рассмотрим 
a∈G, |a| = q. Обозначим L = M<a>. Если L ≠ G, 
то подгруппа L удовлетворяет условиям теоремы 
2.3 и S(L / ( ))O Lπ ′ ≠ 1. Отсюда не трудно заклю-
чить, что L = M × <a> и a∈CG(M) G. Таким 
образом, CG(M) удовлетворяет условиям теоремы 
2.3 и S(CG(M) / ( ( ))) 1,GO C Mπ ′ ≠ , что невозможно. 

Поэтому L = G и G = [(M1×…× Mk)]<a>. Ес-
ли k >1, то G = [(M1× 1

aM ×…× 
1

1

qaM
−

)]<a>. Обо-
значим P ∈Sylp(M1). Так как P<a> = <a>P = T, то 
P = Pa⊆ M1, что невозможно.  

Таким образом, M – простая неабелева 
группа. Пусть P ∈Sylp(M), тогда для любого эле-
мента g∈G существует подгруппа [P]<ag>. Сле-
довательно, <aG> = G ⊆ NG(P) и P G, что не-
возможно. Теорема 2.3 доказана.   

Теорема 2.4. Пусть G – конечная группа, не 
содержащая секций изоморфных группе Судзуки 
Sz(q). Если H – 3'-подгруппа группы G, всякая 
подгруппа  которой  перестановочна со всякой 
3-подгруппой группы G, то Н ⊆ S(G). 

Доказательство. По лемме 1.6, S(G) ≠ 1. 
Пусть G – минимальный контрпример к теореме 
2.4 и N – минимальная нормальная разрешимая 
подгруппа в группе G. Очевидно, что H N. 
Рассмотрим подгруппу NH, где N = Zr×…×Zr .  

Пусть r = 3 и G = G/N. Если (| G |, 3) = 3, то в 
силу минимальности контрпримера H ⊆ S( G ). 
Следовательно, H⊆ S(G). Значит, G  – 3'-группа, 
следовательно, N∈Syl3(G) и G  – разрешимая 
группа, поэтому H⊆ S(G).  

Пусть r ≠ 3. Очевидно, что (|G |, 3) = 3. Как бы-
ло показано выше, H⊆ S(G). Теорема 2.4 доказана.  

Отметим следующий результат о группах с 
факторизациями. 

Предложение. Пусть G = AB, где (|A|,|B|)=1, 
2∈π(A). Если всякая силовская подгруппа группы 
A перестановочна с любой силовской подгруппой 
группы B, то B ⊆ S(G). 

Доказательство. Пусть G – минимальный 
контрпример. Очевидно, что S(G) = 1. Рассмот-
рим Ar∈Sylr(A), Bs∈Syls(B). Пусть g∈G, тогда 
g = ba для некоторого b∈B и a∈A. Покажем, что 

.g g
r S S rA B B A=  Имеют место следующие равенства:  

( ) ( )1 1

.

a a
g ba a b b a

r S r S r S S r

ba g
S r S r

A B A B A B B A

B A B A

− −

= = = =

= =
 

Таким образом, .g g
r S S rA B B A=  

Обозначим π = {r, s}. Из леммы 1.7 следует, 
что либо Oπ(G) ≠ 1, либо S(G) ≠ 1, либо группа G 
содержит две различные минимальные нормаль-
ные подгруппы. Следовательно, группа G содер-
жит собственную минимальную нормальную  
подгруппу N, которая является неразрешимой. 
Так как ( )( ),N N A N B= ∩ ∩  то подгруппа N 
удовлетворяет условиям предложения. Если 

1,N B∩ ≠  то, в силу минимальности контрпри-
мера, ( ),N B S N∩ ≤  что невозможно. Поэтому 
N N A= ∩  и можно считать, что G=[A]B, где B – 
силовская p-подгруппа группы G. Очевидно, 
нормальное замыкание <BG>=G. Пусть S – неко-
торая силовская r-подгруппа группы A. По усло-
вию предложения NG(S) содержит <BG>=G. По-
этому подгруппа S нормальна в G. Так как 
S(G)=1, то это невозможно. Полученное проти-
воречие доказывает предложение. 
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