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локально-неравновесное воздеЙствие стояЧеЙ волны  
на двУхмерные ПериодиЧеские теПловые стрУктУры 
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*Гомельский государственный технический университет имени П.О. Сухого (Республика Беларусь)

Решена задача о динамическом внешнем воздействии стоячей волны на стационарные периодические 
тепловые структуры: «полосы», «прямоугольники», «треугольники», «ячейки». Центральным пунктом 
применяемой модели является учет локально-неравновесных свойств теплопереноса в рамках релаксаци-
онной модели Максвелла. Для уравнений теплопереноса построено новое точное аналитическое решение, 
описывающее воздействие на материал двух источников энергии: знакопеременный объемный источник 
моделирует конкуренцию между температурными областями с тепловыделением и теплоотдачей; внешний 
по отношению к среде источник действует на линии разрыва теплового поля и возбуждает стоячую волну. 
Стационарная часть полученного решения относится к установившейся во времени температуре и опреде-
ляет пострелаксационный пространственно-периодический тепловой режим. Нестационарная часть реше-
ния несет информацию о колебаниях и волнах в системе «среда – источник энергии». Получены в явном 
аналитическом виде выражения для компонент вектора теплового потока. Вычислен сдвиг фазы колебаний 
продольного и поперечного к разрыву тепловых потоков. Изучены дозвуковые и сверхзвуковые (по отно-
шению к скорости распространения тепловых возмущений) процессы генерации стоячей волны. Установ-
лен нелинейный характер взаимодействия возбуждающих колебаний с неравновесной средой. Проведен 
детальный анализ поведения тепловых чисел Маха, определяющих свойства волн в продольном и попереч-
ном к разрыву направлениях. Построен безразмерный параметр неравновесности системы, и показано его 
существенное влияние на дозвуковой и сверхзвуковой режимы распространения волн. Определены морфо-
логические свойства изотерм. Построен фазовый портрет теплофизической системы в пространстве «про-
дольная компонента вектора теплового потока – поперечная компонента – температура». Указаны значения 
частоты колебаний, для которых получается замкнутая либо незамкнутая фазовые траектории. Представ-
лены примеры расположения фазовых траекторий на цилиндре и торе. Прикладные аспекты данной задачи 
связаны с проблемой формирования периодических структур при взрывной кристаллизации аморфных 
пленок, напыленных на подложку.
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Теплофизические аспекты проблемы фор-
мирования периодических структур при взрыв-
ной кристаллизации аморфных пленок [1–5] 
рассмотрены в работе [6]. Установлено, что в 
среде, обладающей локально-неравновесными 
тепловыми свойствами, пространственно-пе-
риодические структуры («полосы», «ячейки», 
«решетки» и др.) образуются под влиянием 
конкуренции между температурными обла-
стями с тепловыделением и теплоотдачей. 
Примером такой конкуренции является выде-
ление кристаллизационного тепла на фазовой 
границе и теплоотдача в подложку, на которую 
напылена аморфная пленка. Важным параме-
тром процесса служит температура T = T0, при 
которой тепловыделение и теплоотдача урав-
новешиваются, т. е. взрывная кристаллизация 
прекращается. (Далее изотерму T0  называем 
нейтральной.) В данной работе рассматрива-
ются локально-неравновесные свойства дина-
мического внешнего воздействия на уже сфор-
мировавшиеся тепловые структуры. В рамках 
классической модели теплопроводности Фурье 
этот вопрос был рассмотрен нами в [7]. 

Изучаемая теплофизическая система содер-
жит следующие элементы: 1) среда, обладающая 
локально-неравновесными тепловыми свой-
ствами; 2) знакопеременный объемный источ-
ник энергии ( )1 1

0 , 0,q q T T qυ υ υ= − >  1
0, const;q Tυ −

3) внешний по отношению к среде источник 
энергии W, действующий на линии x = 0 и воз-
буждающий стоячую волну. Рассматриваем ин-
тересный в практическом отношении случай, 
когда вне линии x = 0 двухмерное температур-
ное поле среды (материала) представляет со-
бой в исходном состоянии стационарную про-
странственно-периодическую структуру. Цель 
исследования – проанализировать локально-
неравновесные процессы воздействия стоячей 
волны на материал. 

Релаксационная модель переноса тепла 
Максвелла [8] в плоском двухмерном случае 
имеет вид

yx qqTc q
t x y υ

∂∂∂
+ + =

∂ ∂ ∂
;                    (1)

;   ,yx
x y

qq T Tq q
t x t y

∂∂ ∂ ∂
+ γ = −λ + γ = −λ

∂ ∂ ∂ ∂  
, , constcλ γ − .                          (2)

Здесь c – объемная теплоемкость; T – тем-
пература; t – время; q(qx, qy) – вектор удельного 
теплового потока; x, y – прямоугольные декар-
товы координаты; qυ – мощность внутренних 
источников тепла; λ – коэффициент теплопро-
водности.

Уравнения теплопереноса (1), (2) преобра-
зуем к одному гиперболическому уравнению

2 2 2

2 2 2

qc q
t t x y t

υ
υ

    ∂∂τ ∂ τ ∂ τ ∂ τ
+ γ = λ + + + γ   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

,   (3)

где τ = T – T0 – отклонение температуры от ее 
равновесного значения T0. Для размерных и 
безразмерных уравнений применяем одинако-
вую форму записи, полагая

; ; ; ; ;c cc q q q T Tυ υ υ′ ′ ′ ′ ′λ → λλ → γ→ γ → →

; ; ; ; ,x x y yq q q q t t x x y y′ ′ ′ ′ ′→ → → → →

где штрихом отмечены безразмерные величи-
ны. Безразмерные комплексы

( ); ;b b b b b b
b

b b b b b

T c T x xc q q
x q t q qυ υ

λ
λ = = =

составлены из масштабов величин (они отме-
чены индексом b), применяемых для обезраз-
меривания: c = c' cb; λ = λ' λb; γ = γ'tb; T = T'Tb; 

x x bq q q′= ; y y bq q q′= ; ( )bq q qυ υ υ′= ; x = x'xb; y = 
y'yb; t = t'tb; qb = λbTb / xb; 

2( ) /b b b bq T xυ = λ . Все 
вычисления выполнены в безразмерных пере-
менных при 1λ = ; 1c = ; 1qυ = ; λ' = 1; c' = 1. 
Далее штрих над безразмерными величинами 
не пишем.

Стоячая волна в неравновесном тепло-
вом поле. Решение уравнения (3) представля-
ем в виде

( , , ) ( , ) ( , , ),s nstx y t x y x y tτ = τ + τ               (4)
где τs(x, y) – стационарная часть решения, от-
носящаяся к установившейся во времени t → ∞ 
температуре; τnst(x, y, t) – нестационарное реше-
ние, учитывающее время релаксации теплово-
го потока и определяющее волновые свойства 
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температурного поля. Для стационарной тем-
пературы τs(x, y) рассматриваем случай, когда 
нейтральная изотерма τs = 0 представляет собой 
решетку, т. е. семейство «прямоугольников»:

1 2( , ) cos( )sin( )s x y D h x h yτ = ; 

2 2 1
1 2 1 2/ ; , , const.h h q h h Dυ+ = λ −           (5)

Эти «прямоугольники» образованы лини-
ями h1x = 2πn0 ± (π/2), h2y + β = πn0, где n0 =  
= 0, ±1, ±2, … – любое целое число. Очевидно, 
что в частном случае h1 = 0 решение (5) дает 
зависимость τs(x, y) = Dsin(h2y), и нейтральная 
изотерма образует семейство «полос» h2y = 
= πn0. Полосчатую структуру рассматриваем 
как отдельный вариант, потому что он важен 
в практическом отношении и заключает в себе 
многие существенные свойства изучаемого 
процесса. Еще одним примером стационарной 
периодической структуры являются «ячейки» 
треугольного вида: 

1
3( , ) 2 sin( ) cos( ) cos( 3) , / 4. (6)s x y A y y x qυ

 τ = − λ = 
             

Здесь τs  = 0 вдоль линий y = πn0, 03 .x y n± = π
Зависимость (6) является частным случаем  
(m = 2) стационарного решения

[ ]( , ) sin( ) sin( )cos( ) ,s s sx y A my m y k xτ = −     (7)
для которого линии нейтральной изотермы мо-
гут образовывать ячеистые структуры («ячей-
ки») замысловатой геометрической формы.

Рассматриваемые здесь «полосы», «пря-
моугольники», «треугольники» и «ячейки» 
являются наиболее часто встречающимися в 
экспериментальных наблюдениях [1, 3, 9–14] 
элементами пространственно-периодических 
структур, образующихся в кристаллической 
фазе после взрывной кристаллизации аморф-
ных пленок. 

Нестационарную составляющую темпера-
туры представляем выражением

( , , ) ( ,  )sin( ), const,nst x y t A x t hy hτ = ≡          (8)
где A(x, t) должна удовлетворять уравнению

( ) ( )
2 2

1 1 2
2 2 .A A Ac q c A q h

t t xυ υ

∂ ∂ ∂
− γ + γ = λ + − λ

∂ ∂ ∂

Строим решение
[ ]1 1( , ) exp( ) sin( ) cos( ) ,  (9)A x t A rx t kx B t kx= − ω − + ω −                  

где A1, B1 – произвольные постоянные, и нахо-
дим

( )2 2 2 2 11 ,k r h q
c υ

 ω = λ − + λ − γ
1( ) 1

2 2
c qk

r
υω − γ

=
λ

.                     (10)

Не нарушая качественных свойств реше-
ния (9), принимаем далее, что 1 2q hυ = λ . Таким 
образом, частота колебаний по времени равна 

1/22 1 2 22 ( ) 4 ,r c q r cυ ω = λ − γ − λ γ   причем пара-
метры процесса должны удовлетворять нера-
венству 

1 2 2( ) 4c q r cυ− γ > λ γ .                     (11)
Физическая интерпретация решений (4), 

(8) состоит в следующем. Температурное поле 
располагается в двух областях. Область 1 – это 
правая полуплоскость x ≥ 0, r > 0. Область 2 – 
это левая полуплоскость x ≤ 0, r < 0. Линию x 
= 0 принимаем за разрыв теплового поля, на 
котором действует внешний для данной сре-
ды источник энергии W. На таком разрыве 
должно быть выполнено динамическое усло-
вие совместности [15], являющееся следстви-
ем интегрального закона сохранения энергии: 

(1) (2)
x xW q q= − , где W – поверхностная плотность 

распределения на разрыве притока энергии;  
qx – нормальная к разрыву составляющая векто-
ра теплового потока. По мере удаления от силь-
ного разрыва получаем x → ±∞, τnst → 0.

В классе решений, представленном форму-
лами (4), (8), компоненты вектора теплового 
потока q(qx, qy) следующие:
   

( ) ( ); ,nst nst
x s x y s yq x q q y q= −λ ∂τ ∂ + = −λ ∂τ ∂ +

 

где ,nst nst
x yq q  соответствуют нестационарной ча-

сти решения (4) и определяются законом Мак-
свелла (2). Отсюда получаем

[ ]1
1 22 20,

sin( ) cos( ) sin( ) ,                      
( 1)

nst
x x t

A hyq D t D t
= →∞

λ
= ω + ω

ω γ +
, (12)
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1 2 2
1 ( ) ( ) ( )D k r k r r k−  = − γ ω − γ ω + + γ ω  ; 

2 1( )D r k B k r= + γ ω− − γ ω ;

1 2 2 20,

cos( ) sin( ),
( 1)

nst
y x t

hyq A A h t
= →∞

= −λ ω + δ
ω γ +

  (13)

( )1/22 2
2 1 2 1 2; tg ,A C C C C= + δ =  

1 1 2 1; 1 .C B C B= − γω = + γω
Эти выражения характеризуют установив-

шиеся во времени (t → ∞, exp(–t/γ) → 0) коле-
бания теплового потока при x = 0. Далее для 
более выразительной записи волновой части 
решения берем частное значение константы  
B1 = (r + γkω)/(k – γrω). Тогда формулы (12), (13) 
представляют две встречные волны:

[ ]

2 2
1

2 20

( ) ( )
2( 1)( )

sin( ) sin( ) ;   

nst
x x

A k r r k
q

k r
hy t hy t

=

 λ − γ ω + + γ ω = ×
ω γ + − γ ω

× + ω + −ω

   

(14)

[ ]

1 2
2 20 2( 1)

sin( ) sin( ) . 

nst
y x

A A hq

hy t hy t

=

λ
= ×

ω γ +

× −ω − δ − + ω + δ

 
 
    (15)

Видим, что существует сдвиг δ фазы коле-
баний продольного nst

yq  и поперечного nst
xq  к 

разрыву тепловых потоков: tg δ = r/k. На основе 
оценки (11) запишем для параметра затухания r 
следующее выражение: 2 2 1 2( ) (4 ),r c q cυ= ε − γ λ γ
где ε2  – свободный параметр из интервала (0, 
1). В результате вычислений имеем

2 2 4 2 1 24 (1 )( ) .r c qυ ω = λ − ε − γ          (16)
Скорость распространения тепловых воз-

мущений w = (λ/cγ)1/2. Квадраты тепловых чи-
сел Маха, соответствующих осям x и y, равны

           2 2 2/ ;x xM w= υ  2 2 2/ ,y yM w= υ  

где 2 2 2/ ;x kυ = ω  2 2 2/y hυ = ω . Отсюда находим, 
применяя (10) и (16): 2 2 2, 0 1.xM = ε < ε <  Значит, 
вдоль оси x, ортогональной сильному разрыву, 
процесс – дозвуковой. Аналитическое выраже-
ние для стоячей волны возбуждения имеет вид 

( ) ( )(1) (2)

0 0

nst nst
x xx x

W q q
= =

= − , см. (14). На разрыве 
x = 0, т. е. вдоль оси y 

2 4 2 2(1 ) 4 (1 )yM  = ε − γ γ − ε  ,            (17)

где 1 /q cυγ = γ  – безразмерный параметр нерав-
новесности системы «среда – источник энер-
гии». 

На основе формулы (16) безразмерную ча-
стоту возбуждающих колебаний можно запи-
сать так: ,ω= ωγ  2 4 2 2(1 ) 4(1 ) ,   ω = ε − γ − ε     и 
тогда 

2 2
yM = ω γ .                         (18)

Волновой процесс вдоль линии сильно-
го разрыва – сверхзвуковой, если 2 1yM > : 

4 2 2(1 ) 4 (1 ) .   ε − ε > γ − γ     Такая ситуация на-
блюдается, в частности, если 2 1 0, 0.ε = − γ = +  
Это означает, что вдоль оси x процесс – около-
звуковой: число 2

xM  находится в левой окрест-
ности единицы, а неравновесность выражена 
слабо. Волновой процесс вдоль сильного раз-
рыва – дозвуковой, если 20 1yM< < . Это вы-
полнено, например, если 2 0, 1 0ε = + γ = ± , т. е. 
когда неравновесность системы отчетливо вы-
ражена, а число 2

xM  находится в правой окрест-
ности нуля.

Таким образом, в данном двухмерном про-
цессе величина 2

yM , см. (17) и (18), мультипли-
кативным образом зависит от двух факторов: 
1) дозвукового режима распространения те-
пловых волн вдоль оси x; количественной ха-
рактеристикой здесь служит дробь ε4/(1 – ε2);  
2) степени неравновесности системы, т. е. вели-
чины 2(1 ) /− γ γ . Следовательно, формула (18) 
демонстрирует нелинейность взаимодействия 
возбуждающих колебаний с локально-неравно-
весной средой.

Морфологические свойства поля изо-
терм. Типичные изображения поля изотерм τ(x, 
y, t) = const для «полос» и «прямоугольников» 
представлены на рис. 1, а для «треугольников» 
и «ячеек» – на рис. 2, см. с. 110–111. Данные 
изотермы построены на плоскости (x, y) справа 
от разрыва (x ≥ 0) при t = 2πn1/ω, n1 = 0, 1, 2, 
3, …, где 2π/ω – период колебаний во времени, 
см. (14), (15). Важным параметром задачи явля-
ется безразмерная частота внешнего теплового 
воздействия 1c qυΩ = ω ; ясно, что ω=Ωγ . 
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На рис. 1–3 левый столбец относится к низ-
кочастотному (0 < Ω < 1) воздействию, правый – 
к высокочастотному (Ω > 1). Основой получен-
ных периодических структур являются линии 
нейтральной изотермы τ = 0. Обращает на себя 
внимание шахматный порядок расположения 
изотерм.

Для данной задачи локально-неравновес-
ная (γ > 0) и классическая (γ = 0) модели те-
плопереноса имеют многовариантный спектр 
количественных различий. Об этом можно су-
дить, в частности, по проведенному выше ана-
лизу формул (17), (18), когда был рассмотрен 
интервал значений параметра неравновесности 
от 0γ = +  до 1 0γ = ± . Анализ количествен-

ных данных об интенсивности теплообмена и 
сравнение вариантов γ = 0 и γ > 0 выполнены 
с помощью нестационарных аналогов крите-
рия Нуссельта Nu1 = qx/(λTr), Nu2 = qy/(λTh). Ре-
зультаты этих многочисленных расчетов здесь 
не приводятся за недостатком места. Вместе 
с тем качественные закономерности воздей-
ствия стоячей волны на стационарные перио-
дические тепловые поля оказались в основном 
аналогичны тем, что были получены в рамках 
параболической модели [7].

Перечислим основные признаки данного 
процесса. Морфологические свойства исход-
ной стационарной периодической структуры 
изменяются под воздействием стоячей волны. 

Рис. 1. Типичное промежуточное состояние линий изотерм: а, б – «полосы»; 
в, г – «прямоугольники»
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На рис. 1, 2 видно, что эти изменения локали-
зованы в конечной окрестности разрыва x = 0. 
Характер деформирования нейтральной изо-
термы определяется прежде всего геометри-
ческими свойствами исходной стационарной 
структуры температурного поля. В ходе коле-
баний устанавливается режим пульсаций, при 
котором деформированные линии отдельных 
изотерм сближаются / удаляются друг от друга. 
Частота пульсаций линий деформированных 
изотерм естественным образом коррелирует с 
частотой Ω: для фиксированного γ  она возрас-
тает / убывает при увеличении / уменьшении 

Ω. Для иллюстрации поведения температуры 
и компонент вектора теплового потока был по-
строен фазовый портрет изучаемой теплофи-
зической системы в трехмерном пространстве 
{(qx)j, (qy)j, τj}, t ≥ 0. Здесь индекс j означает, 
что подсчет функции выполняется при x = 0 на 
фронте волны yj = ωt/h, см. (14). Фазовые пор-
треты на рис. 3 относятся к случаю воздействия 
стоячей волны на «прямоугольники» (рис. 3а, б) 
и «ячейки» (рис. 3в, г). 

Незамкнутые фазовые траектории получа-
ются, если отношение частот h2/h и параметр 
m – числа иррациональные либо трансцендент-

Рис. 2. Типичное промежуточное состояние линий изотерм: а, б – «треугольники»; 
в, г – «ячейки»
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ные. Если же эти числа рациональные, то со-
ответствующие фазовые траектории замкнуты. 
Для «прямоугольников» незамкнутая фазовая 
траектория располагается на цилиндрической 
(рис. 3а) либо тороидальной (рис. 3б) поверх-
ности; в отдельных случаях тор не имеет от-
верстия, и на трехмерном диске наблюдается 
впадина. На рис. 3а, б показаны только фраг-
менты незамкнутых траекторий, относящиеся 
к начальной стадии процесса, когда эволюцио-
нирующая во времени траектория еще не успе-
ла покрыть сплошным образом цилиндр либо 
тор. Это сделано для наглядности, чтобы фазо-
вая траектория наметила контуры трехмерной 

поверхности, на которой она располагается.  
В случае «ячеек» незамкнутая траектория за-
полняет сплошным образом трехмерную об-
ласть замысловатой геометрической конфигу-
рации (эти варианты здесь не приводятся). На 
рис. 3в, г показаны типичные замкнутые траек-
тории для «ячеек». 

Заключение. Изучены локально-неравно-
весные процессы волнового воздействия на 
материал, стационарное тепловое состояние 
которого определяется периодическими струк-
турами типа «прямоугольники», «полосы», 
«треугольники» и «ячейки», см. (5)–(7). Выпол-
нен анализ влияния степени неравновесности 

Рис. 3. Фазовый портрет теплофизической системы при воздействии стоячей 
волны на «прямоугольники» (а, б) и «ячейки» (в, г)
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системы на частотные и волновые параметры 
процесса. В результате установлен нелиней-
ный характер взаимодействия возбуждающих 
колебаний с локально-неравновесной средой. 
Обнаружен режим пульсаций изотерм в конеч-

ной окрестности линии x = 0, вдоль которой 
действует стоячая волна. Рассмотрены морфо-
логические свойства поля изотерм и построен 
трехмерный фазовый портрет изученной те-
плофизической системы. 
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LOCAL NONEqUILIBRIUM STANDING WAVE EFFECT  
ON TWO-DIMENSIONAL PERIODIC THERMAL STRUCTURES

The problem of dynamic external influence of a standing wave on the stationary periodic thermal 
structures –  “stripes”, “rectangles”, “triangles”, “cells” is solved. The central point of the used model is 
based on the local nonequilibrium properties of heat transfer within the Maxwell relaxation model. For 
the heat transfer equations we have built a new exact analytical solution describing the effect of two 
energy sources on a substance. An alternating volume source simulates the competition between the 
temperature ranges with heat release and heat exchange. The external source acts on the rupture line of 
the thermal field and excites a standing wave. The stationary part of the solution refers to the stationary 
temperature and determines the post-relaxation space-periodic thermal rate. The non-stationary part of 
the solution describes oscillations and waves in the “medium – energy source” system. Explicit analytical 
expressions for the vector component of the heat flux are obtained; and the phase shift of longitudinal 
and traversal oscillations with respect to the rupture of thermal fluxes is calculated. The processes of the 
standing wave generation are studied both in the sub-sonic and super-sonic regimes with regard to the 
velocity of the thermal perturbations propagation. A non-linear nature of the interaction of the exciting 
oscillations and the non-equilibrium medium is established. The detailed analysis of the thermal behavior 
of the Mach numbers, defining the properties of waves in the longitudinal and transverse directions to 
rupture, is carried out. The dimensionless parameter of the non-equilibrium system is built; its significant 
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impact on the sub-sonic and super-sonic modes of wave propagation is demonstrated. Morphological 
properties of isotherms are determined. The phase portrait of the thermophysical system is built in 
space of “longitudinal component of the heat flux vector – transverse component – temperature”. The 
values of the oscillation frequency obtained for a closed or non-closed phase trajectories are indicated. 
The examples of trajectories on a cylinder and a torus are presented. The applications of the problem 
are associated with the formation of periodic structures at explosive crystallization of amorphous films 
deposited on a substrate.

Keywords: standing heatwave, energy source, local nonequilibrium heat transfer, periodic thermal 
structure, explosive crystallization.
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