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1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПОНЯТИЯ 

ДИНАМИКИ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

 

1.1. Введение   в динамику 
Динамика – это раздел теоретической механики, изучающий 

механическое движение материальных объектов с учетом их взаимо-
действия с окружающей материальной средой; устанавливается связь 
такого взаимодействия и вызываемым им движения. 

Если тело в каждой точке пространства подвержено воздейст-
вию других тел, то говорят, что это тело находится в поле сил. Так, 
например, тело вблизи поверхности Земли находится в поле сил тяже-
сти. Взаимодействие может быть осуществлено или непосредствен-

ным контактом материальных объектов, или через какое-нибудь фи-

зическое поле: гравитационное, электромагнитное, электростатиче-
ское. 

Как уже отмечалось в статике, мерой механического взаимодей-

ствия материальных тел является векторная величина, которая назы-

вается силой. В международной системе единиц (СИ) она измеряется 
в ньютонах (Н). В результате материальный объект совершает меха-
ническое движение под действием упругих, гравитационных, элек-
тромагнитных или электростатических сил. 

Движение материальных объектов представляет собой измене-
ние их положения в пространстве и во времени по отношению к дру-
гим телам. В рамках классической механики пространство и время 
считаются абсолютными, т. е. не зависящими друг от друга. 

В зависимости от условий решаемой задачи, из всей совокупно-
сти свойств материальных объектов принимают во внимание только 
те, которые существенны для механического движения. Например, 
если рассматривается движение материального объекта в электромаг-
нитном поле, то необходимо учитывать его электромагнитные свой-

ства. Очевидно также, что оптические свойства материального объек-
та, его химический состав и другое не влияют на механическое дви-

жение. 
Таким образом, появляется понятие материального тела, основ-

ными свойствами которого являются его форма и  размеры. Учиты-

вая, что материальное тело находится в гравитационном поле Земли, 

для определения его силы тяжести надо учитывать его массу. 
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В динамике изучаются такие системы сил, которые не находятся 
в состоянии равновесия, и этим динамика существенно отличается от 
статики. Динамика также коренным образом отличается от кинемати-

ки, где движение оценивается только с геометрической точки зрения, 
независимо от вызывающих его причин. Динамика является наиболее 
общим разделом теоретической механики, она использует выводы и 

статики, и кинематики, в ней устанавливаются общие законы движе-
ния материальных точек и тел в зависимости от действующих сил. 

Материал динамики подразделяется на две части: в первой –

изучается движение материальной точки, а во второй –  движение тел. 
При этом все тела представляются как системы, состоящие из множест-
ва отдельных материальных точек. 

Материальная точка – это материальное тело, вращением, 

размерами и формой которого в конкретной задаче можно пренеб-

речь. Если на положение материальной точки и на ее движение не на-
ложены никакие ограничения, то точка называется свободной, в про-
тивном случае имеем движение несвободной точки. 

Условия, которые накладывают определенные ограничения на 
положение материальной точки и на ее движение, называются         
связями, наложенными на эту точку. Материальное тело, при помощи 

которого осуществляется связь, действует на эту точку с силой, назы-

ваемой реакцией связи. 
 

1.2. Основные законы классической механики 

Законы движения точек и тел, устанавливаемые в динамике, яв-
ляются объективными законами природы. Они подтверждаются мно-
гочисленными наблюдениями и опытами. Первая идея этих законов 
принадлежит Галилею, который ввел понятия инерции, ускорения, 
сложения движений.  Гюйгенс продолжил учение Галилея, исследуя 
движение материальной системы. Ньютон расширил область механи-

ки открытием закона всемирного тяготения. Применение законов ди-

намики к изучению явлений природы и в технике не приводило к про-
тиворечию с опытом (до конца XIX в.). В конце XIX века ряд исследо-
ваний привел к непримиримым противоречиям между законами элек-
тродинамики и классической механики. Эти противоречия явились ос-
новой для появления новой механики – теории относительности. Од-
нако законы классической механики, законы динамики сохранили 

свое значение в технической практике, в области так называемых ма-
лых скоростей, т. е. скоростей, существенно меньших скорости света. 
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Основу классической механики составляют принятые как ак-
сиомы законы Ньютона, которые формулируются для простейшей 

модели материального тела – материальной точки.  

Опираясь на эти аксиомы (законы), рассматриваются различные 
динамические задачи движения материальных точек. 

 

Аксиома инерции  (Первый закон Ньютона) 
Из кинематики известно, что существуют системы отсчета (сис-

темы координат) движущиеся относительно друг друга поступательно 
с постоянной скоростью. По отношению к таким системам отсчета  
свободная материальная точка сохраняет состояние покоя или дви-

жется равномерно и прямолинейно. Любая система отсчета, движу-
щаяся относительно некоторой инерциальной системы прямолинейно 
и равномерно (т. е. с постоянной скоростью), будет также инерциаль-
ной. Инерциальных систем отсчета существует бесконечное множе-
ство. Поэтому для каждой материальной точки, движущейся равно-
мерно (т. е. без ускорения), всегда можно выбрать такую инерциаль-
ную систему отсчета, относительно которой скорость материальной 

точки будет равна нулю.  

Опытным путем установлено, что система отсчета, центр кото-
рой совмещен с Солнцем, а оси направлены на бесконечно далекие 
звезды, является инерциальной. Эта система называется гелиоцентри-
ческой системой отсчета. 

Сформулируем закон инерции: в инерциальных системах отсче-
та свободная материальная точка сохраняет свою скорость по ве-
личине и направлению, она совершает относительно инерциальных 
систем отсчета прямолинейное равномерное движение. 

Первый закон (закон инерции) постулирует возможность суще-
ствования систем отсчета, движущихся без ускорения, т. е.  поступа-
тельно, равномерно, прямолинейно. Любая такая система отсчета мо-
жет быть принята за неподвижную систему координат. Закон инерции 

можно сформулировать с применением понятия уравновешенной сис-
темы сил, под действием которой несвободная материальная точка 
ведет себя как свободная: в инерциальных системах отсчета под дей-
ствием уравновешенной системы сил материальная точка не испыты-

вает ускорений и движется равномерно и прямолинейно. 
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Приведем обратную формулировку закона инерции: система 
сил, приложенная к материальной точке, является уравновешенной,  
если под ее воздействием точка находится в состоянии относитель-
ного покоя или движется равномерно и прямолинейно. 

В статике уже рассматривалась эта аксиома, определяющая 
уравновешенную систему сил, которая, как уже отмечалось, эквива-

лентна нулю и может быть отброшена: .0
1

∑
=

→
=

n

i
iF  

Свободная (изолированная) материальная точка не испытывает 
силовых воздействий со стороны других точек или тел, и, следова-
тельно, ускорение изолированной материальной точки всегда равно 
нулю. Материальная точка не может самопроизвольно изменить свою 

скорость. Для изменения скорости изолированной материальной точки 

совершенно необходимо какое-то внешнее силовое воздействие со сто-
роны другого тела. 

Закон инерции выражает основное свойство материального       
тела – неспособность сообщать самому себе ускорение. 

В Природе нет полностью изолированных тел, поэтому инерци-

альные системы отсчета вводятся условно при решении конкретных 
задач с той или иной степенью приближения. 

Приведем другие формулировки закона инерции. 

Материальная точка сохраняет состояние покоя или равно-
мерного прямолинейного движения до тех пор, пока действие других 
тел не изменит это состояние.  

Если материальная точка не взаимодействует с другими тела-
ми, то она находится в состоянии покоя или равномерного прямоли-
нейного движения. 

 

Основной закон динамики материальной точки (Второй за-
кон Ньютона) 

Когда на точку действует неуравновешенная система сил, рав-

нодействующая которой равна геометрической сумме ∑
=

→→
=

n

i
iFF

1

,  точ-

ка будет двигаться или по криволинейной траектории, или неравно-
мерно по прямой. То есть точка будет иметь некоторое ускорение  
(рис. 1.2.1). Связь между действующей на точку силой и вызываемым 

этой силой ускорением устанавливается вторым законом  динамики. 
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                                          Рис. 1.2.1 

 

Ускорение материальной точки относительно инерциальной 
системы отсчета пропорционально приложенной к точке силе, сов-
падает с ней по направлению, и обратно пропорционально массе 
точки: 

                                          ⋅=

→
→

m

F
a                                              (1.2.1) 

Здесь  
→
а  – ускорение, сообщаемое материальной точке; m –  ко-

эффициент пропорциональности, связывающий силу с ускорением, 

появившимся в результате приложения силы.  

Векторная формула (1.2.1) характеризует основной закон дина-
мики. Эту формулу можно записать в следующем виде: 

                                          ⋅=
→→
Fam                                            (1.2.2) 

То есть произведение массы материальной точки на ее ускоре-
ние равно действующей на точку силе. Формула (1.2.2) называется 
основным уравнением динамики материальной точки в векторной 

форме. 

Если ,0=
→

F  то ,0=
→
a  т. е. движение точки подчиняется закону 

инерции. 

Основному уравнению динамики материальной точки (1.2.2) 

можно придать другую форму. Для этого запишем ускорение точки в 

виде второй производной по времени от радиус-вектора )(tr
→

, опреде-
ляющего положение точки в инерциальной системе отсчета:  

                                           
2

2

dt

rd
a

→
→
= . 
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В результате из уравнения (1.2.2)  получаем  векторное диффе-
ренциальное уравнение  движения  материальной точки  (уравнение 
второго порядка): 

                                        ⋅=
→

→

F
dt

rd
m

2

2

                                       (1.2.3) 

Так как вектор ускорения точки  может  быть представлен также 
в виде первой производной от  скорости по времени  

                                              
dt

Vd
a

→
→
= ,     

то уравнение (1.2.2) может быть записано в виде дифференциального 
уравнения первого порядка: 

                                              ⋅=
→

→

F
dt

Vd
m                                        (1.2.4) 

Любое векторное уравнение может быть записано в проекциях 
на оси системы координат, которая применяется при решении кон-

кретной задачи. Представим вектор ускорения и вектор силы в декар-
товой системе осей координат: 

          
→→→→

++= kajaiaa ZYX ,        ⋅++=
→→→→
kFjFiFF ZYX  

Здесь ZYX aaa ,,  – проекции ускорения на оси координат; 
ZYX FFF ,, –  проекции равнодействующей. 

От векторной формы основного уравнения (1.2.2) можно пе-
рейти к уравнениям в проекциях. Уравнение (1.2.2) будет эквива-
лентно трем скалярным уравнениям: 

               ,XX Fma =     ,YY Fma =     .ZZ Fma =                               (1.2.5) 

Если решается плоская задача и материальная точка движется в 
плоскости  ,OXY  то ее движение описывается двумя уравнениями: 

                 XX Fma =     и       .YY Fma =                                    (1.2.6) 

Проекции ускорения точки представим в виде первой производ-

ной от  скорости по времени: 

           ,X
X

X V
dt

dV
a

•
==     ,Y

Y
Y V

dt

dV
a

•
==     ,Z

Z
Z V

dt

dV
a

•
==  

или второй производной от радиус-вектора точки и ее координат: 
 

 

               ,2

2 ••

== X
dt

Xd
aX     ,2

2 ••

== Y
dt

Yd
aY     ,2

2 ••

== Z
dt

Zd
aZ   
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где  
)(tVV XX = ,  )(tVV YY = , )(tVV ZZ = , )(tXX = , )(tYY = , )(tZZ =  

– переменные по времени проекции  скорости и координаты 

движущейся точки. 

Уравнения (1.2.5) или (1.2.6) записываются в виде  дифференци-

альных уравнений  первого порядка: 
            ,X

X
F

dt

dV
m =    ,Y

Y
F

dt

dV
m =    ;Z

Z
F

dt

dV
m =                              (1.2.7) 

или дифференциальных уравнений  второго порядка: 

            ,2

2

XF
dt

Xd
m =   ,2

2

YF
dt

Yd
m =   ⋅= ZF

dt

Zd
m 2

2

                              (1.2.8) 

В случаях, когда известна траектория точки, удобно пользовать-
ся естественной системой координат, когда уравнение движения за-
дано в виде )(tss = .  

С учетом разложения силы на составляющие  

                                   
→→

τ

→→
+τ+= ,bFFnFF bn  

основное уравнение динамики представляется уравнениями: 

                  ,ττ Fma =   ,nn Fma =     .bb Fma =                          (1.2.9) 

Здесь τF , nF , bF  – проекции действующей  силы соответственно 
на касательную, нормаль и бинормаль к траектории. 

Уравнения (1.2.9) называются естественными уравнениями 
движения материальной точки. 

Необходимо помнить, что вектор ускорения лежит в соприка-
сающейся плоскости, образованной подвижными единичными векто-

рами  касательной 
→
τ  и нормали ,

→
n  и поэтому .0=ba   Следовательно, 

из уравнений (1.2.9) 0=bF (рис.1.2.2). 

τV
τt  τFτFτa

 
                                           Рис. 1.2.2 
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Из кинематики знаем: касательное и нормальное ускорения оп-

ределяются формулами 
••

τ === s
dt

sd

dt

dV
a 2

2

 и 
ρ

2V
an =  соответственно, 

а .
•

== s
dt

ds
V  

Уравнения (1.2.9) можно представить в дифференциальной 

форме: 

                     τF
dt

dV
m = ,             nF

V
m =

ρ

2

                            (1.2.10) 

или   

                      ,2

2

τ= F
dt

sd
m           nF

s
m =

•

ρ

2)(
.                          (1.2.11) 

Здесь 
•
s  – алгебраическое значение скорости; ρ  – радиус кри-

визны траектории в месте положения материальной точки. 

Уравнения (1.2.10) и (1.2.11) называются естественными диф-

ференциальными уравнениями движения материальной точки. 
 

Аксиома взаимодействия (Третий закон Ньютона) 
Всякому действию соответствует равное и противоположно 

направленное противодействие.  
Иными словами, силы, с которыми действуют друг на друга мате-

риальные точки, всегда равны по модулю. Эти силы направлены 

вдоль прямой, соединяющей эти точки, в противоположные стороны. 

Приведенная  аксиома  известна из курса статики. 

Важное значение этой аксиомы заключается в том, что она явля-
ется основой для объяснения сущности так называемого реактивного 
движения. Рассмотрим реактивное движение на простейшем примере. 
Представим  себе спортсмена, стоящего  на неподвижной  тележке 
(рис. 1.2.3, а). Предположим, что спортсмен и тележка  имеют одина-
ковый вес. Когда спортсмен  прыгает с  тележки, тележка откатывается  
в направлении, противоположном направлению прыжка спортсмена. 
Если  пренебречь сопротивлением движению тележки, то при условии 

равного веса спортсмена и тележки, последняя переместится от на-
чального положения на такое же расстояние, что и спортсмен. Причи-

ной возникновения движения тележки и спортсмена являются силы  



 

 11

взаимодействия между ними. Сила 1

→
F , с которой спортсмен давит во 

время прыжка на тележку, является действием, а реактивная сила 2

→
F , 

приложенная к спортсмену (рис. 1.2.3, б), является противодействием. 

Силы 1

→
F  и 2

→
F  равны по величине, но приложены к разным телам,     

т. е. 21

→→

−= FF . Причиной движения спортсмена является реактивная 

сила .2

→
F  

  
                         а                                                б 
 Рис. 1.2.3 

Согласно основному закону динамики можно записать  

                               
→→

= 111 amF      и  .222

→→
= amF  

Здесь 1m  и 2m  – массы тележки и спортсмена; 1

→
a  и 2

→
a  – уско-

рения тележки и спортсмена. 
Получаем    

                            
1

2

2

1

m

m

а
а

= . 

В соответствии с рассмотренным примером происходит движе-
ние ракеты. Как спортсмен отталкивается от тележки, так и ракета от-
талкивается от газов, истекающих из ее сопла. Такое реактивное дви-

жение не имеет ничего общего с «отталкиванием от воздуха». Именно 
поэтому принцип реактивного движения  используется  в  космиче-
ских ракетах и при запуске искусственных спутников в космос. 
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Аксиома независимости действия сил 

Если на материальную точку действует несколько сил, то уско-
рение, получаемое точкой, будет такое же, как и при действии одной 
силы, равной геометрической сумме этих сил (рис. 1.2.4). 

                                
                                            Рис. 1.2.4 

 

Смысл третьей аксиомы динамики заключается в том, что не-
сколько сил – ,,321 ...,, nFFFF

→→→→

 действующих на материальную точку, 

можно   заменить  их равнодействующей ∑
=

→→
=

n

i
iFF

1

.  

Из статики знаем, что сила ,
→
F  которая сообщает материальной 

точке такое же ускорение, как и заданная система сил  nFFFF ...,,, ,321 , 

называется равнодействующей силой. Тогда основной закон динами-

ки можно записать в виде 

                                          ∑
=

→→
=⋅

n

i
iFam

1

.                                        . 

Или  

                              ....321

→→→→→
++++=⋅ nFFFFam  

Поделим все члены уравнения на m  и получим 

                                ⋅++++=

→→→→

→

.
321

m

F

m

F

m

F

m

F
a

n
  

Слагаемые в правой части последнего уравнения представляют 
собой ускорения точки, вызванные соответственно каждой из прило-
женных сил: 
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                 ,1

1
→

→

= a
m

F
    ,2

2
→

→

= a
m

F
   ,3

3
→

→

= a
m

F
… .

n →
→

= na
m

F
 

Учитывая это, получаем 

                              ,321 naaaaa
→→→→→

++++=   

т. е. ускорение, получаемое материальной точкой под действием не-
скольких сил, может быть определено как геометрическая сумма ус-
корений, вызванных каждой из сил в отдельности: 

                                         ,
m

F
a

i

i

→
→

= ,   .,...,2,1 ni =  

 

1.3. Масса. Инертность. Принцип эквивалентности 

 Коэффициент   т,   входящий   в  основное    уравнение     дина-
мики  (1.1.2),  называется массой материальной точки и имеет              
очень важное физическое значение.  

Из уравнения (1.1.2) определяем массу как отношение вектора 
силы к вектору  ускорения:  

                                         →

→

=
a

F
m  .                                              (1.3.1) 

Масса представляет собой скалярную величину, которая всегда 
положительна. С точки зрения теоретической механики, масса мате-
риальной точки или тела является постоянной величиной, не завися-
щей от движения. 

Всякое тело противится попыткам изменить его состояние дви-

жения или покоя. Это свойство тел называется инертностью. В каче-
стве количественной характеристики инертности тоже используется 
масса тела. Из основного закона динамики видим, что различные си-

лы сообщают материальной точке различные ускорения, пропорцио-
нальные силам. Причем при действии на различные тела одной и той 

же силой получаем: чем больше масса m  тем  меньше ускорение ,
→

a  

тем медленнее измеряется скорость точки. 

Следовательно, масса характеризует инертность тела, его «непо-
датливость» воздействию силы. 

Если применить уравнение (1.3.1) к материальной точке, нахо-
дящейся под действием силы тяжести ,

→

G  то получим 
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                                             →

→

=
g

G
m  .                                           (1.3.2) 

Здесь 
→
G — сила тяжести материальной точки (вес); 

→
g – ускоре-

ние силы тяжести (ускорение свободного падения) – величина, зави-

сящая от широты места  и высоты над уровнем океана (для средних 
широт, для Парижа, обычно принимают  g = 9,8081 м/с2

). 

Из уравнения (1.3.2) видно, что масса пропорциональна силе тя-
жести материальной точки. Масса служит более полной характеристи-

кой тела, чем сила тяжести (вес тела). Сила тяжести зависит от места 
положения тела, она  различна в разных точках Земли, а масса всегда 
остается одинаковой. Величина m   называется весомой массой, она 
может быть принята за меру количества вещества.  

Таким образом, масса является мерой инертности и мерой ко-
личества вещества, заключенного в заданном объеме тела. 

Многочисленными опытами установлено, что весомая и инерт-
ная масса тела совпадают. Это положение носит принцип эквивалент-

ности, т. е. материальность и инерция проявляются в механике как 
свойства эквивалентные. 

 

1.4. Размерность физических  величин в динамике 
В динамике вопрос о размерностях величин играет исключи-

тельно важную роль. Очевидно, при решении задач необходимо все 
данные брать в одной системе единиц. В настоящее время преимуще-
ственно пользуются международной системой единиц (СИ), в основе 
которой лежат единицы длины, времени и массы. Иногда еще приме-
няется техническая система единиц (МКГСС), в основе которой лежат 
единицы длины, времени и силы. 

Все остальные величины, встречающиеся в технической меха-
нике, измеряются производными единицами, которые получаются  из 
основных единиц. 

Рассмотрим международную систему единиц СИ.  

Основные единицы в этой системе: 
– за единицу длины принимается метр, м ; 

– за единицу массы – килограмм, кг,; 
– за единицу времени – секунда, с. 
Килограмм равен массе одного литра дистиллированной воды 

при 4 °С. 
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Единица силы в системе СИ является производной. 

За  единицу силы в этой системе принимается такая сила, кото-
рая способна сообщить массе в 1 кг ускорение, равное 1 м/с2

. Такая 
единица силы называется ньютоном, Н. 

Если в формуле maF =  принять, что т = 1кг; а = 1 м/с2
, то раз-

мерность силы в системе СИ выразится: 
                    ]H[]кгм/с[]кгм/с1м1кг1[][][ 22 ==⋅⋅== maF . 

Для удобства записи и вычислений применяются и более круп-

ны единицы силы, пропорциональные ньютону–килоньютоны кН и 

меганьютоны МН. 

Один килоньютон равен тысяче ньютонов. 
Один меганьютон равен тысяче килоньютонов или миллиону 

ньютонов. 
                    1кН = 1000 Н;   1МН = 1000 кН = 10

6
 Н. 

В  технической  системе единиц (МКГСС) за основные единицы 

принимаются: 
– единица длины – метр, м; 

– единица времени – секунда, с; 
– единица силы – килограмм, кГ. 

Килограмм (кГ) равен весу одного литра дистиллированной во-
ды при 4 °С. 

В  технической  системе единиц обозначения единицы силы со-
держат  большую   букву Г: 

–   килограмм-сила – кГ;  

–   грамм-сила – Г.  

 

В технической системе единиц масса измеряется в производных 
единицах. За единицу массы принимается такая масса тела,  которой 

сила,  равная 1кГ, сообщает ускорение, равное .м/с1 2  Эта единица но-
сит  название  техническая единица массы.  

Если в формуле 
a

F
m =  принять, что кГ1=F ; 2м/с1=a , то раз-

мерность массы выразится  

                                     .
м/с
кГ

][ 2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
α

=
F

m     

В технических расчетах приходится определять массу тела по 
его весу или вес по массе. Если задан вес G, то масса тела  
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g

G
m = . 

В динамике при решении задач очень важно тщательно прове-
рять размерности. Это предохраняет от ошибок в решении задач. 
Иногда возникает необходимость перейти от единиц одной системы к 
единицам другой системы. Основой для такого перехода является из-
вестный из физики факт, что тело массой в 1 кг весит 1 кГ силы. Сила 
тяжести, действующая на 1 кг массы, выраженная в ньютонах  (Н), со-
ответственно составит 

             H81,9кгм/с81,9м/с81,9кг1 22 ==⋅== mgG . 

Итак, один килограмм силы кГ эквивалентен 9,81 ньютонам, т. е. 
                             1кГ = 9,81Н    или 1Н = 0,102 кГ. 

Если при расчете нет необходимости в очень высокой точности, 

то можно условно принимать 
                                 1кГ≈10 Н         и    1н ≈0,1КГ. 
 

1.5. Принцип Даламбера для материальной точки 

Основное уравнение динамики свободной материальной точки  
→→

= Fam     перепишем в виде  

                                    .0)( =−+
→→
amF  

Обозначим     

                                    .
→→
α−=Φ m                                                (1.5.1) 

Получим   

                                     .0=Φ+
→→

F                                                (1.5.2) 

Очевидно, что  размерность складываемых величин одинакова 

                            [ ] [ ] .H
с
мкг
=

⋅
=Φ=F  

То есть векторная величина 
→
Φ имеет размерность силы, и, как 

следует из уравнения (1.5.1), направлена в сторону, обратную направ-
лению ускорения точки. Эту векторную величину 

→

Ф  называют силой 

инерции   материальной точки. 

Сила инерции равна произведению массы точки на ее ускорение 
и направлена против ускорения. 



 

 17

Если считать,   что ∑
→→

=
i

iFF , т. е.   вектор    
→
F   является      рав-

нодействующей   системы     сил,  приложенных  к точке,     то   урав-
нение (1.5.2) примет вид 

                                          ,0=Φ+
→→

∑
i

iF                                                 

т. е. в  каждый момент времени силы, приложенные к точке, могут 

быть уравновешены добавлением к ней силы инерции, (принцип  Да-
ламбера для свободной точки). 

Если на несвободную материальную точку наложены связи, ре-

акциями   которых являются  силы 
→

τR и ,
→

N   то  основное уравнение 
динамики несвободной   материальной точки   будет иметь вид 

                                       .
→→

τ

→→
++= NRFam                                 (1.5.3) 

Тогда  

                                         .0=Φ+++
→→→

τ

→
NRF                              (1.5.4) 

Действующие на движущуюся материальную точку активные 
силы и реакции связей можно в любой момент времени уравновесить 
добавлением к ним силы инерции. Понятие о силе инерции вводится 
для того, чтобы, используя принцип Даламбера, решать задачи мето-
дом статики. 

 

Пример 1.5.1.  Математический маятник  

Определить силу натяжения математического маятника, если 

задан закон изменения его амплитуды ).(tα=α  Действием силы со-
противления воздуха пренебречь. 

Решение 
Математический маятник – это материальная точка M массой 

m привязанная к нити OM  длиной L , движущаяся по дуге окружно-
сти радиуса L  (рис. 1.5.1). 

Амплитуда – это переменный угол )(tα=α  отклонения нити 

OM от вертикали OА , которая определяет положение равновесия ма-
ятника. 

Рассмотрим силы, приложенные к точке :M  

– активная сила, сила тяжести ;
→→

= gmG  

– реакция связи, сила натяжения нити ;
→

N  

– сила инерции  ⋅α−=Φ
→

m  
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                                             Рис. 1.5.1 

 

Для решения выбираем плоскую естественную систему коорди-

нат .Mnτ  

Запишем векторное уравнение (1.5.4) для нашего случая 

                                    .0=Φ++=
→→→→

∑ NGF
i

i                                    (1) 

Перепишем (1) в координатной форме. Учитывая, что сила 
инерции точки M  раскладывается на касательную и нормальную со-
ставляющие: 

                                 ,
→→

τ

→

Φ+τΦ=Φ nn                                                      

из уравнения (1.5.4) получаем два алгебраических  уравнения  

                              
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=Φ++=

=Φ+=

∑
∑ τττ

.0

,0

nnni

i

NGF

GF
                                (2) 

Здесь проекции силы тяжести равны. 

                          ,sinα−=τ GG    .cos α−= GGn  

Составляющие вектора   силы инерции находим по формулам: 

                               ,τ
→

τ

→
−=Φ am  nn mα−=Φ

→

. 
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Вычисляем силы инерции:  

dt

dV
m=Φτ  –  касательная сила инерции; 

L

V
mn

2

=Φ  – нормальная (центробежная) сила инерции.  

Здесь L  – радиус окружности. 

Зная закон изменения амплитуды, который в нашем примере 
принимается в общем виде  ),(tα=α  определим силы инерции: 

                          
dt

dα
=α=ω  – угловая скорость нити ОМ; 

                           LLV α=ω=  – скорость точки М: 

,⎟⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α

==τ dt

d

dt

d
mL

dt

dV
mФ    

                                              ;2

2

dt

d
mL

α
=Φτ  

,

22

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
α==Φ
•

L
L

m

L

V
mn    

                                                 .)( 2 Lmn

•
α=Φ  

Из второго уравнения системы (2) находим силу натяжения ни-

ти: 

  nn GN −Φ−= ,      ,cosα+= GmaN n     .cos)( 2 α+α=
•

GLmN  

 

1.6.  Две основные задачи динамики  

Из основного уравнения динамики устанавливается связь между 
приложенными к точке силами и движением точки. Различают две ос-
новные задачи, которые решаются на основании аксиом динамики,  

изложенных  выше. 
Первая задача динамики заключается в том, что по заданному 

движению точки требуется определить равнодействующую всех сил, 
в том числе и реакций связей, если точка не свободна. Решение этой 

задачи сводится к определению ускорения и, следовательно, к диффе-
ренцированию по времени заданных уравнений движения. Методы 

определения ускорения точки зависят от способа задания ее движения. 
Определив ускорение точки, нужно затем воспользоваться основным 

законом динамики и найти действующую силу. Если на точку действу-
ет несколько сил и неизвестны лишь некоторые из них, то для их оп-
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ределения приходится использовать аксиому независимости действия 
сил. 

Вторая задача динамики  заключается в том, чтобы по задан-

ным силам определить движение точки. Это – обратная задача дина-
мики и ее решение в общем случае значительно труднее по сравнению 

с решением прямой задачи. Здесь также приходится использовать ос-
новной закон динамики. Из этого закона определяется ускорение че-
рез действующую силу и заданную массу точки. 

При известном ускорении точки еще нельзя полностью опреде-
лить ее движение, а также вычислить путь, пройденный точкой, или 

время ее движения и т. п. Для решения обратной задачи следует рас-
полагать некоторыми добавочными данными, которые называют на-
чальными условиями. Эти начальные условия должны определять ско-
рость и положение точки для какого-то момента времени. Тогда, зная 
ускорение, мы сумеем найти скорость, пройденный путь и другие ки-

нематические характеристики для любого момента времени. 

 

1.7. Примеры решения первой задачи динамики 

Решение первой основной задачи может быть найдено простым 

дифференцированием по времени кинематических уравнений движе-
ния.  Зная уравнения движения материальной точки )(tXX = , 

)(tYY = , )(tZZ = , можно определить, под действием какой силы 

),,( ZYX FFFF
→

 такое движение может происходить. Решение первой 

задачи динамики сводится к вычислению производных первого и вто-
рого порядка: 

                     
••

= XmFX ,    
••

= YmFY ,   
••

= ZmFZ . 
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Пример 1.7.1.  Первая задача динамики для прямолинейного 
движения материальной точки  

Задано уравнение движения материальной точки массой m  по го-

ризонтальной гладкой поверхности 2

2

1
taX ⋅= (рис. 1.7.1). 

Определить силу 
→
F , вызывающую движение. 

                               
                                           Рис. 1.7.1 

Решение  
На материальную  точку действуют три силы:  

1) сила тяжести  
→→

= gmG ,   
→
g – ускорение свободного падения; 

2) реакция гладкой горизонтальной плоскости  ;
→

N  

3) движущая сила .
→
F  

Силы 
→
G  и 

→
N  уравновешены; следовательно, основное уравне-

ние динамики   в   этом   случае   можно   написать   так: 

                                    ,
••

= XmF     где .
••

= Xa  

Следовательно,     .maF =  

 

Пример 1.7.2. Движение точки по эллипсу 
Точка массы m  движется по закону, определенному уравнения-

ми: 

)sin( tkAX ⋅⋅= ,                )cos( tkBY ⋅⋅= ,          ⋅= 0Z                 (1) 

Вычислить модуль и направление силы. 
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Решение 
Уравнения (1) описывают движение точки по эллипсу в плоско-

сти XOY  (рис. 1.7.2).  

              
                                     Рис. 1.7.2 

 

Вычислим производные 

                 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−=

⋅⋅⋅=
••

•

),sin(

),cos(

2 tkAmkX

tkkAX
            

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−=

⋅⋅⋅−=
••

•

).cos(

),sin(

2 tkBmkY

tkkBY
 

Найдем проекции силы 

                 
⎩
⎨
⎧

−=

⋅−=

,

),sin(

2

2

XmkF

tkAmkF

X

X
          

⎩
⎨
⎧

−=

⋅−=

.

),cos(

2

2

YmkF

tkBmkF

Y

Y
 

Вычислим модуль силы и направляющие косинусы 

                     ,222222 rmkYXmkFFF YX =+=+=  

r

X

rmk

Xmk

F

F
XF X −=

−
==

→

2

2

),cos( ,           
r

Y

rmk

Ymk

F

F
YF Y −=

−
==

→

2

2

),cos( . 

Здесь OM=r  – значение радиус-вектора точки М.  

Таким образом, установлено, что на точку действует сила при-

тяжения, модуль которой пропорционален массе точки и ее расстоя-
нию от центра. 
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Пример 1.7.3. Движение точки по гиперболе 
Уравнения движения точки, масса которой 20=m г, имеют вид 

         м)(15 55 tt eeX −+=        и              .м)(9 55 tt eeY −−=  

Требуется определить силу ,
→
F  под действием которой происхо-

дит заданное движение. 
  

Решение: 

                
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−⋅==

=+⋅==

−

−

,/5)(95

,/5)(155

55

55

смYee
dt

dY
V

смXee
dt

dX
V

tt

Y

tt

X

 

                
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅=−⋅⋅==

=+⋅⋅==

−

−

255

255

/25)(955

,/25)(1555

смYee
dt

dV
a

смXee
dt

dV
a

ttY

Y

ttX

X

 

Тогда 

H,5002520 XXmaF XX =⋅==   H.5002520 YXmaF YY =⋅==  

                   H.500500 2222 rYXFFF YX ⋅=+=+=  

Здесь   
                 22 YXr +=  – расстояние от точки до начала            

координат. 
Выведем уравнение  траектории точки, для чего найдем: 

            
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

+=

−

−

).(
9

),(
15

55

55

tt

tt

ee
Y

ee
X

         

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

−

.)(
9

,)(
15

255

2

255

2

tt

tt

ee
Y

ee
X

 

Вычитая левые и правые части полученных равенств, имеем 

⋅=−+−++=

=⋅+⋅−⋅−

−⋅+⋅+⋅=−−+=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−−

−−−

−−−−−

422

)2(

2)()(

915

10101010

555555

55555555255

22

tttt

tttttt

tttttttttt

eeee

eeeeee

eeeeeeeeee

YX
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То есть   

                                      .4
915

22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ YX

 

Разделив на 4, получим уравнение траектории точки: 

                       ,1
94154 2

2

2

2

=
⋅

−
⋅

YX
      или       1

1830 2

2

2

2

=−
YX

. 

                     ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+= 1

18
30)( 2

2Y
YX     ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= 1

30
18)( 2

2X
XY . 

Следовательно, движение точки  происходит по   гиперболе 
(рис. 1.7.3).  

                        
                                        Рис. 1.7.3 

 

Поясним, что сила 
→
F  направлена вдоль радиус-вектора .

→
r  

Для этого вычислим направляющие косинусы углов для 
→
r и :

→

F  

          
r

X
rX =
→

),cos( ,     ,
500

500
),cos(

r

X

r

X

F

F
FX

X ===
→

  

            
r

Y
rY =
→

),cos( ,        .
500

500
),cos(

r

Y

r

Y

F

F
FY

Y ===
→

  

 

Отсюда следует: 

              ),,cos(),cos(
→→

= FXrX       ),cos(),cos(
→→

= FYrY . 

Таким образом, сила 
→
F  направлена вдоль .

→
r  
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Пример 1.7.4. Движение несвободной точки  

Предположим, что материальная точка массой m  (мотоциклист) 

движется с заданной скоростью 
→
V  по дуге окружности заданного ра-

диуса R  (например, по мосту). Пренебрегая трением, определить дав-

ление 
→
N автомобиля на мост в двух случаях: 
а) если мост выпуклый (рис. 1.7.4 а),  
б) если мост вогнутый (рис. 1.7.4 б). 

  

             

                     а                                                             б 
                                         Рис. 1.7.4 

Решение 
Эту задачу решаем  в естественной системе  координат. 
Запишем основное уравнение динамики в проекциях на нор-

мальную и касательные оси. 

                        ,nn amF
→→

=                            .
→

ττ

→
= amF  

Если мотоциклист движется с постоянной скоростью, то  
                                      0=τa и  .0=τF  

Так как нормальная равнодействующая сил действующих на мо-
тоциклиста равна  

                 ,
→→→

+= NGF n         то                .
→→→

+= NGam n  

Так как  положительное направление нормали n  всегда совпада-
ет с направлением в сторону вогнутости кривой, то для двух указан-

ных в условиях задачи случаев имеем: 

а) nn maGNNGma −=⇒−= ; 

б) .GmaNGNma nn +=⇒−=  
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То есть мы видим, что давление мотоциклиста на мост в первом 

случае меньше. 
Нормальное ускорение находим по формуле  

                                        ⋅
ρ

=
2V

an   

Из полученных формул видим, что давление на мост в двух слу-
чаях  будет одинаково, если мотоциклист будет неподвижен. 

 То есть при 0=V , .GN =   
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2. РАБОТА И МОЩНОСТЬ 

 

2.1. Механическая энергия 

Энергия является общей количественной мерой движения всех 
видов материи. Энергия не исчезает и не возникает из ничего: она 
лишь может переходить из одной формы в другую. Понятие энергии 

связывает воедино все явления в природе. В соответствии с различ-
ными формами движения материи рассматривают разные виды энер-
гии – механическую, внутреннюю, электромагнитную, ядерную и др. 

Механическая энергия бывает двух видов – потенциальная энер-
гия П  и кинетическая энергия .T  

Потенциальная энергия (или энергия положения) определяется 
действием на материальную точку консервативных сил и зависит 
только от положения точки. 

Кинетическая энергия является мерой механического движения, 
она  определяется  скоростью и массой тел. 

Величину Е, равную сумме кинетической и потенциальной энер-
гий материальной точки частицы, называют полной механической 
энергией: .П TE +=  

Понятия энергии и работы тесно связаны между собой. Извест-
но, что работа совершается за счет запаса энергии, и наоборот, со-
вершая работу, можно увеличить запас энергии в каком-либо устрой-

стве. Другими словами, работа – это количественная мера изменения 
энергии: 

                                             .dEdA=  
 

2.2. Работа постоянной силы при прямолинейном движении 

материальной точки 

Если на материальную точку действует сила, то эта сила совер-
шает работу (механическую работу) по ее перемещению.  

Для решения многих задач динамики необходимо вычислять ра-
боту различных сил, постоянных и переменных.  

Рассмотрим сначала понятие работы для частного случая, когда 
действующая на материальную точку сила постоянна по величине и 

направлению, а точка перемещается по прямолинейной траектории, 

направленной, например, вдоль координатной оси  .OX  

Будем считать, что на материальную точку M действует посто-
янная по величине и по направлению сила constF =

→

  (рис. 2.2.1). 
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За некоторый промежуток времени tΔ  точка M  переместилась из 
положения 0M  в положение KM  по прямолинейной траектории. 

Введем обозначения: 
→
Δr – вектор перемещения точки, соединяющий точки 0M и ;KM  

XΔ – путь,   пройденный   точкой   из   положения   0M  в   по-
ложение ;KM  

X – переменная координата точки. 

Очевидно, что для прямолинейного движения модуль вектора 
перемещения   равен   .0ХXXr K −=Δ=Δ  

Работой силы 
→
F  при прямолинейном перемещении точки ее 

приложения называется произведение величины силы 
→
F   на величину 

перемещения XΔ  и на косинус угла между направлением силы и на-
правлением перемещения,  т. е. 

                                   ),,cos(
0

→→
Δ⋅Δ⋅= rFXFA

KММ                  (2.2.1) 

где  α=Δ
→→

cos),cos( rF  – косинус угла между направлением силы и на-
правлением перемещения точки. 

                   

                                                Рис. 2.2.1     

Произведение αcosF  есть проекция силы 
→
F  на направление 

перемещения материальной точки, т. е. на ось .OX  Следовательно, 
α= cosFFX  и работу силы можно определить как скалярное произ-

ведение вектора силы 
→
F и вектора перемещения :

→

Δr  

                         .
0

XFrFrFA XXMM K
Δ⋅=Δ⋅=Δ⋅=

→→
 

В случае постоянной силы геометрический  смысл работы 

KММA
0

 – это площадь прямоугольника, построенного в координатах 
сила-путь (рис. 2.2.2). 
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                                          Рис. 2.2.2 

 

В  данном   примере   угол  α   может   меняться   в   пределах    
от 0 до 180°.  

При α  < 90° работа является положительной. Когда сила с на-
правлением перемещения составляет острый угол, она называется 
движущей силой, ее работа всегда положительна. 

При α  > 90° – работа отрицательна. Если между направлениями 

силы перемещения тупой угол, сила оказывает сопротивление движе-
нию, совершает отрицательную работу и носит название силы сопро-
тивления. Примерами сил сопротивления могут служить силы реза-
ния, силы трения, силы сопротивления воздуха и другие, которые все-
гда направлены в сторону,  противоположную движению. 

При α  = 90° работа  равна нулю.  

При α  = 0°, т. е. когда направление силы совпадает с направле-
нием   скорости,    ,XFA Δ⋅=    так   как  190coscos ==α  .  

В международной системе единиц СИ единицей  работы принят 
джоуль, представляющий собой работу силы в один ньютон (Н) на 
совпадающем с ней по направлению перемещении длиной в один  

метр (м): [ ] м.Н1Дж1 ⋅==A  Единица работы – килоджоуль (кДж), рав-
на тысяче джоулей:  1кДж = 1000 Дж. 

 

Пример 2.2.1. Движение материальной точки по негладкой 

наклонной плоскости 

Материальная точка M  движется по негладкой наклонной 

плоскости под    действием    силы тяжести (рис. 2.2.3).    Вычислить 
работу сил,  действующих  на  точку,   при  перемещении  точки из  
положения 0M  в положение .KM  

Решение 
Изобразим на рис. 2.2.3 силы, действующие на плоскость: 
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→
G  –  сила тяжести; 

 
→
N  – нормальная реакция наклонной плоскости; 

 
→

трF  – сила трения скольжения. 

            
                                           Рис. 2.2.3     

 

Координатную ось OX  направим вверх по наклонной плоскости. 

Определим путь, пройденный точкой:  .0XXX K −=Δ  

Находим работу силы тяжести: 

                               .)(
0

XGGA XММ K
Δ⋅=

→
 

Так как  α⋅=⋅ sinGGX , то  

                            .sin)(
0

α⋅Δ⋅=
→

XGGA
KММ  

Но так как ,sin HX =αΔ     где H – высота, на которую подни-

мется точка по наклонной плоскости, то работа силы тяжести равна  
                            ,)(

0
mgНHGGA

KММ =⋅=
→

                                              

т. е.  )(
0

→
GA

KММ  – работа потенциальной силы. 

Находим теперь работу силы трения: 
                                  .0)(

0
<Δ−==

→→→

XFrdFFA тртртрММ K
 

Силу трения выражаем через коэффициент трения  по закону 
Кулона: ТРТР fNF ⋅= , где  ТРf  – коэффициент трения скольжения. Так 
как α= cosGN , получаем 

                            .cos)F( тр0
α⋅Δ⋅⋅−= XfGA трММ K

  . 
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2.3. Работа переменной  силы при прямолинейном движении 

материальной точки 

Пусть на материальную точку, движущуюся прямолинейно 
вдоль оси ,OX  действует не постоянная сила .constF ≠

→

 То есть эта сила 
изменяет при перемещении точки направление и численное значение. 
Так как положение точки на оси характеризуется переменной коорди-

натой ,X  то сила является какой-то функцией этой координаты: 

).(XFF
→→

=  

Полное перемещение представим как сумму n малых перемеще-
ний ,iXΔ   на   каждом  из  которых  действует  постоянная  сила         
→

iF  (рис. 2.3.1). 

 
                                            Рис. 2.3.1 

 

Очевидно, что на каждом отрезке проекция силы на направление 
движения точки тоже является функцией координаты точки:  

                               ))(cos()()( XXFXFX α⋅= . 

Построим график проекции силы на направление перемещения. 
Для малого i-го перемещения  работа равна iXii XFA Δ⋅=Δ  или 

площади заштрихованной трапеции на рис. 2.3.2  Полная работа опре-
делится как сумма площадей всех элементарных прямоугольников, ко-
торая в пределе, очевидно, равна площади, ограниченной осью абс-
цисс, кривой )(XFX  и двумя крайними ординатами этой                  

кривой (рис. 2.3.2).  
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                                                Рис. 2.3.2 

 

Полная механическая работа по перемещению точки из положе-
ния  0M  в положение  KM будет равна: 

.                             ∑ ∫
=→Δ

=Δ=
n

i

X

X
XiX

X
MM

K

iK
dXFXFA

10
0

0
.lim  

Величина, стоящая под интегралом будет представлять элемен-

тарную работу по бесконечно малому перемещению  .dX  

Элементарной работой силы называется скалярное произведе-
ние 

                                          .dXFrdFAd X ⋅=⋅=′
→→

 

 

2.4. Работа переменной  силы при криволинейном движении 

материальной точки 

В кинематике рассматривался вектор криволинейного переме-

щения точки 
→
Δr , соединяющий ее начальное и конечное положение 

(рис. 2.4.1). 

                         

                                 
                                          

                                        Рис. 2.4.1 
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Для вычисления работы силы при криволинейном движении 

точки разбиваем траекторию на бесконечно малые дуги isΔ . Хорда та-

кой дуги – вектор перемещения точки ,ir
→

Δ  соединяющий начало и ко-
нец дуги (рис. 2.4.2). 

 
                                            Рис. 2.4.2 

 

Пусть .0→Δ
→

ir  Тогда движение точки считаем прямолинейным, 

при постоянно действующей на точку силой 
→

iF  

Для малого i-го перемещения работа равна скалярному произве-
дению .

→→

Δ⋅=Δ iii rFA   

Работа по перемещению из положения 0M  в положение KM       

будет вычисляться как криволинейный интеграл: 

                           .lim
10 0

0
∑ ∫
=

→→→→

→Δ

=Δ=
→

n

i

M

M
ii

r

MM

K

K
rdFrFA  

То есть работа при криволинейном движении равна  

                                      .

0

0
∫

→→
=

K

K

M

M
MM rdFA  

Элементарной работой переменной силы 
→
F  называется ска-

лярное произведение, находящееся под знаком криволинейного инте-

грала, т. е.  работа на малом перемещении ,
→
rd  на котором              

изменением силы можно пренебречь: 

                                         .
→→

⋅= rdFdA  
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Элементарную работу силы 
→
F  на перемещении 

→
rd можно оп-

ределить и другим способом: 

                               .cosα==
→→

FdrrdFdA   
Выразим работу через проекции силы на координатные оси. 

Так как  
→→→→

++= kdZjdYidXrd      и       ,
→→→→

++= kFjFiFF ZYX  

то, используя правило  скалярного произведения, получаем  

                   .
0k0

∫ ++= KM

M ZYXMM dZFdYFdXFA       

Элементарная работа будет равна 
                           .dZFdYFdXFdA ZYX ++=  

Поскольку направление вектора перемещений 0→Δ
→

ir  считаем 

параллельным единичному вектору касательной 
→
τ i  к траектории, а 

длину хорды равной длине элементарной дуги  ,ii sr Δ=Δ
→

 то работа 

на конечном перемещении по криволинейной траектории KMM 0        

будет определяться суммированием по элементарным участкам        

траектории: 

                         .),cos(lim
10

0 i

n

i
i

r

MM srFFA
K

Δ⋅Δ⋅= ∑
=

→→

→Δ
→

 

На каждом элементарном участке 

),cos(),cos(),cos( iiiii FrF α=τ=Δ
→→→→

 и, следовательно, проекция силы 
→

iF  

на направление касательной равна : 
                                )cos( iii FF α⋅=τ . 

Тогда         

                                   .lim
10

0 i

n

i
i

r

ММ sFA
K

Δ⋅= ∑
=

τ
→Δ

→
 

Переходя от суммирования работы на элементарных прямоли-

нейных участках к непрерывной криволинейной траектории, получа-
ем интегральную формулу работы на конечном перемещении точки: 

                                      ∫ τ= K

K

M

MММ dsFA
00

. 
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Выражение, стоящее под знаком криволинейного интеграла яв-
ляется  элементарной работой силы 

                                   .dSFdA τ=  

 

 

Пример 2.4.1. Работа силы тяжести при криволинейном 

движении точки 

Материальная точка M  движется по криволинейной траектории 

в вертикальной плоскости XOY  под действием постоянной силы тя-

жести constgmG ==
→→

 (рис. 2.4.3). Вычислим работу силы тяжести 

при перемещении точки из положения 0M  в  положение KM .  

        
                                             Рис. 2.4.3 

 

Вычисляем криволинейный интеграл от скалярного произведе-
ния вектора силы тяжести и вектора элементарного перемещения точ-
ки: 

                           .)(

00

0
∫∫

→→→→→
==

KK

K

M

M

M

M
ММ rdgmrdGGA  

Далее 
→
gm  как постоянную величину выносим за знак интеграла. 

 Интеграл 
→→

=∫ rrd
KM

M 0

 представляет вектор перемещения точки. 
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Тогда работа силы тяжести будет определяться формулой 

.                   .cos)(

0

0
α===

→→→→→
∫ mgrrgmrdgmGA

K

K

M

M
MM  

Если координату точки 0M  обозначить как 00 hY =  (высота точ-
ки от поверхности Земли), а координату точки KM  через KK hY = , то 
из треугольника KАMM 0  (рис. 2.4.3) получаем вертикальный катет: 

                                  .cos 0 Khhr −=α  

Работа силы тяжести
→→

= gmF  при криволинейном движении 

равна разности значений функции mgh , взятых в положениях  0M  и 

KM , и не зависит от формы траектории точки: 

                          ).()( 00 KKMM hhmgmghmghGA
KO

−=−=
→

 

Очевидно, что для случая ,0 KYY =  т. е. когда конечное и на-
чальное положение точки находятся на одной высоте, 

090cos
0

== mgrA
KMM ,  независимо от  формы  траектории         

(рис. 2.4.4). 

 
                                               

                                            Рис. 2.4.4 

 

Силы, работа которых не зависит от формы траектории точ-
ки, а определяются вектором перемещения, называются консерва-
тивными (потенциальными). 

Например, сила тяжести является консервативной силой. 
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2.5. Силовое поле. Потенциальная энергия 

Силовое поле – это область пространства, в каждой точке 
которого на помещенную туда материальную частицу действует 

сила, определённая однозначной, ограниченной и дифференцируемой 

функцией ),,,( zyxFF
→→

=  или  ),,,( tzyxFF
→→

= . 

Эта функция, зависящая от координат материальной точки,  оп-

ределяет стационарное или нестационарное силовое поле, т. е.  не за-
висящее от времени или изменяющееся со временем.  

Частный случай силового поля – потенциальное поле (консерва-
тивное), когда на материальную точку, помещенную в это поле, дей-

ствуют потенциальные силы, не зависящие от формы траектории и 

закона движения точки. 

Для характеристики потенциального силового поля можно вве-
сти понятие потенциальной энергии частицы ),,(П ZYX .  

Перемещаясь в потенциальном поле, материальная точка не все-
гда изменяет свою потенциальную энергию. Например, точка может 
перемещаться по какой-то определенной поверхности поля,  на кото-
рой  потенциальная энергия точки не изменяется, .),,(П constZYX =  

Геометрическое место точек, в которых потенциальная энергия со-
храняет постоянное значение, называется поверхностью уровня, или 

эквипотенциальной поверхностью. Через каждую точку консерватив-
ного поля можно провести только одну такую поверхность. 

Установим связь между консервативной силой и потенциальной 

энергией. Консервативные (потенциальные силы)  можно вычислять 
по формулам в частных производных: 

            
X

FX ∂
∂

−=
П

,     
Y

FY ∂
∂

−=
П

,     ;
П
Z

FZ ∂
∂

−=                       

              ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=++=
→→→→→→→
k

Z
j

Y
i

X
kFjFiFF ZYX

ППП
.     (2.5.1) 

Дифференциальный оператор  

                          ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ →→→

k
Z

j
Y

i
X

ППП
 

определяет градиент скалярной функции координат ),,(П ZYX , кото-

рый обозначается либо символом Пgrad , либо П∇ , где 
→
∇  – оператор 

набла, который имеет вид 



 

 38

                            
→→→

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ k
z

j
y

i
x

. 

Тогда, вектор потенциальной силы можно представить в виде  

                               П.П −∇=−=
→

gradF                                   (2.5.2) 

Из последнего определения потенциальной силы следует, что 

сила 
→
F  всегда перпендикулярна поверхности ,),,(П constZYX =  т.е.  

направлена вдоль единичного вектора 
→
n  нормали к этой поверхности. 

Знак «минус» в формулах (2.5.1) и (2.5.2) указывает, что вектор 
→
F  

направлен в сторону уменьшения потенциальной энергии (рис. 2.5.1). 

 
                                                   Рис. 2.5.1 

 

Алгебраическое значение потенциальной силы определяем как 
производную от потенциальной энергии по направлению нормали к 
эквипотенциальной поверхности по формуле  

                                           
dn

d
F

П
−= . 

Запишем  формулу для работы потенциальных сил : 
 

.
ППП

00

0
∫∫

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=++=
KK MMMM

ZYX
K

MM dZ
Z

dY
Y

dX
X

dZFdYFdXFA  
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Можно сказать, что работа совершается за счет запаса потенци-

альной энергии. 

Под знаком интеграла имеем полный дифференциал : 

                            ,
ППП

П dZ
Z

dY
Y

dX
X

d
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=                             

поэтому выражение для работы принимает вид 

)).,,(П),,(П(П 000

0

0
ZYXZYXdA KKK

MM
K

MM

K

−−=−= ∫           (2.5.3) 

То есть работа потенциальной силы равна разности потенциаль-
ной энергии  в конечном KM  и начальном 0M положении материаль-
ной точки:  

              ),,(П),,(П 0000 KKK
K

MM ZYXZYXA −= . 

Элементарная работа dA  равна убыли потенциальной энергии, 

т. е.  равна  выражению под интегралом формулы (2.5.3): 

                                              П.ddA −=                      
Например, горизонтальная поверхность является поверхностью 

уровня поля силы тяжести. При переходе с одного потенциального 
уровня на другой сила тяжести совершает работу (рис. 2.5.2): 

                      )()( 0
0

KMM hhmgGA
K

−=
→

,                                          

где  величина Hhh K =− )( 0  определяет разность потенциальных 
уровней. 

                                     
                                          Рис. 2.5.2                             

 

Любой потенциальный уровень можно условно принять за нуле-
вой, для которого можно положить .0),,(П =ZYX  Например, в рас-
смотренном выше примере (пример 2.4.1, рис.2.4.3) можно выбрать 
новую ось координат *OX , для которой .0=Kh  В этой системе коор-
динат (рис. 2.5.3) положение KM  материальной точки                  
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совпадает с нулевым потенциальным уровнем .0),,(П =KKK ZYX  По-
тенциальная энергия точки в положении 0M  будет в этом случае рав-
на работе силы тяжести .),,(П 000 mgHZYX =  

 
                                          Рис. 2.5.3 

 

2.6. Потенциальная энергия силы упругости. Работа упругой 

силы 

Пусть материальная точка M  находится в равновесии в точке ,O  

которую примем за начало системы координат .XOY  

Сместим точку M  по оси OX из положения равновесия на расстоя-
ние .XΔ  Приложим к точке M  силу, направленную к положению равно-
весия (рис. 2.6.1). Пусть величина этой силы изменяется прямо пропор-
ционально смещению .XΔ  Такая сила называется силой упругости или 

восстанавливающей силой: 
                                        .упр XcF Δ⋅−=                                            (2.6.1  

Здесь                                                                          

 
 

                                               Рис. 2.6.1 
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   XΔ  — расстояние точки приложения силы до положения равно-
весия точки; 

   с — коэффициент пропорциональности, называемый также коэф-

фициентом жесткости упругой связи, наложенной на точку. 
Из формулы (2.6.1) следует: 

                                              ⋅
Δ

=
X

F
c

упр
          

Таким образом, коэффициент жесткости определяет необходимую 

величину силы,  для того чтобы сообщить упругому    телу   единичную 

деформацию. 

Коэффициент    жесткости  измеряется в единицах силы, отнесенных к 
единице длины, в Н/см, кН/мм (в международной системе),  и в кГ/см,     

(в технической системе единиц). 

Силы    упругости     возникают,     например,    при    деформа-
ции пружины. Эта   сила   всегда   направлена в    точку, соответст-
вующую     равновесному положению пружины. Знак «минус»             

в формуле (2.6.1)показывает, что сила упругости всегда направлена к 
началу координат, совпадающему с положением равновесия точки. 

Пусть положение точки M  на оси определяется координатой .X  

Тогда сила упругости, как сила, зависящая от положения точки,  

будет определяться формулой .)(упр XcXF ⋅−=  

Вычислим работу силы упругости на перемещении точки из по-
ложения 0M  в положение KM  с координатами 0X и KX  (рис. 2.6.2). 

                   
                                                   Рис.  2.6.2 

 

2

)(
)(

2
0

2

000

0

XX
cXdXcdXсXdXFA

K

MMMMMM
XMM

KKK

К

−
−=−=−== ∫∫∫ . 
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Найдем потенциальную энергию точки в положении :M  

)(П)0(П0 XА M −= ;      0)0(П = ;      
2

)(
)(П

2
0

2

0

XX
cXA

K
M

−
−=−= ;  

                                              
2

)(П
2X

cX = . 

 

2.7.  Мощность 

Работа, совершаемая в единицу времени, называется  мощно-
стью. Если за время dt  совершается работа dA , то мощность равна:        

                                            
dt

dA
N = . 

Мощность определяется как скалярное произведение вектора 
силы на вектор скорости:  

                       .
dt

dA

dt

rdF

dt

rd
FVFN =

⋅
==⋅=

→→→
→→→

 

Взяв элементарную работу dA  в виде  ,
→→

= rdFdA  получим для 
мощности выражение 

                      .ZZYYXX VPVPVPVFP ++=⋅=
→→

 

В международной системе единиц СИ единицей мощности яв-
ляется ватт: Дж/сВт][ ==N . 
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3 . ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ ТОЧКИ 

 

3.1. Две меры механического движения материальной точки 

Воздействие на данное тело со стороны других тел  вызывает 
изменение его скорости. Опыт показывал, что одинаковые воздейст-
вия на разные тела вызывают разные по величине изменения скоро-
стей этих тел.  

При взаимодействии   тел преобразование механического дви-

жения в одном случае   может   сопровождаться переходом    части 

механической энергии в   другие   виды   энергии   (теплоты, электри-

чества и т. д.). 

В другом случае такого перехода энергии механического дви-

жения может не происходить, например, абсолютно упругий удар 
двух тел.  

Каждый из этих случаев имеет свои измерители движения тел. 
В первом случае мерой механического движения является кине-

тическая энергия, во втором – количество движения. 
Из элементарного курса физики знаем, что кинетическая энер-

гия, материальной точки равна половине произведения массы точки 
на квадрат ее скорости: 

                                        ⋅=
2

2mV
T   

Так как квадрат скорости точки равен: 

                                  2222
ZYX VVVVVV ++=⋅=

→→
,                               

то кинетическую энергию точки можно определять по формуле 

                              
( )

⋅
++

=
2

222
ZYX VVVm

T  

Из элементарного курса физики знаем также, что количеством 

движения материальной точки называется величина, равная  произ-
ведению массы точки на ее скорость и направленная вдоль вектора 

скорости точки:  .
→→

= VmQ  

Для векторной величины ZYX QkQjQiQ
→→→→

++= могут быть оп-

ределены ее проекции на координатные оси, модуль вектора и на-
правляющие косинусы. 

Так как вектор скорости точки равен: 

                                ZYX VkVjViV
→→→→

++= ,  
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 то             ,XX mVQ =          ,YY mVQ =                 ,ZZ mVQ =    

                                     222
ZYX QQQQ ++= , 

  ,),cos(
Q

Q
XQ

X=
→

   ,),cos(
Q

Q
YQ

Y=
→

     ⋅=
→

Q

Q
ZQ

Z
),cos(  

 

3.2. Теорема об изменении количества движения. Импульс силы 

Запишем основное уравнение динамики точки в виде векторного 
дифференциального уравнения первого порядка : 

                                                 ⋅=
→

→

F
dt

Vd
m   

Так как масса точки  постоянна, т. е. ,constm =  внесем ее под 

знак дифференциала:     

                                   ⋅=
→

→

F
dt

Vmd )(
 .                                          (3.2.1) 

В результате определяем производную от количества движения 
точки. 

Теорема  (дифференциальная форма): производная по времени от 

вектора количества движения точки равна  вектору равнодействующей 
системы  сил, действующих на точку. 

Следствие: так как вектор количества движения равен:  

                          ,
→→→→

++= kmVjmVimVVm ZYX                                 

а вектор равнодействующей – 

                         ,
→→→→

++= kFjFiFF ZYX                                             

то формула (3.2.1) запишется в координатной форме: 

  ,
)(

X
X

F
dt

mVd
=       ,

)(
Y

Y
F

dt

mVd
=        .

)(
Z

Z
F

dt

mVd
=             (3.2.2) 

Следствие из теоремы: Производная по времени от проекции коли-
чества движения точки на координатную ось равна проекции равнодей-
ствующей  на эту ось.  

В дифференциальном  уравнении (3.2.1) разделим переменные 

                                    .)( dtFVmd
→→

=                                         (3.2.3) 

Обозначим  )(tSddtF
→→

=  – элементарный импульс силы. 
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Из уравнения (3.2.3) получаем: дифференциал количества движения 
материальной точки равен элементарному импульсу силы. 

Вычислим определенные интегралы от левой и правой частей урав-
нения (3.2.3): 

                             .)(
0 0
∫ ∫

→→
=K KV

V

t

t
dtFVmd                                     (3.2.4) 

Как известно, пределы определенного интеграла определяют 
границы интервала интегрирования. В динамике точки интервалам 

интегрирования соответствуют значения параметров движения в на-
чале и в конце периода наблюдения за точкой. 

В уравнении (3.2.4) имеем соответственно: 
0t  – значение начального момента  времени; 

Kt  – значение конечного момента  времени; 

0

→
V  – начальная скорость точки; 
→

KV – начальная скорость точки. 

В правой части уравнения (3.2.4) величина )(
0

tSdtF
Kt

t

→→
=∫          

называется импульсом силы 
→
F  за конечный промежуток времени  

.0ttt K −=Δ  

Проинтегрируем левую часть уравнения (3.2.4): 

                                  .)( 0
0

→→→
−=∫ VmVmVmd K

V

V

K
 

В результате получаем интегральную форму теоремы.  

Разность количеств движения материальной точки за конечный и 
начальный моменты времени равна импульсу равнодействующей системы 

сил, действующих на точку:  

                                   ).(0 tSVmVm K

→→→
=−                                 (3.2.5)  

Так как импульс силы – векторная величина, то 

                                 .)(
→→→→

++= kSjSiStS ZYX  

Здесь проекции импульса силы на оси координат равны соответст-
венно: 

          ∫= Kt

t XX dtFS
0

,      ∫= Kt

t YY dtFS
0

,           .
0
∫= Kt

t ZZ dtFS  
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Для прямоугольной системы координат можем записать:       

 
→→→→

++= kVjViVV
KZYKKXK ,            .

0000

→→→→
++= kVjViVV ZYX  

Тогда получаем координатную запись интегральной формы теоремы. 

Следствие из теоремы. Разность проекций вектора количества 
движения точки на координатную ось за конечный и начальный моменты 

времени равна проекции импульса равнодействующей системы сил, дейст-

вующих на точку.  
                                  ),(

0
tSmVmV XXKX =−  

                                  ),(
0

tSmVmV YYKY =−                              (3.2.6) 

                                  ).(
0

tSmVmV ZZKZ =−  

 

3.3. Момент количества движения точки 

       Теорема об изменении момента количества движения точки 

Из статики известно, что любая векторная величина (например, век-
тор силы) создает момент относительно точки (полюса), не лежащей на ли-
нии действия  заданного вектора. Этот момент тоже является векторной ве-
личиной, которая определяется  векторным произведением. Например, в 

статике мы определяли момент силы ,
→
F  приложенной к точке ,A  относи-

тельно точки O : 

                                   ,)(
→→→→

×= FrFM AO                                                (3.3.1) 

где Ar
→

 – радиус-вектор точки приложения силы .
→
F  

Направление вектора )(
→
FM O определяется по правилу векторно-

го произведения:  

                         
→→

⊥ FFM O )(     и     
→→

⊥ AO rFM )( . 

Аналогично для вектора 
→
Vm  можно получить вектор момента 

количества движения точки M (рис. 3.3.1): 

                                 
→→→

×= VmrVmM O )( ,                                       (3.3.2) 

где  
→
Vm – количество   движения    точки ,M

→
r – радиус-вектор      

точки .M  

Вектор импульса силы, приложенной к точке ,M  также создает мо-
мент относительно точки O (рис. 3.3.2): 
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                                    ).())(( tSrtSM O

→→→→
×=                                          (3.3.3) 

Алгебраические значения моментов определяем по формулам для 
векторного произведения: 

                          ;sin)( mVO hmVrmVVmM ⋅=β⋅⋅=
→

 

                         .)(sin)())(( SO htSrtStSM ⋅=α⋅⋅=
→

 

Здесь   

α⋅= sinrhS  – плечо вектора )(tS
→

 (высота треугольника, построен-

ного на сторонах 
→
r  и )(tS

→
), рис. 3.3.1); β⋅= sinrhmV  – плечо вектора 

→
Vm  (высота треугольника, построенного на сторонах 

→
r  и 

→
Vm ),  

рис.3.3.2. 

 
                      Рис.  3.3.1                                                Рис.  3.3.2 

Согласно правилу векторного умножения, векторы ))(( tSM O

→→
 и 

)(
→→
VmM O  направлены перпендикулярно плоскостям  треугольников, обра-

зованных  векторами )(tS
→

и 
→
r или 

→
Vm и .

→
r  

Вычислим производную по времени от момента количества движе-
ния точки :M  

          
dt

Vmd
rVm

dt

rd
Vmr

dt

d

dt

VmMd
→

→→
→

→→
→→

×+×=×=
)(

)(
))(( 0

. 
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Так как  
→

→

=V
dt

rd
,   то  0=×

→→
VmV , и,  следовательно,   

                                
dt

Vmd
r

dt

VmMd
M

→
→

→→

×=
)())(( 0

. 

Учитывая  (3.2.1) и (3.3.1), получаем    

                                          
→→

→→

×= Fr
dt

VmMd )(0
,                                              

т.  е.     

                                      )(
))(( 0

→→
→→

= FM
dt

VmMd
O .                                  (3.3.4) 

Теорема  (дифференциальная форма). Производная по времени от 

момента количества движения относительно какого – либо полюса  равна 
моменту  равнодействующей относительно этого полюса. 

Переходя к проекциям на координатные оси, получаем 

              
→→→→→→→→
⋅+⋅+⋅= kVmMjVmMiVmMVmM ZYXO )()()()(  

и 

                    
→→→→→→→→
⋅+⋅+⋅= kFMjFMiFMFM ZYXO )()()()( .       

Здесь 

)(
→
VmM X , )(

→
VmMY ,  )(

→
VmM Z  – моменты вектора 

→
Vm  относи-

тельно координатных осей; )(
→
FM X , )(

→
FMY , )(

→
FM Z  – моменты век-

тора 
→
F  относительно координатных осей. 

Получаем уравнения в проекциях на оси координат:  

)(
)( →

→

= FM
dt

VmdM
X

X ,  )(
)( →

→

= FM
dt

VmdM
Y

Y
,  )(

)( →
→

= FM
dt

VmdM
Z

Z
. 

Следствие из теоремы. Производная по времени от момента коли-
чества движения относительно какой-либо оси  равна  моменту равно-
действующей относительно этой оси. 
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3.4. Теорема об изменении кинетической энергии матери-

альной точки 

Пусть сила 
→
F , действующая на точку ,M  является функцией  

положения точки )(
→→→

= rFF . Здесь 
→
r – радиус-вектор точки .M  

Запишем  основное уравнение динамики: 

                                   )(
→→

→

= rF
dt

Vd
m .                                         (3.4.1) 

В уравнении (3.4.1) от параметра t  переходим к параметру .
→
r  

Умножим правую часть уравнения (3.4.1) на дробь 1=→

→

rd

rd
 и 

преобразуем  уравнение: 

                 ,
→

→

→

→

=⋅⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
F

dt

Vd

rd

rd
m

M

M
   ⋅=⋅⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
→

→

→→

F

rd

Vd

dt

rd
m

M

M
  

Так как   
→

→

=V
dt

rd
,   то     

                                            
→

→

→
→

=⋅ F

rd

Vd
Vm .   

В дифференциальном уравнении разделим переменные:  

                                             
→→→→

⋅=⋅ rdFVdVm .                          (3.4.2) 

Внесем вектор   ⋅
→
V  под знак дифференциала : 

                                      .
2

1
2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=⋅
→→→
VdVdV    

Так масса точки ,constm =    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅

→→

2

2mV
dVdVm . 

Из уравнения (3.4.2) получаем теорему об изменении кинетиче-
ской энергии в дифференциальной форме: 

    

                               
→→

⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
rdF

mV
d

2

2

.                                      (3.4.3) 
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Или   

                                     ⋅=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
→→

→ )(
2

2

rF

rd

mV
d

 

Так как правая часть уравнения (3.4.3) представляет собой эле-
ментарную работу 

                                       
→→

⋅= rdFdA ,                                               

то, 

                                       .
2

2

dA
mV

d
M =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
                                    (3.4.4) 

То есть дифференциал кинетической энергии равен элементар-
ной работе. 

Если использовать обозначение      T
mV

=
2

2

,    то  

                                     .dAdT =                                                 (3.4.5) 

Вычислим определенные интегралы каждой части уравнения 
                                       ,0

0

TTdT K

T

T

K −=∫                                        

где  0T – значение кинетической энергии в начальном положении         

точки;  KT  – значение кинетической энергии в конечном  положении 

точки. 

                                   .
0

0
K

K

MM

r

r
AdA =∫

→

→  

Здесь 
KMMA

0
–  работа силы на перемещении точки, 0

→
r  – ради-

ус- вектор начального положения точки; Kr
→

 – радиус- вектор конеч-
ного положения точки. 

То есть в интегральной формулировке имеем: 

изменение кинетической энергии точки при некотором ее пере-
мещении равно работе действующей силы на том же перемещении: 

                                        .
00 KMMK ATT =−  

Или                              .
22 0

2
0

2

KMM
K

A
mVmV

=−  
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Рассмотрим иной способ вывода теоремы об изменении кинети-

ческой энергии.  

Левую и правую часть основного  уравнения динамики для 
  точки M  скалярно умножим на вектор скорости: 

                         ,
→

→

= F
dt

Vd
m    ⋅⋅=⋅

→→
→

→
VF

dt

Vd
Vm  

Как и в предыдущем случае  

                                 ⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⋅

→→

2

2mV
dVdVm  

Тогда  

                               ,
2

2

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

→
→ mV

dt

d

dt

Vd
Vm   

и, следовательно,  

                                     ⋅⋅=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ →→
VF

mV

dt

d

2

2

 

Здесь правая часть уравнения – мощность действия силы :
→
F  

                                        
→→
⋅= VFN .  

Получаем дифференциальную форму теоремы: 

                          N
mV

dt

d
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

2

   или ⋅= N
dt

dT
  

То есть производная по времени от кинетической энергии равна 
мощности равнодействующей системы сил, приложенных к точке. 

 

Пример 3.4.1. Движение точки вверх по наклонной плоско-
сти 

Определить расстояние ,остs  которое пройдет материальная точ-

ка до остановки вверх по наклонной плоскости, если ей сообщили на-
чальную скорость  0V . Коэффициент трения трf    и угол α  наклона 
плоскости   заданы  (рис. 3.4.1). 

Решение 
Для решения применяем интегральную запись теоремы  

                                      ⋅=−
KMM

K
A

mVmV

022

2
0

2
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По условию задачи в конечном положении   точка должна оста-
новиться,  т. е.   .0=KV     Следовательно,  

                                       ⋅=−
KMMA

mV

02

2
0

  

Вычислим работу ,
0 KMMA  в выражение которой должна вхо-

дить неизвестная величина ..остs  Продолжая решение примера 2.2.1, 

получаем  

                            );F()( тр000 КKK ММММMM AGAA +=
→

 

                           осттрMM sGfGA
K

⋅α⋅+α⋅⋅−= )sincos(
0

. 

.  

                                             Рис. 3.4.1    

Тогда   

                        ⋅⋅α⋅+α⋅⋅−=− осттр sGfG
mV

)coscos(
2

2
0

 

В результате получаем ответ задачи: 

                            ⋅
α+α⋅⋅

= 2
0

)sincos(2

mV

fG
s

тр
ост  

 

Пример 3.4.2. Математический маятник 

Математический маятник имеет длину L  (рис. 3.4.2). В началь-
ный момент времени маятник отклонен от положения равновесия на 
угол 0α   (положение 0М ) и отпущен без начальной скорости. Требу-
ется определить скорость маятника в момент, когда он,  пройдя поло-
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жение равновесия ,0=α  отклонится от вертикали на угол Kα  и зай-

мет положение .KМ  

                     

α

 
                                           Рис. 3.4.2   

Решение 
Для решения применяем интегральную запись теоремы:  

                                      ⋅=−
KMM

K
A

mVmV

022

2
0

2

 

По условию задачи в начальном положении точка неподвижна, 
т. е. .00 =V     Следовательно  

                                       .
2 0

2

KMM
K

A
mV

=   

Скорость KV  соответствует положению точки ,M  когда маятник 
отклонится на угол  Kα  от положения равновесия.  

На маятник действуют две силы. 

 Сила  
→
N натяжения нити (реакция нити) и сила тяжести .

→
G  

Так  как сила ,
→→

⊥VN  то   работа этой силы  .0)( =
→
NA  

Работу на перемещении маятника совершает потенциальная си-

ла тяжести  

                                   .)( mgHHGGA =⋅=
→

 

Разность потенциальных уровней конечного и начального по-
ложения определяем, определяя вертикальные катеты треугольников 

00DOMΔ   и   :KK DOMΔ  

 

                     .coscos 00 KK LLOMOMH α⋅−α⋅=−=  

Тогда  

                               .)cos(cos
2 0

2

K
K

LmgH
mV

α−α⋅= . 
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Окончательно получаем  

                                   .)cos(cos2 0 KK gLV α−α=  

 

3.5. Законы сохранения в механике  
Рассмотрим частные случаи  изученных выше теорем. 

Выпишем эти теоремы в дифференциальной формулировке: 
1. Теорема об изменении количества движения:   

                                     ⋅=
→

→

F
dt

Vmd )(
 

2. Теорема об изменении момента количества движения: 

                               ).(
))((

0

0
→→

→→

= FM
dt

VmMd
  

3. Теорема об изменении кинетической энергии: 

                                         .N
dt

dT
=         

Теперь предположим, что правые части этих дифференциальных 
уравнений равны нулю, т. е.  имеем следующие выражения: 

                0
)(
=

→

dt

Vmd
,   0

))(( 0 =

→→

dt

VmMd
,  ⋅= 0

dt

dT
.                (3.5.1) 

В этом случае  

                ,
→

= constVm    ,)(0 constVmM =
→→

   ⋅= constT  

В результате имеем законы сохранения: 
1. Закон сохранения количества движения: если равнодейст-

вующая сил, приложенных к материальной точке, равна нулю, то ко-
личество движения точки не изменяется. 

2. Закон сохранения момента количества движения: если мо-
мент равнодействующей сил, приложенных к материальной точке, 
равен нулю, то  момент количества движения точки не изменяется. 

3. Если мощность равнодействующей сил, приложенных к мате-
риальной точке, равна нулю, то кинетическая энергия точки не изме-
няется. 

Векторные формулы (3.5.1) можно переписать в координатном 

виде:  



 

 55

                            

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

,0
)(

,0
)(

,0
)(

dt

mVd

dt

mVd

dt

mVd

Z

Y

X

  и   

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

→

→

→

.0)(

,0)(

,0)(

FM

FM

FM

Z

Y

X

 

В этом случае имеем другую формулировку законов сохранения: 
1. Закон сохранения количества движения: если проекция рав-

нодействующей сил на какую-то ось  равна нулю, то проекция коли-

чества движения на эту ось будет постоянной величиной: 

                        
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

,

,

,

соnstmV

соnstmV

соnstmV

Z

Y

X

  если  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

.0

,0

,0

Z

Y

X

F

F

F

 

Или в интегральной форме: если проекция импульса равнодей-

ствующей сил на какую-то ось  равна нулю, то проекция количества 
движения на эту ось будет постоянной величиной: 

                             
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=−

=−

,0

,0

,0

0

0

0

ZKZ

YKY

XKX

mVmV

mVmV

mVmV

 если  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

.0

,0

,0

Z

Y

X

S

S

S

 

2. Закон сохранения момента количества движения: если мо-
мент равнодействующей сил относительно какой-то оси равен нулю, 

то  момент количества движения точки относительно этой оси будет 

постоянным: т. е.  если   ,0)( =
→
FM X  ,0)( =

→
FMY  ,0)( =

→
FM Z  то  

           ,)( constVmM X =
→

 ,)( constVmMY =
→

  .)( constVmM Z =
→

 

Или в интегральной форме: если момент импульса равнодейст-
вующей относительно какой-то оси равен нулю, то момент  количест-
ва движения относительно этой оси будет постоянной величиной:     

т. е.  если   ,0)( =
→
SM X   ,0)( =

→
SMY  ,0)( =

→
SM Z  то   

   ,0)()( =−
→→
VmMVmM XначX         ,0)()( =−

→→
VmMVmM YначY  

                                  .0)()( =−
→→
VmMVmM ZначZ  
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3. Мощность равна скалярному произведению силы и скорости: 

 Если ,0=
→
F  то ,0=N  и,  следовательно, кинетическая энергия 

точки не изменяется. 
Теорему об изменении кинетической энергии запишем в другом 

виде. Так как dANdtdT ==  и   П,ddA −=     то   .ПddT −=  

Интегрируя,  получаем 

                         ,П constT +−=   или       .П constT =+   

Сумма кинетической и потенциальной энергии называется пол-
ной механической энергией: 

                                      .
2

2

mgH
mV

E +=  

Консервативными силами называют потенциальные силы, рабо-
та которых не зависит от траектории точки. Если на точку действуют 
консервативные силы, то полная механическая энергия остатся по-
стоянной .constE =  В этом случае выполняется закон сохранения 
полной механической энергии точки.  

 

Пример 3.5.1. Движение планеты 

Движение планеты M  происходит под действием силы притя-

жения 
→

cF ее к Солнцу, т. е. силы центральной силы. Траекторией пла-

неты является эллипс, в одном из фокусов которого находится Солнце 

(точка C ). Как связаны скорости 
→
V  планеты в перигее (минимально 

удаленная точка P )  и апогее (максимально удаленная точка А ) 

(рис. 3.5.1). 

                
                                              Рис. 3.5.1 
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Так как момент центральной силы 
→

cF  относительно точки C   

равен нулю, то момент количества движения относительно точки по-
стоянен: 

                                             .constmVh =  

Здесь h  – плечо вектора 
→
Vm  в произвольном положении точки. 

Для  всех положений точки M будут выполняться условия: 
                            .constCPmVCAmVmVh PA ===  

Следовательно,  

                                          
CP

CA

V

V

A

P = . 

 

Пример 3.5.2. Переход потенциальной энергии в кинетиче-
скую 

На примере свободного падения точки, исследуем изменение ее 
кинетической и потенциальной энергии. 

Решение 
Выберем систему координат XOY  и запишем начальные усло-

вия. Рассмотрим три положения материальной точки: 

1. Пусть точка M массой m  находится в состоянии покоя на вы-

соте maxYH =  (рис. 3.5.2). В этом положении ее полная механическая 
энергия будет равна потенциальной энергии: .)( max mgHYEE ==  

2. В какой-то момент времени точку отпустили без начальной 

скорости. В произвольный момент падения точка M  имеет координа-

ту MY  и скорость .
•

= YVM  В этом положении полная механическая 
энергия будет равна сумме потенциальной и кинетической энергий: 

                               ⋅+==
2

)(

2
M

MM

mV
mgYYEE  

3. В момент падения координата точки равна .0=KY  Будем счи-

тать, что в этом положении ее потенциальная энергия равна нулю, 

,0)( =KYП  а кинетическая энергия максимальна:  

                                        ⋅=
2

2
maxmV

T  
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Полная механическая энергия точки будет равна кинетической 

энергии падения:  

                                     .
2

)(

2
maxmV

YEE K ==  

 

                              
                                                Рис. 3.5.2   

 

Так как сила тяжести является потенциальной (консервативной 

силой), то должны выполняться условия  
                               .)()()( max constYEYEYEE KM ====  

Или 

                          ⋅=+=
22

max
2

max

mVmV
mgYmgY

M
M  
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4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  ДВИЖЕНИЯ  

                                         ТОЧКИ 

 

4.1. Основные понятия дифференциальных уравнений 

При изучении физических явлений очень часто не удается непо-
средственно найти закон, связывающий независимую переменную и 

искомую функцию. Установить такую связь возможно с помощью 

дифференциального уравнения, в котором присутствуют производные 
неизвестной функции. 

Если искомая функция является функцией одного аргумента –

параметра – величины, по которому проводится интегрирование и 

дифференцирование, то дифференциальное уравнение называется 
обыкновенным.  

Порядком дифференциального уравнения называется порядок 
наивысшей производной, входящей в уравнение.  

Решением дифференциального уравнения называется любая 
функция, определенная вместе с соответствующими производными в 
некоторой области, которая, будучи подставлена в уравнение, обра-
щает его в тождество, справедливое для всех точек этой области. 

Любое дифференциальное уравнение имеет бесчисленное мно-
жество решений. Для описания этих множеств применяется понятие 
общего решения, т. е. функции, зависящей от независимой перемен-

ной и произвольных постоянных параметров iС  )....,,2,1( ni =  Здесь 
величина n  соответствует порядку дифференциального уравнения. С 

геометрической точки зрения график решения дифференциального 

уравнения (общий интеграл) есть семейство кривых. Эти кривые 
называются интегральными кривыми данного уравнения. 

Решить (проинтегрировать) дифференциальное уравнение – это 
значит найти те или иные его решения, что всегда связанно с необхо-
димостью интегрировать входящие в это уравнение функции. 

Частным решением (частный интеграл) дифференциального 
уравнения называется любая функция, которая получается из общего 
решения, если в последнем произвольные постоянные iС  принять 
равными каким – то заданным значениям постоянных )0(

iС . Частному 
решению соответствует n  интегральных кривых. 

Отметим важнейшую задачу, которая называется задачей Коши: 

среди всех решений дифференциального уравнения требуется найти 

такое, которое удовлетворяет заданным значениям искомых функций 
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при начальном значении независимого аргумента, т. е.  удовлетворяет 
начальным условиям. 

Одним из методов решения дифференциальных уравнений явля-
ется метод разделения переменных. Это метод, при котором одна пе-
ременная (искомая функция) записывается в левой части дифферен-

циального уравнения, а все функции, содержащие переменную-

параметр, записываются в правой части.  

Дифференциальные уравнения можно интегрировать с помо-
щью определенных и неопределенных интегралов. 

Как известно, любое интегрирование совершается с точностью 

до некоторой постоянной величины – постоянной интегрирования. 
При использовании неопределенного интеграла эта постоянная 

размещается в правой части решения. При использовании определён-

ного интеграла постоянная интегрирования записывается в качестве 
нижнего предела интегрирования, определяющего значение соответ-
ствующего параметра в начале интервала интегрирования. Верхний 

предел интегрирования может быть постоянной или переменной        

величиной. И в том и в другом случае постоянные определяются по    
начальным   значениям   и   искомых   функций, т. е. по начальным 

условиям.  

К дифференциальным уравнениям приводят многие задачи из 
механики, физики и других естественных наук, а также многие про-
блемы техники. В механике мы будем рассматривать дифференциаль-
ные уравнения движения, полученные из основного уравнения дина-
мики (1.2.2). 

В дифференциальных уравнениях движения (1.2.3), (1.2.4) или  

(1.2.7) и (1.2.8) в качестве  независимой   переменной   принимают 
время t , отсчитываемое от момента 0t  начала наблюдения за иссле-
дуемым телом. Искомыми функциями уравнений (1.2.3) и  (1.2.8) яв-
ляются функции 

                       )(tr
→

, )(tXX = , )(tYY = , )(tZZ = ,                   

искомыми функциями уравнений (1.2.4) и  (1.2.7)  – функции 

                     )(tV
→

, )(tVV XX = ,  )(tVV YY = , )(tVV ZZ = . 

Поскольку при интегрировании дифференциальных уравнений 

движения мы должны получить уравнения скорости (первый интеграл 
движения точки) и уравнения движения, определяющие ее положение 
в любой момент времен, то в начальных условиях при начальном зна-
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чении параметра, мы должны знать скорость точки и ее координаты. 

Например, в случае прямолинейного движения точки начальное       
условие можем записать в виде  

                    0tt = , 00 )( XX VtV = , .)( 00 XtX =  

В дифференциальных уравнениях (1.2.11), записанных в естест-
венной форме, искомыми функциями будут – алгебраическое значе-
ние скорости )(tV  и дуговая координата )(ts . В этом случае началь-
ные условия будут  

                                0tt = , 00 )( VtV = , 00 )( sts = . 

 

4.2. Вторая задача динамики (основная задача) 
Предположим, что закон движения материальной точки не из-

вестен и разыскивается  в векторной форме )(trr
→→

= . Тогда основное 
уравнение динамики (1.2.3): 

                                        ,2

2 →
→

= F
dt

rd
m                                               

содержащее наряду с неизвестной векторной функцией )(tr
→

 ее  про-

изводные 
dt

rd
→

 и 
2

2

dt

rd
→

, следует рассматривать как дифференциальное 

уравнение движения материальной точки в векторной форме. 
Совокупность уравнений (1.2.7) и (1.2.8) называется системой 

дифференциальных уравнений движения материальной точки в де-
картовой системе осей координат в скалярной форме: 

                       

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

,

,

,

Z
Z

Y
Y

X
X

F
dt

dV
m

F
dt

dV
m

F
dt

dV
m

  и      

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

.

,

,

2

2

2

2

2

2

Z

Y

X

F
dt

Zd
m

F
dt

Yd
m

F
dt

Xd
m

 

Вторая основная задача динамики состоит в том, что, зная мас-
су материальной точки, силы, действующие на нее, а также ее на-
чальное положение и начальную скорость имеется возможность найти 

кинематические уравнения движения материальной точки. 
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В дальнейшем будут рассматриваться различные случаи реше-
ния второй основной задачи динамики материальной точки, связан-

ные с необходимостью интегрирования различных дифференциаль-
ных уравнений движения. То есть при заданных начальных условиях 
и функциях сил, действующих на точку, находится закон движения 
точки. 

В общем случае равнодействующая 
→
F  зависит от времени, по-

ложения точки и ее скорости. Поэтому правые части уравнений (1.2.3), 

(1.2.7) и (1.2.8)  в общем случае могут являться функциями вида 

                     
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

⇔
→→

).,,,,,,(

),,,,,,,(

),,,,,,,(

),,(

ZYXZ

ZYXY

ZYXX

VVVZYXtF

VVVZYXtF

VVVZYXtF

VrtF  

Нахождение кинематических уравнений движения материаль-
ной точки )(tXX = , )(tYY = , )(tZZ =  сводится к интегрированию 

дифференциальных уравнений движения: 

          

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

).,,,,,,(

),,,,,,,(

),,,,,,,(

2

2

2

2

2

2

ZYXZ

ZYXY

ZYXX

VVVZYXtF
dt

Zd
m

VVVZYXtF
dt

Yd
m

VVVZYXtF
dt

Xd
m

                               (4.2.1) 

Совокупность уравнений (4.2.1) называется системой диффе-
ренциальных уравнений движения материальной точки в декартовой 

системе осей координат в скалярной форме. Интегрирование уравне-
ний (4.2.1) приводит к уравнениям движения и скорости: 

          
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

),...,(

),...,(

),...,(

61

61

61

CCtZZ

CCtYY

CCtXX

   и        
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

)....,(

),...,(

),...,(

61

61

61

CCtVV

CCtVV

CCtVV

ZZ

YY

XX

            (4.2.2) 

Из полученных уравнений следует, что под действием заданной 

силы точка может совершать целый класс различных движений, в за-
висимости от значений постоянных интегрирования 

654321 ,,,,, CССССC . 

Из множества решений в уравнениях (4.2.2) выбирается одно, 
соответствующее заданным  начальным условиям: 
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–  время начала отсчета параметров движения  ;0tt =   

– начальное положение точки  0XX = , 0YY = , ;0ZZ =  

– начальная скорость точки ,
0XX VV =   ,

0YY VV =   .
0ZZ VV =  

По начальным условиям определяются постоянные интегриро-
вания ....,, 621 CСC  Подставляя начальные условия в решение диффе-
ренциальных уравнений,  получим  

      ),,,,,,(
0000000 ZYXkk VVVXYXtfС = ,  ).6...1( =k         

Заменив  в полученных решениях (4.2.2) значение kС  их най-

денными значениями от начальных условий, получим решение второй  

основной задачи динамики. 

При решении конкретных задач будем рассматривать частные 
случаи, в которых равнодействующая сил, приложенных к матери-

альной точке, может быть: 

–  постоянной величиной ;constF =
→

 

–  функцией зависящей от времени );(tFF
→→

=  

– функцией зависящей от положения материальной точки 

),,()( ZYXFrFF
→→→→

== ; 

– функцией зависящей от скорости точки – 

),,()( ZYX VVVFVFF
→→→→

== . 

Примером постоянной силы может служить сила тяжести тела; 

примером силы, зависящей от времени )(tF
→

 может служить периоди-

чески изменяющаяся сила, вызывающая колебания (вибрации); при-

мером силы, зависящей от положения точки )(
→→
rF , является сила тя-

готения, или упругая сила пружины; примером сил, зависящих от 

скорости движения )(
→→
VF , являются силы сопротивления среды (воз-

духа, воды и др.). 
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4.3. Прямолинейное движение точки под действием посто-
янной силы 

Рассмотрим материальную точку, движущуюся  по прямолиней-

ной траектории ),(tXX =  ,0=Y  0=Z  под действием постоянной си-

лы .constFX =  В начальный момент времени 00 =t  заданы положение 
точки 0XX =  и ее скорость .

0XX VV =  Требуется определить закон 

движения точки. 

Из трех дифференциальных уравнений движения (4.2.2) вос-
пользуемся одним:  

                          ),,,,,,(
2

2

ZYXX VVVZYXtF
dt

Xd
m = . 

Здесь по условию задачи 

                   ,),,,,,,( constFVVVZYXtF XZYXX ==                          

поэтому  

                                        .2

2

XF
dt

Xd
m =  

Учитывая, что ускорение точки равно  

                                    
dt

dV

dt

Xd X=
2

2

,                                                          

получаем дифференциальное уравнение первого порядка, решение 
которого позволяет определить закон изменения скорости точки 

(уравнение скорости – первый интеграл движения): 

                                     .X
X

F
dt

dV
m =  

Решение дифференциального уравнения первого порядка полу-
чаем, используя метод разделения переменных  XV  и :t  

                                        .dtFdVm XX =⋅  

Вычисляем неопределенные интегралы от правой и левой частей 

уравнения  

                                       td
m

F
dV X

X ∫∫ = ,                                        

добавляя к полученному решению неизвестную пока постоянную ин-

тегрирования 1C . Получаем уравнение скорости   

                                          1Ct
m

F
V X

X += .                                 (4.3.1) 
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Перепишем (4.3.1), учитывая, что 
dt

dX
VX = : 

                                              1Ct
m

F

dt

dX X += . 

Опять разделим переменные  X  и :t  

                               .1 dtCdtt
m

F
dX

X ⋅+⋅=  

Интегрируем правую  и левую части уравнения, добавляя еще 
одну неизвестную постоянную интегрирования 2C . Получаем урав-
нение прямолинейного движения точки вдоль оси :OX   

                                21

2

2
CtC

t

m

F
X X ++= .                                (4.3.2) 

 Постоянные 1C  и 2C  находим, решая систему двух алгебраиче-
ских уравнений, полученных из уравнений (4.3.1) и (4.3.2), в которые 
подставлены заданные начальные условия: 

                                  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=

+=

.
2

,

201

2
0

0

100

CtC
t

m

F
X

Ct
m

F
V

X

X
X

 

Для  00 =t  имеем ,
01 XVС =   .02 XС =  

 В результате получаем равнопеременное прямолинейное дви-

жение материальной точки: 

           – уравнение скорости ;
0X

X
X Vt

m

F
V +=  

           –  уравнение движения  .
2 0

2

0
XtV

t

m

F
X X

X ++=  

 

Пример 4.3.1.   Свободное падение точки 

Точка M массой m  падает с высоты Н из состояния покоя под 

действием силы тяжести. Пренебрегая сопротивлением воздуха найти 

скорость )(HV  падения точки. 

Решение 
Выберем систему координат .XOY  Принимаем, что начало ко-

ординат совпадает с начальным положением материальной точки.  

Ось OY направим вниз (рис. 4.3.1, а). В соответствии с выбран-

ной системой отсчета для 00 == tt  запишем начальные координаты 
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точки:   ,0 YY =   .00 =X   Согласно условиям задачи, запишем также 

,00 =
→
V  или ,0

0
=XV ,0

0
=YV  .0

0
=ZV  

Изобразим на рисунке силу тяжести .
→→

= gmG   

          
                                 а                                             б  
                                                 Рис. 4.3.1 

 

Составим в векторной форме дифференциальное уравнение 
движения точки: 

                                             ⋅=
→

→

G
dt

Vd
m  

Учитывая направление оси ,OY  перепишем это уравнение в ко-
ординатной форме 

                                                ⋅= mg
dt

dV
m

Y
 

Следуя алгоритму, записанному в пункте 4.2 решаем уравнение: 

                    ,g
dt

dVY =     ,dtgdVY ⋅=     ,tdgdVY ∫∫ =   

                           ,1CgtVY +=        .0
01 == YVC  

Получаем первый интеграл (уравнение скорости): .gtVY −=  
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Далее представляем скорость   в виде производной:   

                  ,gt
dt

dY
=   ,dtgtdY ⋅=   ,tdgdY ∫∫ =  

                       ,
2 2

2

C
t

gY +=  .002 == YС  

Получаем второй  интеграл (уравнение движения): 

                                        
2

2t
gY = . 

Чтобы найти скорость падения, в уравнение скорости надо под-

ставить время )(HT , за которое точка пройдет путь .Н  

Время падения находим из уравнения движения, подставляя в 
него постоянные значения  ,HY =  )(HTt =  и получая квадратное  
уравнение  

                                         
2

)(2 HT
gН = .  

Вычислив из последней формулы  величину 

                                        
g

H
HT

2
)( = ,                                          

находим скорость точки в момент падения  
                               )()( HgTHV −= . 

 

Пример 4.3.2. Движение точки по наклонной   плоскости 

Материальную    точку   ,М   находящуюся      в покое в положе-

нии 0M , толкнули вверх по наклонной плоскости со скоростью 0

→
V . 

Учитывая трение скольжения, требуется определить скорость точки 

М  в момент прохождения точкой положения  KМ . Заданы значения: 
трf – коэффициент трения скольжения; KMM 0 – расстояние, прой-

денное точкой; 0OM – начальное положение точки ,М  0

→
V – начальная 

скорость.  
Решение 
Выбираем систему координат, направив ось OX вверх по на-

клонной плоскости и поместив начало координат в точку .O  
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Изображаем на рис. 4.3.2 точку М  в произвольном положении 

на расстоянии X от начала координат и показываем все силы, дейст-
вующие на точку (рис. 4.3.2). 

→
G  – сила тяжести; трF

→
– сила трения; N – нормальная реакция. 

Определяем сумму проекций этих сил на ось :OX  

                            .sinα−−= GFF
трX  

Так как ,тртр NfF =  ,cosα= GN  ,mgG =  имеем 

                      ).sincos( α+α−= трX fmgF  

 
                                    Рис. 4.3.2 

 

Выписываем начальные условия: 00 == tt , 00
VVX = , 00 OMX = . 

Записываем дифференциальное уравнение движения и интегри-

руем его дважды: 

                 ,

.
2

)sincos(

)sincos(

,

00

2

00

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

++α+α−=

+α+α−=+=

=

XtV
t

fgX

VtfgVt
m

F
V

F
dt

dV
m

тр

трX
X

X

X
X

  

Полученные уравнения скорости и движения превращаем в сис-
тему двух алгебраических уравнений, подставив в них вместо пере-
менных ,X  XV постоянные значения: KXX = -заданная координата 
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точки в положении KM ; KX VV =  – неизвестная скорость точки в по-
ложении KM ; 

KTt =  –  время движения точки до  положения KM . 

                   
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

++α+α−=

+α+α−=

.
2

)sincos(

,)sincos(

00

2

0

XTV
T

fgX

VTfgV

K
K

трK

KтрK

 

Решая систему уравнений, сначала из квадратного уравнения 

                   0)(
2

)sincos( 00

2

=−+−α+α XXTV
T

fg KK
K

тр           

находим время KT , затем вычисляем скорость KV . Решая квадратное 
уравнение, выбираем положительное решение.  

 

4.4. Криволинейное движение точки под действием постоян-

ной силы 

Рассмотрим материальную точку ,M  движущуюся по плоской 

криволинейной траектории под действием постоянной силы 

,constF =
→

 ( ,constFX =  constFY = ) (рис. 4.4.1). Пусть в начальный 

момент времени 00 =t  заданы положение точки 0XX =  0YY = , и ее 
скорость ,

0XX VV =  .
0YY VV =  Требуется определить закон движения 

точки )(tXX = , )(tYY = . 

 
                                               Рис. 4.4.1 
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Из трех дифференциальных уравнений движения (4.2.1) вос-
пользуемся двумя уравнениям:  

                                  ,2

2

XF
dt

Xd
m =      .2

2

YF
dt

Yd
m =                       .            

Здесь по условию задачи правые части дифференциальных 
уравнений – постоянные величины. Поэтому для решения каждого 
уравнения применяем известный алгоритм для прямолинейного дви-

жения точки под действием постоянной силы. 

В результате получаем систему четырех уравнений: 

                                 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++=

+=

++=

+=

.
2

,

,
2

,

0

2

0

2

0

0

0

0

YtV
t

m

F
Y

Vt
m

F
V

XtV
t

m

F
X

Vt
m

F
V

Y
Y

Y
Y

Y

X
X

X
X

X

 

Подставляя в эти уравнения вместо переменных YXVV YX ,,,  и t  

их постоянные значения KKYKXK YXVV ,,,   и KT  для какого-то заданно-
го положения точки KM , получаем систему четырех алгебраических 
уравнений: 

                                

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++=

+=

++=

+=

.
2

,

,
2

,

0

2

0

2

0

0

0

0

YTV
T

m

F
Y

VT
m

F
V

XTV
T

m

F
X

VT
m

F
V

KY
KY

K

YK
Y

YK

KX
KX

K

XK
X

XK

 

Эта система уравнений может быть решена относительно любых 
четырех  параметров движения точки. Например, надо вычислить 
значения величин KT , 

0XV , YF  и  XF . Для решения такой задачи ос-
тальные параметры, входящие в систему уравнений, должны быть зада-
ны.  

 



 

 71

Пример 4.4.1. Движение точки, брошенной под углом  к го-
ризонту 

Материальная точка М с массой т брошена со скоростью 
→

0V  под 

углом α  к горизонту (рис. 4.4.2). Определить траекторию движения 
точки, пренебрегая сопротивлением воздуха. 

Решение  
Рассмотрим точку в произвольном положении и составим диф-

ференциальные уравнения движения. На точку действует только одна 

сила – сила тяжести 
→→

= gmG , поэтому дифференциальные уравнения 
примут вид 

                             X
X

F
dt

dV
m = ,                ⋅= Y

Y
F

dt

dV
m                                 

 
                                          Рис. 4.4.2   

 

Так как ,0=XF  mgFY −= ,                                                               

то  0=
dt

dV
m

X
       и     ⋅−= mg

dt

dV
m

Y
                                  

Сокращая на постоянный множитель   m , получаем 

                           0=
dt

dVX
        и   ⋅−= g

dt

dVY
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Интегрируем эти уравнения первый раз: 
                            ,1CVX =          .2CgtVY +−=                                (1) 

Интегрируем второй раз: 

   31 CtCX += ,     .
2 42

2

CtC
t

gY ++−=                                           (2) 

Здесь 4321 ,,, CCCC  – постоянные интегрирования. Для их определе-
ния используем начальные условия данной задачи. 

Так как точка М начинает двигаться из начала координат, то 
при 00 == tt  точка по условию задачи имеет координаты ,00 =X   

.00 =Y  

Кроме того, нам известны начальная скорость точки 0V  и ее на-
правление — угол α  следовательно,  при  00 == tt  имеем   

                  α= cos00
VVX        и     .sin00

α=VVY                       

Подставив t = 0 сначала в уравнения (1), а затем в уравнения (2),  

получим 

                                                                          

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

==
==

α==

α==

.0

,0

,sin

,cos

04

03

02

01

0

0

YC

XC

VVС

VVС

Y

X

 

Окончательно получим уравнения движения : 

             α= cos0tVX            и        .sin
2 0

2

α+−= tV
gt

Y                             

Исключим из этих уравнений время t:  из первого уравнения на-
ходим 

                                      
α

=
cos0V

X
t                                                   

и подставим его  во второе: 

                 .sin
cos2

cos

0
0

2

0 α⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
α

+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
α

−=
V

X
V

V

X
g

Y  

Получаем  уравнение параболы  

                             .
)cos(2 2

0

2

α⋅+
α

−= tgX
V

gX
Y  
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Следовательно, тело, брошенное под углом к горизонту под 

действием силы тяжести, движется по параболической траектории. 

Найденные уравнения движения могут быть использованы для 
определения некоторых параметров траектории. Пусть, например, 
требуется определить наибольшую дальность полета брошенного те-
ла. Как следует из рис. 4.4.2, в тот момент, когда точка удалится от на-
чала координат на максимальное расстояние, она будет находиться на 
оси X  и  значение Y  при этом обратится в нуль. Приравниваем нулю 

значение Y : 

                               .0sin
2 0

2

=α+−= tV
gt

Y  

Решая это квадратное уравнение, получаем два корня: 

                           01 =t         и        ⋅
α

=
g

V
t

sin
2

0
2                     

Первый корень  соответствует начальному положению точки, 

второй – конечному положению, т. е. 2t  – время полета точки. Под-

ставив значение t2 в уравнение для 0X  получим 

                          .2sincossin
2 2

0
2

0
max α=αα=

g

V

g

V
X  

Это и будет максимальная дальность полета. 
Так как парабола  симметрична, то значение максимальной вы-

соты полета точки соответствует середине параболы, т. е.  значению 

                               .2sin
22

2
0max α==
g

VX
X ср  

Тогда 

                             .
)cos(2

)(

2
0

2

max α⋅+
α

−= tgX
V

Xg
Y ср

ср
  

 

Пример 4.4.2.   Движение тела, брошенного с высоты 

Вертолет летит над поверхностью земли с горизонтальной ско-
ростью XV  км/час. Сброшенный с вертолета без относительной ско-
рости груз падает на поверхность земли на расстоянии maxXOC =  

(рис. 4.4.3).Определить высоту maxY  дирижабля над землей. Сопро-
тивлением воздуха пренебрегаем.  
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Решение  
При отсутствии сопротивления воздуха на груз действует только 

одна сила тяжести .
→
G  

Дифференциальные уравнения движения груза имеют вид:  

                         ,0=
••

Xm                           GYm −=
••

. 

Поскольку движение происходит только в вертикальной плоско-
сти, третье уравнение не пишется. 

                  
                                              Рис. 4.4.3  

 

После сокращения на массу тела, получим 

                              ,0=
••

X                          gY −=
••

. 

Перепишем уравнения в виде дифференциальных уравнений 

первого порядка 

                               0=
dt

dVX ,   .g
dt

dVY −=     

Интегрируя дифференциальные уравнения первый раз, получа-
ем уравнения скорости:  

                                 CVX =       и        2CgtVY +−= . 

Интегрируя  второй раз, получаем уравнения движения:  

                31 CtCX +=      и              .
2

1
42

2 CtСgtY ++−=              

Определим постоянные интегрирования 4321 ,,, CCCC . 
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По условиям примера для  00 == tt  запишем начальные коор-
динаты и скорость падающего груза: 

                          00 =X ,  00 VX =
•

,  max,0 YY =   .00 =
•

Y  

Подставим в уравнения скорости и  уравнения движения на-
чальные условия: 

                      
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

==
•

•

,

,

200

100

CgtY

CVX
               

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−=

+=

.402
2
00

3010

2

1

,

CtСgtY

CtCX

 

Отсюда видно, что 

                        
⎩
⎨
⎧

=

=

,02

,01

C

VC
                             

⎩
⎨
⎧

=
=

.max4

3 ,0

YC

C
 

Таким образом, решения дифференциальных уравнений  имеют 
вид 

                             

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+−=

−=
=
=

.max
2

0

0

2

1

,

,

,

YgtY

gtV

tVX

VV

Y

X

                                        (1) 

Для определения высоты полета дирижабля используем из че-
тырех уравнений только два: 

                    tVX 0=     и   .max
2

2

1
YgtY +−=  

По условию груз упал на расстоянии .maxXOC = . Подставив это 
значение во второе уравнение системы (1), получим время ,T  в тече-
ние которого падал  груз: 

                      ⋅=⇒=
0

max
0max V

X
TTVX  

Высоту, на которой летит  вертолет, определим из четвертого 
уравнения системы (1), подставив в него падT и 0== CYY , 0=y , так 
как при падении на землю ордината груза равна нулю. Тогда 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

+−=

+−=

.
2

1

,
2

1
0

2

1

2
max

max
2

max,
2

gTY

YgT

YgTYC

 

 

Пример 4.4.3. Математический маятник и его малые коле-
бания 

Напомним, что математическим маятником называется матери-

альная точка ,M  подвешенная на нерастяжимой нити, совершающая 
движения в одной вертикальной плоскости под действием сил        
тяжести. 

Требуется найти натяжение нити, уравнение скорости и уравне-
ние движения маятника длинной L  и массой .m  

Решение 
Изобразим на рис. 4.4.4 математический маятник в произволь-

ном положении, т. е. отклоненном от положения равновесия,         
точки O , на произвольный угол α  Величина )(tα=α  является дуго-
вой координатой, закон изменения которой надо найти. 

Так как траектория точки задана и является дугой окружности 

радиуса L , выбираем для решения плоскую систему естественных 
осей координат ,Mnτ  имеющих начало в движущейся точке .M   

Решение 

На точку M  действуют постоянная сила тяжести 
→→

= gmG  и  си-

ла натяжения нити 
→
N (реакция связи), зависящая от положения маят-

ника.  
Равнодействующую сил, приложенных к точке, раскладываем на 

составляющие, параллельные выбранным осям координат: 

                               ,
→→

τ

→→→
+τ=+= nFFNGF n     

             ),(sin tmgF α⋅−=τ        ).(cos tmgNFn α⋅−=                            
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                                           Рис. 4.4.4 

 

Запишем дифференциальные уравнения движения в естествен-

ных координатах: 

              

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

= τ

,

,

2

2

2

nF
L

V
m

F
dt

sd
m

,               

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

α⋅−=

α⋅−=

).(cos

),(sin

2

2

2

tmgN
L

V
m

tmg
dt

sd
m

 

Дуговую координату точки s  выразим через амплитуду колеба-
ний:  .α= Ls    

Тогда  

                         
dt

d
L

dt

ds α
=  и  .2

2

2

2

dt

d
L

dt

sd α
=    

Здесь  

                           ω=α=
α

dt

d
 – угловая скорость нити ;AM  

                           ε=α=
α •• 
2

2

dt

d
 – угловое ускорение  нити .AM  
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Представим линейную  скорость точки M как функцию угловой 

скорости  ,
•
α=ω= LLV  а касательное ускорение  как  

                                          .2

2

ε=α=
••

LL
dt

sd
 

Перепишем дифференциальные уравнения движения в угловых 
переменных: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

α⋅−=
α

α⋅−=
α

•

),(cos
)(

),(sin

2

2

2

tmgN
L

L
m

tmg
dt

d
mL

      

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

α+α⋅=

α⋅−=
α

•
.)()(cos

),(sin

2

2

2

LtgmN

t
L

g

dt

d

 

 

Здесь первое  уравнение называется дифференциальным урав-
нением математического маятника: 

                                     .0sin2

2

=α+
α

L

g

dt

d
                                       (1) 

Его решение определяет закон движения маятника ).(tα=α  

Вторая формула: 
                                  ,)(cos 2ω+α⋅= mLtGN                                  

определяет реакцию нити, зависящей от амплитуды и угловой скоро-
сти маятника. 

Если учесть, что центробежная (нормальная) сила инерции ма-
ятника равна   2ω−=Φ mLn , то   

             ).)(cos()(cos 2ω−α⋅=Φ−α⋅= LtgmtGN n  

                 Для решения уравнения (1) введем обозначения  

                                           
L

g
k =2 ,  ⋅=

L

g
k  

Перепишем уравнение (1): 

                                           .0sin2
2

2

=α+
α

k
dt

d
                                (2)  

Проведем преобразования 

                               ;2

2

α
ω⋅ω

=
α

⋅
α
ω

=
ω

=
α

d

d

dt

d

d

d

dt

d

dt

d
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                                     .sin2 α−=
α
ω

ω k
d

d
                                         (3) 

             ,sin2 α⋅α−=ω⋅ω dkd   ,sin2 ∫∫ α⋅α−=ω⋅ω dkd  

                                     .cos
2 1

2
2

Ck +α=
ω

   

Подставляем начальные условия ,0α=α  0ω=ω  и находим по-
стоянную интегрирования: 

                     ,cos
2 10

2
2
0

Ck +α=
ω

     0
2

2
0

1 cos
2

αω
kC −= . 

Находим теперь угловую скорость, силу инерции и реакцию ни-

ти: 

                )cos(cos2 0
22

0
2 α−α+ω=ω k , 

                 ( ),)cos(cos2 0
22

0 α−α+ω−=Φ kmLn  

                ( ).)cos)((cos2)(cos 0
22

0 α−α+ω+α⋅= tkmLtmgN  

Однако в последнем уравнении неопределена амплитуда ).(tα  

Для ее определения применяем метод разделения переменных:  
                              ;)cos(cos2 0

22
0 α−α+ω=ω k  

                      ;)cos(cos2 0
22

0 α−α+ω=
α

k
dt

d
 

                               ;
)cos(cos2 0

22
0

dt
k

d
=

α−α+ω

α
 

                                                  .
)cos(cos2 0

22
0

∫∫ =
α−α+ω

α
dt

k

d
            (4) 

Полученное уравнение (4) не относится к числу элементарных 
интегралов. Для его решения необходимо провести достаточное ко-
личество преобразований, которые выходят  за рамки нашего курса. 

На данном примере показано, что метод разделения переменных 
в дифференциальных уравнениях не всегда приводит к простейшим 

решениям с использованием элементарных интегралов. Для решения 
дифференциальных уравнений движения существуют и другие мето-
ды, например, метод характеристического уравнения, который мы 

рассмотрим в следующей главе. 
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Чтобы найти )(tα=α  упростим задачу и будем рассматривать 
только малую амплитуду математического маятника, для которой 

угол .)(sin)( tt α≈α  

Тогда упрощается дифференциальное уравнение (2): 

                                          ,02
2

2

=α+
α

k
dt

d
                                        

которое можно записать в виде 

                                              .02 =α+α
••

k  
Это уравнение называется дифференциальным уравнением ма-

лых колебаний математического маятника. 
Его решение ищется  в виде  
                                   ).sin()cos( 21 ktCktС +=α      

Производная от этого уравнения определяет закон изменения 
угловой скорости: 

                                    ).cos()sin( 21 ktkCktkС +−=ω  

Чтобы найти постоянные интегрирования, в полученные реше-
ния подставляем начальные условия: 00 == tt , 0α=α ,  .0ω=ω  

Получаем систему двух алгебраических уравнений  

   
⎩
⎨
⎧

+−=ω
+=α

),cos()sin(

),sin()cos(

02010

02010

ktkCktkС
ktCktС

 если 00 =t , то    
⎩
⎨
⎧

=ω
=α

.

,

20

10

kC

С
 

Учитывая вычисленные постоянные, окончательно получаем 

уравнение малых колебаний математического маятника и уравнение 
его скорости: 

)sin()cos()(
0

0 kt
k

ktt
ω

+α=α     и     ).cos()sin()( 00 ktktkt ω+α−=ω   

Здесь k – частота колебаний,  ⋅==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

= −1
2

1

с
с
1

м
м/с

][k  

Период малых колебаний математического маятника равен:  

                                              .2
2

g

L

k
T π=

π
=  
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4.5. Движение точки под действием силы, зависящей от вре-
мени 

Пусть к материальной точке M приложена сила, которая являет-

ся функцией времени )(tFF
→→

= . Запишем в векторном виде диффе-
ренциальное уравнение движения точки и рассмотрим алгоритм его 
решения: 

                                      )(tF
dt

Vd
m

→
→

= . 

Разделим переменные t  и 
→
V . Для удобства решения величину m    

перенесем в правую часть уравнения и возьмем неопределенные  ин-

тегралы от каждой части дифференциального уравнения: 

                        dttF
m

Vd )(
1 →→

= ,       ⋅= ∫∫
→→

dttF
m

Vd )(
1

 

Так как функция )(tFF
→→

=  в каждой конкретной задаче имеет 
определенную зависимость от времени ,t  решение представим в об-

щем виде.  

Обозначим вычисленный интеграл dttF∫
→

)(  новой функцией 

                                        ).()( 1 tFdttF
→→

=∫  

Тогда получаем первый интеграл движения – уравнение скоро-
сти: 

                                      11 )(
1 →→→

+= CtF
m

V . 

Далее, как нам уже известно, интегрируем уравнение скорости. 

Учитывая, что   

                                                          
dt

rd
V

→
→
= ,                                                        

последовательно получаем  

                11 )(
1 →→

→

+= CtF
mdt

rd
,                         ,)(

1
11 dtCdttF

m
rd

→→→
+=  

                                            .)(
1

11 ∫∫
→→→

+= dtCdttF
m

rd  
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Вычисленный интеграл ,)(1∫
→

dttF  как и раньше, обозначаем но-

вой функцией )()( 21 tFdttF
→→

=∫ . Получаем второй интеграл – уравне-
ние движения в векторном виде: 

                             .)(
1

212

→→→→
++= CtCtF

m
r    

Здесь 
→
r –  радиус-вектор точки .M  

Так как решение записано в векторном виде, то постоянные ин-

тегрирования  1

→
C  и 2

→
C также являются векторными величинами. Как 

известно, они определяются по начальным условиям: 

                     

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

⇒=

=

→→

→→

,

,0

,0

0
rr

VV

tt

  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=

+=

→→→→

→→→

.201020

,1010

)(
1

)(
1

CtCtF
m

r

CtF
m

V

 

В результате имеем 

                     )(
1

0101 tF
m

VC
→→→

−=    и  )(
1

020102 tF
m

tCrC
→→→→

−−= .   

Если 00 =t , то                              

                        ).(
1

0202 tF
m

rC
→→→

−=  

 

 

Пример 4.5.1. Криволинейное движение точки под действи-

ем силы, зависящей от времени 

На точку М массой m  действует горизонтальная сила 
→
F , парал-

лельная оси OX  и имеющая величину ).cos(0 tFF ⋅ω= .   

Определить движение точки М в горизонтальной плоскости, 

если в начальный момент скорость 
→

0V точки перпендикулярна к на-

правлению силы 
→
F  (рис. 4.5.1). 

Решение 
Выберем систему координат ,XOY запишем для нее начальные  

условия и проекции силы: 
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                   ,00 =X   ,00 =Y   ,0
0
=XV    0

0
>YV  

                                
⎩
⎨
⎧

=
⋅ω=

.0

),cos(0

Y

X

F

tFF
 

Составим дифференциальные уравнения:  

)cos(
0

t
m

F

dt

dV
F

dt

dV
m

X
X

X ⋅ω=⇒=  и .0=⇒=
dt

dV
F

dt

dV
m

Y
Y

Y
    (1) 

Интегрируем первое дифференциальное уравнение и находим 

уравнение скорости: 

,
1

dtF
m

dV XX =       ,)cos(
0

dtt
m

F
dVX ⋅ω=    ,)cos(

0 ∫∫ ⋅ω= dtt
m

F
dVX      

                                 .)sin( 1
0

Ct
m

F
VX +⋅ω

ω⋅
=  

По начальным условиям находим постоянную интегрирования: 
Для  00 == tt  запишем 

                             .)sin( 10
0

0
Ct

m

F
VX +⋅ω

ω⋅
=  

Так как  0
0
=XV    )sin( 0t⋅ω =0,   то      .01 =C  

Получаем уравнение проекции скорости на ось :OX  

                                    ).sin(
0

t
m

F
VX ⋅ω

ω⋅
=                                        (2) 

Для нахождения уравнения движения для оси OX интегрируем 

уравнение (2): 

dt

dX
VX = ,          ,)sin(

0
t

m

F

dt

dX
⋅ω

ω⋅
=          ,)sin(

0
dtt

m

F
dX ⋅⋅ω

ω⋅
=  

                            .)sin(
0 ∫∫ ⋅⋅ω
ω⋅

= dtt
m

F
dX  

Получаем  

                               .)cos( 22

0
Ct

m

F
X +⋅ω

ω⋅
−=                                (3) 

Для определения постоянной интегрирования в уравнение (3) 

подставляем начальные параметры: 

              ,)cos( 22

0
0202

0
0 C

m

F
XCt

m

F
X +

ω⋅
−=⇒+⋅ω

ω⋅
−=   

                                  ⋅
ω⋅

+= 2

0
02

m

F
XC  



 

 84

С учетом 2C  из уравнения (3) получаем  

                        .)cos( 2

0
02

0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω⋅
++⋅ω

⋅
−=

m

F
Xt

m

F
X  

Или      ( ) .)cos(1 02

0
Xt

m

F
X +⋅ω−

ω⋅
=                                             (4) 

Так как 00 =X , то уравнение (4) принимает окончательный вид   

                             ( ).)cos(12

0
t

m

F
X ⋅ω−

ω⋅
=                                      (5) 

Интегрируем теперь второе дифференциальное уравнение (1): 

                             .
033 YY VCCconstV =⇒==     

Так как                         

              
dt

dY
VY = ,     то  

                             ,
0YV

dt

dY
=      ,

0
dtVdY Y=     .

0
∫∫ = dtVdY Y  

Получаем уравнение движения с неопределенной постоянной 

интегрирования: 
                                    40

СtVY Y += .                                                 (6) 

Подставим в уравнение (6) начальные условия:  
   00 == tt ,        00 == YY ,                 .04400 0

=⇒+= CCtVY Y  

Получаем уравнение движения для оси :OY    

                                      .
0
tVY Y=                                                       (7) 

Находим уравнение траектории точки. Из уравнения (7) выра-
жаем время    

                                            

0YV

Y
t =                                                       

и подставляем его в уравнение (5). Получаем уравнение траектории 

точки (рис. 4.5.1): 

                            .)cos(1
0

2

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω−

ω⋅
=

YV

Y

m

F
X                  
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                                               Рис. 4.5.1 

 

4.6. Движение точки под действием силы, зависящей от ско-
рости 

Примером силы, зависящей от скорости точки, может служить 
сила сопротивления среды, в которой находится точка (воздух, жид-

кость). Запишем в векторном виде дифференциальное уравнение 
движения для такого случая:  

                                   )(
→→

→

= VF
dt

Vd
m . 

Это уравнение решаем методом разделения переменных: 

,

)(

dt

VF

Vd
m =→→

→

       ,

)(
m

dt

VF

Vd
=→→

→

        .
1

)(

∫ ∫=→→

→

dt
m

VF

Vd
                   (4.6.1) 

Вычисляем интеграл ∫ →→

→

)(VF

Vd
 и обозначаем его решение новой 

функцией      ⋅=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
→→

→→

→

∫ )(

)(
1 VF

VF

Vd
. 

Из уравнений (4.6.1) получаем уравнение скорости точки в не-
явном виде: 

                                        ⋅+=
→→

11 )( C
m

t
VF  

Чтобы найти уравнение движения точки, т. е. функцию )(trr
→→

= , 

необходимо, зная в конкретной задаче функцию )(1

→→
VF , выразить ско-
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рость как функцию времени )(tVV
→→

= , после чего решать дифферен-

циальное уравнение            
dt

rd
tV

→
→

=)( . 

 

Пример 4.6.1.  Падение материальной точки с учетом силы 

сопротивления воздуха 
Сохраняя условия примера 4.3.1, определить закономерность 

изменения скорости точки, учитывая силу сопротивления воздуха, 
линейно зависящую от скорости (рис. 4.3.1, б). 

Решение задачи будем искать в системе координат, выбранной 

для решения примера 4.3.1.  

Оставляя прежними начальные условия ,0 YY =   00 =X   и 

,00 =
→
V  изобразим на рис. 4.6.1 силы, действующие на точку: 

→→
= gmG  –   сила тяжести; 

→→
α−= VR  – сила сопротивления воздуха, пропорциональная ско-

рости точки и направленная против вектора скорости                  

(α  – коэффициент, учитывающий сопротивление среды). 

Составим векторное дифференциальное уравнение движения: 

                                             ⋅+=
→→

→

RG
dt

Vd
m                           

Перепишем уравнение в координатной форме:   

                                       ⋅α−= Y
Y

Vmg
dt

dV
m  

Разделим обе части уравнении на  mи получим 

                                      ⋅−= Y
Y

kVg
dt

dV
 

Здесь ⋅
α

=
m

k  

Разделим переменные    

                                          .dt
kVg

dV

Y

Y =
−

 

Интегрирование выполняем методом замены:  

                 ,YkVgu −=    ,YkdVdu −=     ⋅−=
k

du
dVY  
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Получаем            

                     ,dt
ku

du
=−    или,   ,∫ ∫−= dtk

u

du
  

                 1ln Cktu +−= , или  1)ln( CktkVg Y +−=− . 

По начальным условиям найдем постоянную интегрирования: 
                       10)ln(

0
CktkVg Y +−=− .  

Для  00 =t    и  0
0
=YV получаем 1ln Cg += . 

Находим теперь зависимость скорости от времени: 

                                 .ln)ln( 00
gktkVg Y +−=−        

Потенцируем это выражение 

        )exp( kt
g

kVg Y −=
−

,     или            ).exp(1 kt
g

k
VY −=−    

Находим уравнение скорости точки: 

           
k

kt
gVY

)exp(1 −−
= , или      ))exp(1( kt

k

g
VY −−= .              (1) 

По интегральная кривой (рис. 4.6.1)  видим, что скорость точки 

при больших значениях  ( ∞⇒t ) принимает постоянное (предельное ) 
значение. 

                               
                                                     Рис. 4.6.1 

 

Предельное значение скорости для различных значений 

321 kkk <<  можем определить из уравнения (1) при .∞→t  В этом 

случае имеем 0)exp( →−kt , и, следовательно:  

                                           ⋅=
k

g
Vпр  



 

 88

Следовательно, материальная точка, сброшенная с большой вы-

соты и имеющая запас времени, приземляется с постоянной скоро-
стью прV  (например, парашютист).  При прY VV =  модуль силы сопро-
тивления равен силе тяжести точки, так как 

                                 .пр mg
k

g
kmVR ==⋅α=  

Пример 4.6.2. Движение точки в среде с вязким сопротивле-
нием 

Для снижения скорости на глиссере выключили двигатель при  

скорости 0

→
V  м/с.  При торможении на глиссер действует сила сопро-

тивления  ,
→
R  пропорциональная  квадрату скорости 2kVR = , где        

k – постоянный коэффициент, его размерность =][k сила/скорость2
. 

Определить через какое  время T после начала торможения скорость  
глиссера уменьшится вдвое ( 02

1 VVT = ) и какое расстояние TX   

пройдет глиссер за это время. 
Решение 
Направим ось OX  вдоль движения глиссера,  выбрав начало ко-

ординат в положении глиссера, соответствующем моменту выключе-
ния двигателя  (рис. 4.6.2).  

          
                                            Рис. 4.6.2 

Напишем дифференциальное уравнение движения для оси OX. 

Так как траектория движения горизонтальна, то сила тяжести  и вер-
тикальная составляющая реакции поверхности воды не войдут в диф-

ференциальное уравнение движения: 

                                        .XRXm −=
••
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Учитывая, что 2
XX kVR =  и  

dt

dV
X X=
••

, получим  

                                22
X

X
X

X V
m

k

dt

dV
kV

dt

dV
m −=⇒−= . 

Разделим переменные  VX и t: 

                                        .2 dt
m

k

V

dV

X

X −=  

Интегрируем   

                   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⇒−= ∫∫ 12

1
Ct

m

k

V
dt

m

k

V

dV

XX

X . 

Постоянную интегрирования 1C  определим по начальному ус-
ловию: при  00 == tt   скорость равна   :0VVX =  

                      ⋅=⇒+=
0

110
0

11

V
CCt

m

k

V
 

Получаем  окончательно уравнение скорости 

                                 
0

11

V
t

m

k

VX

+= . 

Для определения отрезка времени T подставим в уравнение ско-

рости заданные значения  
2

0V
VT =   и :Tt =  

                                  
000

12

kV

m
T

V
T

m

k

V
=⇒+= . 

Чтобы определить путь XT, пройденный судном за время Т, вы-

разим VX как функцию t: 

          
0

11

V
t

m

k

VX

+= ,          
0

01

mV

mktV

VX

+
= ,          

mktV

mV
VX +

=
0

0
.  

Так как   

                                              
dt

dX
VX = ,                                              

то 

           
mktV

mV

dt

dX

+
=

0

0
,     dt

mktV

mV
dX

+
=

0

0
,       

kV

m
t

dt

kV

mV
dX

0

0

0

+
= ,  
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

=

kV

m
t

dt

k

m
dX

0

 ,               ∫∫
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

kV

m
t

dt

k

m
dX

0

. 

Обозначим ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

kV

m
tu

0

, тогда .dtdu =  

Получаем  .lnln 2
0

2 C
kV

m
t

k

m
Cu

k

m

u

du

k

m
X +⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=+== ∫  

Для определения 2C  учтем, что при 00 == tt , ,00 == XX              

поэтому 

,ln 2
0

00 C
kV

m
t

k

m
X +⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=     ,ln0 2

0

C
kV

m

k

m
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=      .ln

0
2

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

kV

m

k

m
C . 

Окончательно: 

   ,lnln
00

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=

kV

m

k

m

kV

m
t

k

m
X ,       .ln

0

0

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

=

kV

m

kV

m
t

k

m
X   

Или 

                                     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
m

mktV

k

m
X 0ln . 

Путь, пройденный судном за время  ,
0kV

m
T =  равен: 

 ,ln
0 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
m

mkTV

k

m
XT           

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

=
m

m
kV

m
kV

k

m
XT

0
0

ln  .   

 

4.7. Движение точки под действием силы, зависящей от по-
ложения точки 

Решим дифференциальное уравнение движения материальной 

точки ,M  если действующая на нее сила является функцией от           

радиус-вектора точки ,
→
r  определяющего ее положение относительно      

начала координат: ).(
→→→

= rFF  
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Запишем дифференциальное уравнение движения точки M  в 
векторном виде:  

                                          )(
→→

→

= rF
dt

Vd
m . 

В этом уравнении содержится три переменные величины: 

        t – время;  
→
r –  радиус-вектор; 

→
V – скорость. 

Преобразуем дифференциальное  уравнение, чтобы оно содер-

жало две переменные величины 
→
V  и :

→
r  

                     ⋅=⇒=
→→

→

→

→
→→

→

→→

)()( rF
dt

rd

rd

Vd
mrF

rd

rd

dt

Vd
m  

Так как ,
→

→

= V
dt

rd
 то получаем уравнение, которое можно решать 

методом разделения переменных: 

                   )()(
→→

→

→
→→→

→

→

→

=⇒= rF

rd

Vd
VmrF

dt

rd

rd

Vd
m . 

Теперь можем интегрировать дифференциальное уравнение 

                .)()( ∫∫
→→→→→→→→→→

=⇒= rdrFVdVmrdrFVdVm  

Вычисленный интеграл ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∫

→→→
rdrF )(  обозначим как новую ска-

лярную функцию ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

= ∫
→→→→
rdrFrf )()(1  от  вектора на перемещения 

точки.  

В результате получим уравнение скорости в виде теоремы об 

изменении кинетической энергии точки: 

                                ⋅+=
→

11

2

)(
2

Crf
V

m  

Для вычисления постоянной 1С  в уравнение скорости вместо 

переменных  V   и  
→
r  подставляем их начальные значения: 

          )(
2

)(
2 01

2
0

1101

2
0

→→
−=⇒+= rf

V
mCCrf

V
m . 
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Чтобы найти уравнение движения, перепишем уравнение скоро-
сти в виде известной уже функции.  

Получаем уравнение скорости, как скалярную функцию от ра-

диус-вектора :
→
r  

                    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+=

→→→→
∫ )(

2
)(

2
01

2
02 rf

V
mrdrF

m
V , 

                    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+==

→→→→→
∫ )(

2
)(

2
)( 01

2
0

1 rf
V

mrdrF
m

rVV . 

То есть мы получили алгебраическое значение скорости. 

Далее решаем дифференциальное уравнение в естественных ко-
ординатах: 

                     
dt

ds
rV =
→

)(1 ,    dt

rV

ds
=→

)(1

,    ⋅= ∫∫ → dt

rV

ds

)(1

 

Решение интеграла  обозначим как функцию 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
= ∫ →

→

)(

)(

1

2

rV

d
rV . 

Тогда уравнение движения будет определено как неявное урав-
нение 

                                  .)( 22 CtrV +=
→

 

Постоянную 2C  находим, подставив в уравнение движения на-

чальные значения параметров 
→
r  и :t  

                      .)()( 00222002 trVCCtrV −=⇒+=
→→

   

Если ,00 =t  то  ).( 022

→
= rVC  

 

Пример 4.7.1. Движение точки под действием отталкиваю-

щей силы 

Материальная точка М массой m  движется по горизонтальной  

прямой вдоль оси OX под действием отталкивающей силы 
3X

k
FX = , 

обратно пропорциональной кубу расстояния точки до некоторого 
центра .O  Заданы начальные координаты ,0X  0Y  и  начальная ско-
рость ,0V  направленная по оси  OX .  Требуется получить уравнение 
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движения точки под действием силы отталкивания, а также опреде-
лить скорость, приобретенную точкой на расстоянии KX  от центра О. 

Решение 
Запишем дифференциальное уравнение прямолинейного движе-

ния точки: 

                      ,X
X

F
dt

dV
m =      ⋅= 3X

k

dt

dV
m

X
  

Преобразуем ускорение: 

                        ⋅===
dX

dV
V

dt

dX

dX

dV

dX

dX

dt

dV

dt

dV X
X

XXX
 

Приведем дифференциальное уравнение к переменным t  и  :XV  

                         ,3X

k

dX

dV
mV

X
X =      ⋅= dX

X

k
dVmV XX 3  

Вычислим интегралы в правой и левой частях уравнения:  

                               ∫∫ =
3X

dX
kdVVm XX ,         

                           .
22 12

2

C
X

kmVX +−=                                                (1) 

Найдем постоянную 1С , используя заданные начальные условия: 

  12
0

2

22

0 C
X

kmVX +−= ,            ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=+= 2

0

2

2

0

2

1 0

0

2

1

22 X

k
mV

X

kmV
С X

X
. 

Тогда из выражения (1) получаем  

                                   ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++−=

2
0

2

2

2

2222

0

X

kmV

X

kmV XX ,                    

или  

                               ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=−

2
0

2

22 11

222

0

XX

kmVmV XX . 

В левой части уравнения получаем разность кинетических энер-
гий точки, в правой части –  работу силы. 

Находим уравнение скорости точки как функции от ее положе-
ния: 

                              .
11

2
0

2
2

0

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−=

XXm

k
VV XX               
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Когда координата точки  примет значение KXX = , то ее ско-
рость будет равна:  

                                ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

2
0

2

2 11
0 XXm

k
VV

K

XX K
. 

Представим теперь скорость как производную от координаты  и 

выведем уравнение движения точки: 

                    
dt

dX
VX = ,                           ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−= 2

0
2

2 11

0 XXm

k
V

dt

dX
X ,  

                              ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+= 22

0

2 11

0 Xm

k

Xm

k
V

dt

dX
X . 

Упростим выражение, приняв обозначения для постоянных ве-
личин:  

                          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

2
0

2 1
0 Xm

k
VA X   и    

m

k
B = . 

Тогда интегрируем  уравнение вида 

                 
2

1

2 ⎟⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

X

B
A

dt

dX
,   или     

2

1

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

A

B
X

X

A

dt

dX
. 

Разделяем переменные  

                                    ⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

Adt

A

B
X

XdX

2

1

2

 

Пропуская дальнейшее интегрирование, запишем решение в 
общем виде. 

Обозначим решение левой части уравнения как известную уже 

функцию  ∫
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−= .)(

)
2

1
(

2 XdX
A

B
XXf  

Результатом решения задачи должна быть функция  вида      
2)( CtXf += , определяющая в неявном виде зависимость координа-

ты точки и времени. 
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Пример 4.7.2.  Криволинейное движение частицы в электри-

ческом поле 
Частица массой ,m  несущая положительный заряд ,q  брошена 

со скоростью 
→

0V  под углом α  к горизонту в одномерном электриче-

ском поле напряженностью 
→
E , вектор которой составляет угол β        

с вертикалью (рис. 4.7.1). Найти уравнения скорости и уравнения дви-

жения частицы. 

               
                                          Рис. 4.7.1 

Решение 
Изобразим на рис. 4.7.1 частицу в произвольный момент време-

ни, укажем силы 
→
gm  и ,KF

→
 действующие на частицу,  и запишем ос-

новное уравнение динамики   

                                   .KFgmam
→→→

+=                                            

Сила, действующая на частицу с зарядом, вычисляется по фор-
муле 

                                      .
→→
⋅= EgF K  

Векторное уравнение (1.5) перепишем в проекциях на оси коор-
динат:  

                          β= sinEg
dt

dV
m

X
    и     .cosβ+−= Egmg

dt

dV
m

Y
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Интегрируя уравнения, найдем сначала уравнения скорости час-
тицы: 

α+β= cossin 0Vt
m

Eg
VX   и  .coscos 0 α+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−β= Vtgt
m

Eg
VY         (1) 

Так как 

                                       
dt

dY
V

dt

dX
V YX == , ,                                   

то, проинтегрировав (1), получим уравнение движения 

                            

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+α+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−β=

+α+β=

.sin
2

cos

,cossin
2

00

2

00
2

YtV
t

g
m

Eg
Y

XtVt
m

Eg
X

 

Полученные уравнения движения являются параметрическими 

уравнениями параболы, в которых, следуя условиям задачи, можем 

положить .0,0 00 == YX  

 

Пример 4.7.3. Прямолинейное движение частицы в электри-

ческом поле 
Частица массой mи зарядом g движется без начальной скорости 

в одномерном электрическом поле, вектор 
→
E  которого направлен вер-

тикально вверх. Найти уравнение скорости частицы, если сила сопро-

тивления среды пропорциональна скорости точки .
→→

µ−= VRC  

Решение 
Рассмотрим прямолинейное движение частицы. Основное урав-

нение динамики запишем в виде 

                                      .CRFgm
dt

Vd
m

→→→
→

++=                                 (1) 

Выберем положительное направление оси ,Z  направив ее вверх, 
и спроектируем уравнение (1) на эту ось: 

                                 .Z
Z

VEgmg
dt

dV
m µ++=                                 (2) 

Разделим переменные в уравнении (2):    

                            .dt
m

VZ
E

q
m

g

dVZ

µ
−=

+
µ

−
µ

 .                                   (3) 
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Введем обозначения 

                                          ,
µ

−
µ

=
E

q
m

ga                                            

и проинтегрируем уравнение (3): 

                          1ln Ct
m

Va Z +−=+
µ

.                                            (4) 

Подставляя в (4) начальные условия 00 == tt   и 0
0
== ZZ VV  

находим 

       
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+
µ

−=+

,ln

,ln

1

100

aC

Ct
m

Va Z
     

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µ
−=

+

µ
−=

+

+
µ

−=+

.exp

,ln

,lnln

t
ma

Va

t
ma

Va

at
m

Va

Z

Z

Z

 

 

                                  .1exp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−⎟⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µ
−= t

m
aVZ  

 

4.8. Дифференциальные уравнения относительного движе-
ния  точки. Силы инерции 

 

Если движение материальной точки исследуется по отношению 

к неинерциальной системе отсчета, то на основании теоремы о сло-
жении ускорений при сложном движении точки: 

                          ,пер коротн aaaa
→→→→

++=                                     (4.8.1) 

Где ,перa
→

 ,отнa
→

корa
→

 – относительное, переносное и кориолисово 
ускорения точки. 

Подставляем уравнение (4.8.1) в основное уравнение  динамики 

(1.2.3): 

                               .)( коротнпер
→→→→

=++ Faaam  

Так как нашей задачей является изучение относительного дви-

жения точки, то преобразуем уравнение 

                    .коротн
→→→→

−−= amamFam пер                                 (4.8.2) 
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То есть если наблюдателя поместить в подвижную систему ко-
ординат, то он будет наблюдать относительное движение, определен-

ное дифференциальным уравнением (4.8.2). 

Введем обозначения 

                       перam
→→

−=Φпер       и            .коркор
→→

−=Φ am  

Векторы пер
→
Φ  и кор

→
Φ  называются соответственно переносной и 

кориолисовой силами инерции. 

Сила инерции не подлежит определению силы как меры взаи-

модействия тел, поскольку эти силы проявляются только в инерци-

альных системах отсчета и представляют собой произведение массы 

тела на ускорение, взятое с обратным знаком, т. е. сила инерции на-
правлена всегда против ускорения. 

Уравнение (4.8.2) принимает следующий вид: 

                           .корперотн
→→→→
Φ+Φ+= Fam                                 (4.8.3) 

Если движение точки рассматривается в подвижной системе ко-
ординат отсчета, то в правой части добавляются силы инерции, кото-
рые обращаются в нуль в инерциальных системах отсчета. 

Уравнение (4.8.3) называется основным уравнением динамики 

относительного движения материальной точки. 

Таким образом, относительное движение материальной точки 

можно рассматривать как абсолютное, если к действующим на точку 
силам добавить переносную и кориолисову силы инерции. 

 

Пример 4.8.1. Относительное движение точки при враща-
тельном переносном движении 

Составить дифференциальное уравнение относительного дви-

жения кольца M  массой m , перемещающегося вдоль направляющей, 

наклоненной под углом α  к вертикали. Направляющая вместе с вер-
тикальным валом совершает вращение с постоянной угловой скоро-
стью const=ω  (рис. 4.8.1). 

Решение 
Выбираем на рис. 4.8.1 неподвижную систему 1111 ZYXO  коорди-

нат таким образом, чтобы ось вращения вала совпадала с осью .11ZO  

Ось rr XO  подвижной системы координат совмещаем с направ-
ляющей, по которой движется кольцо .M  Изображаем на рис. 4.8.1  
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точку M в произвольном положении на расстоянии MOr   от начала 
отсчета, точки rO , и указываем силы действующие на точку :M  

→→
= gmG  – сила тяжести; 

коркор
→→

−=Φ am -кориолисова сила инерции; 

nn am
→→

−=Φ  – нормальная (центробежная) сила инерции; 

11YXN
→

 – нормальная реакция, параллельная координатной  плос-
кости 111 YOX ; 

1ZX r
N
→

– нормальная реакция, расположенная в плоскости 

.11 rXOZ  

                      
                                                     Рис. 4.8.1   

 

Определим сумму проекций сил на ось rr XO (рис. 4.8.2). 

Так как ,кор rr XO⊥Φ
→

 ,
11 rrYX XON ⊥

→
 ,

1 rrZX XON
r

⊥
→

 то 
                          .cossin α−αΦ=∑ GF n

eX r
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Вычисляем силы инерции: 

                   .sin22 α⋅ω=ω==Φ MOmMOmmа rrnn  

                  .sin2коркор α⋅ω==Φ rVmma . 

 

 
                                        Рис. 4.8.2  

 

Здесь rr XMO = – координата относительного положения          

точки ;M  rr XV
•

= – относительная скорость. 
Записываем дифференциальное уравнение относительного дви-

жения: 

                                   ∑=
••

,
rXr FXm  

                                   ,cossin α−αΦ=
••

GXm nr  

                                   ,cossin22 α−α⋅ω=
••

mgXmXm rr , 

                                    .cossin22 α−α⋅ω=
••

gXX rr . 

Получаем дифференциальное уравнение относительного движе-
ния кольца :M  

                                .cossin22 α−=α⋅ω−
••

gXX rr  
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5.  ПРЯМОЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ 

                                                ТОЧКИ 

 

5.1. Собственные колебания 

Пусть на точку действует восстанавливающая (упругая) сила, 
стремящаяся вернуть точку в положение равновесия и по величине 
пропорциональная отклонению точки от этого положения. Если дви-

жение точки происходит вдоль оси ,OX  а O – положение равновесия, 
то 

                                          ,cXFX −=                                               

где c  –  коэффициент упругости (жесткости). 

Дифференциальное уравнение движения точки в этом случае 
имеет вид 

                                           .cXXm −=
••

 
Разделив на массу, получаем дифференциальное уравнение сво-

бодных колебаний 

                                         .02 =+
••

XkX                                       (5.1.1) 

.Здесь  
m

c
k =  – круговая частота. 

Для составления характеристического уравнения делаем замену 
в уравнении (5.1.1): 

                                    2λ→
••

X    и   ).1( 0 =λ→X                                

В результате замены в уравнении (5.1.1) полученное  характери-

стическое уравнение дифференциального уравнения имеет вид  квад-
ратного уравнения  

                                          .022 =+λ k  
Так как его корни – чисто мнимые числа  
                           ikk +=−+=λ 21  и ,22 ikk −=−−=λ                   

то общим  решением уравнения  (5.1.1) будет уравнение движения 
                            )sin()cos( 21 ktCktCX += .                            (5.1.2) 

Запишем теперь уравнение скорости 

                         ).cos()sin( 21 ktkCktkCXVX +−==
•

                (5.1.3) 
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Здесь 1C  и 2C  – произвольные постоянные интегрирования, оп-

ределяемые по начальным условиям движения из уравнений  (5.1.2) и 

(5.1.3): 01 XC =   и  k
V

C 0
2 = . 

Период колебания определяется формулой 

                                           .2
2

c

m

k
T π=

π
=                              (5.1.4) 

Колебания точки в этом случае являются незатухающими и гар-
моническими (рис. 5.1.1). 

 
                                           Рис. 5.1.1 

 

Пусть кроме упругой силы на точку действует сила сопротивле-
ния среды, пропорциональная первой степени скорости и направлен-

ная против вектора  скорости, т. е. 

                                           .
•

α=α−= XVR XX  

В этом случае получим дифференциальное уравнение   

                                        .
•••

α−−= XcXXm  
Разделив на массу, получим дифференциальное уравнение  за-

тухающих колебаний 

                                         .02 2 =++
•••

XkXnX                            (5.1.5) 

Здесь   
m

n
2

α
=  – коэффициент, зависящий от вязкости среды, в 

которой движется точка. 
Для составления характеристического уравнения делаем замену 

в уравнении (5.1.5): 

                     2λ→
••

X , ),( 1 λ=λ→
•
X  ).1( 0 =λ→X  
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В этом случае характеристическое уравнение  имеет вид квад-

ратного уравнения вида  
                                   .02 22 =+λ+λ kn  
При решении этого дифференциального уравнения возможны 

три случая. 
Случай 1. «Малое» сопротивление среды, когда   .kn <  Корни 

характеристического уравнения будут комплексными сопряженными 

числами 

                                     ibа +=λ1   и  .2 ibа −=λ  

Здесь nа −= ,   .22 nkb −=  

Решение дифференциального уравнения (5.1.5) имеет вид 

                       ( ))sin()cos()exp( 21 tkCtkCntX RR +−= ,            (5.1.6)                   

где  
      22 nkbk R −==  –  круговая частота затухающих колебаний.   

Чтобы вычислить постоянные 1C  и 2C  надо по уравнению 

(5.1.5) получить уравнение скорости ,
•

= XVX  и имея два алгебраиче-
ских уравнения с начальными значениями, решить их относительно 
постоянных.   Движение точки в этом случае носит характер зату-
хающего колебания с периодом (промежуток времени между двумя 
последующими наибольшими отклонениями точки в одну сторону) 
(рис. 5.1.2): 

                              .
22

22 nkk
T

R
R

−

π
=

π
=   

 
                                          Рис. 5.1.2 

 

Случай 2. «Большое» сопротивление среды, когда kn > . Корни 

характеристического уравнения будут действительными величинами:  
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                        22
1 knn −+−=λ   и  .22

2 knn −−−=λ  

Решение уравнения (5.1.5)  представляется в виде  
                          ).exp()exp( 2211 tCtCX λ+λ=           

В этом случае точка совершает апериодическое затухающее 
движение (рис. 5.1.3). 

               

                                              Рис. 5.1.3 

 

Случай 3. «Предельный» случай,   когда  .kn =    Корни    харак-
теристического   уравнения  будут  действительными   и   равными   

величинами:  

                                .21 n−=λ=λ    

Общее решение уравнения (5.1.4) примет вид 

                         ( ) ).exp(21 ntCtCX −+=      

В данном случае имеет место также апериодическое затухающее 
движение (рис. 5.1.4). 

               
                                        Рис. 5.1.4 

 

5.2. Вынужденные колебания 

Пусть кроме упругой силы и силы сопротивления среды на точ-
ку действует внешняя сила, зависящая от времени так называемая 

возмущающая сила 
→
Q , проекция которой на ось OX  равна периоди-

ческой функции: 

                                       )sin(0 ptQQX = , 
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где  0Q  – амплитуда силы (ее наибольшее значение);  p  – круговая 
частота силы. 

Дифференциальное уравнение движения точки примет вид  

                              ).sin(0 ptQXcXXm +α−−=
•••

 

Или 

                              ).sin(2
02 pt

m

Q
XkXnX =++

•••
                       (5.2.1) 

Решение этого дифференциального уравнения состоит из двух 
решений вида 

                                   *** XXX += ,                                                

где *X  – общее    решение    однородного    уравнения (5.1.5); **X  –  

частное решение уравнения (5.2.1), которое можно получить в виде 
                       ),sin(** β+= ptAX                                                    

где  

                 
2222 4)( pnpk

n
A

+−
= ,   .

2
22 pk

np
tg

−
=β    

 Частное решение )sin( β+= ptAX част  называют вынужденным 

колебанием. 

Если 0≠n   (т. е. имеет место сопротивление среды), то 0* →X  

при ,∞→t  и поэтому интерес представляют только вынужденные ко-
лебания (частное решение **X ). 

Если 0=n , то 

                             
)( 22 pk

n
A

−
=  и     .0=βtg           

Тогда  
                                        *** XXX += ,                                           

где 

    )sin()cos( 21* ktCktCX +=     и  ).sin(
)(

**
22

pt
pk

n
X

−
=  

Следовательно, решение дифференциального уравнения (5.2.1) 

можно  записать  в виде 

                     )sin(
)(

)sin()cos(
2221 pt

pk

n
ktCktCX

−
++= . 
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Если kp = , т. е. частота возмущающей силы совпадает с часто-
той собственных незатухающих колебаний, то наступает явление ре-
зонанса. В этом случае при отсутствии сопротивления 

                                 ),cos(
2** pt

p

nt
X =                                               

т. е. с течением времени происходит нарастание амплитуды            

(рис. 5.2.1). 

 
                                              Рис. 5.2.1  
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