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На основе общей структуры констант лептонных и радиационных распадов легких мезонов, рас-
считанных в пуанкаре инвариантной квантовой механике и современных экспериментальных дан-

ных, проведен анализ углов смешивания для  ,   и  ,  -мезонов. 
Ключевые слова: угол смешивания, пуанкаре инвариантная квантовая механика, константа распада. 
 
On the basis of the general structure of the leptonic and radiative decays of light mesons calculated in 
Poincaré invariant quantum mechanics and modern experimental data, an analysis of mixing angles for 

 ,  , and  ,   mesons is performed. 
Keywords: mixing angle, Poincaré invariant quantum mechanics, decay constant. 

 

Введение. Значения углов смешивания  –  и  –  обсуждались много раз за последние 
пятьдесят лет. Интерес к такой тематике связан с нарушением  симметрии для процессов 
с указанными адронами. Имеются многочисленные исследования по извлечению значения углов 
смешивания на основе различных экспериментальных данных (например, [1], [2], [3], [4]). 

(3)SU

Важными составляющими процедуры извлечения углов смешивания из распадов легких 
мезонов являются схемы смешивания и построения матричных элементов данных процессов. 
Последнее делается с использованием тех или иных моделей (модельные киральные лагран-
жианы [4], релятивистские кварковые модели [5], феноменологические построения [1], [6]. 

Классической схемой смешивания легких мезонов является процедура, в которой ис-
пользуется по одному углу для  –  и  –  состояний: V  и P , соответственно (так назы-

ваемый one mixing angle analysis). При этом другие легкие мезоны (    и -мезоны), со-

стоящие из  и -кварков не смешиваются с 

K

u d s    и    мезонами.  
Наряду с классической схемой смешивания в последнее время исследуются схемы с 

двумя углами смешивания для  –  мезонов [7], [8], варианты, включающие дополнитель-
ное смешивание между   и   мезонами [9], [10], а также смешивание для      и 

     мезонов с тремя углами смешивания для каждой из комбинаций [11]. 
В данной работе предлагается провести процедуру извлечения углов смешивания из рас-

падов псевдоскалярных  и векторных мезонов V  типа P V      (распад в лептонную пару 
) и V P    , P V  (радиационные распады) с использованием только общей структуры 

матричных элементов в рамках релятивистской кварковой модели, основанной на пуанкаре 
инвариантной квантовой механике (ПИКМ) [12], [13]. 

Поскольку свойства мезонов изучаются на низкоэнергетических масштабах, то особую важ-
ность приобретают непертурбативные эффекты квантовой хромодинамики (КХД). ПИКМ являет-
ся удобной моделью для эффективного включения непертурбативных эффектов КХД, а также 
учета релятивистских эффектов и даже структуры самих кварков. Используя минимальные знания 
о векторах состояний мезонов, как кварк-антикварковых системах, можно рассчитать различные 
характеристики мезонов, такие как: формфакторы, константы распадов и др. 

Процедура извлечения не использует никаких предположений о параметрах релятиви-
стской кварковой модели на основе ПИКМ: кварковые массы, параметры потенциала взаи-
модействия и др. Основными элементами данного исследования: использование классиче-
ской схемы смешивания и требования соответствия модельных расчетов и эксперименталь-
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ных данных, взятых из PDG [14]. Дополнительным моментом такой процедуры – это воз-
можность получения ограничений и для некоторых параметров релятивистской кварковой 
модели, основанной на точечной форме ПИКМ. 

1. Определения. Простейшая схема смешивания -синглетных и октетных состояний (3)SU

    8 1

1 1
2   

6 3
uu dd ss uu dd ss          (1) 

приводит к физическим состояниям  –  и  –  мезонов:  

 8 1 8cos sin     sin cosV V V V              1   (2) 

 8 1 8 1
cos sin     sin cosP P P P                 (3) 

где V  и P  углы смешивания для векторных и псевдоскалярных мезонов соответственно.  
Предполагая ортогональность физических состояний  –  и  -  состояний и отсутствие 
смешивания с другими векторными и псевдоскалярными мезонами соотношения (2) и (3) 
можно записать в виде: 
 cos sin     sin cos ,V NS V S V NS V S               (4) 

 cos sin     sin cosP NS P S P NS P S
                 (5) 

где 2NS uu dd     и S ss  . 

Функции от углов a  (  или a V a P ) связаны с углами смешивания a  соотношениями: 

 
1 2 2 1

cos cos sin   sin cos sin
3 33 3

a a a a a a          

2

 (6) 

2. Методика расчета констант распадов векторных мезонов. Реакция распада 
векторного мезона V  в лептонную пару ,   1 2

 , (7) 1V   
или 1M  радиационные переходы  

 V P P V       , (8) 
характеризуется -матричными элементами  S

 10
VM JS I    Q ,  (9) 

 1VP
M JM

S I    
  QQ

  (10) 

Здесь вектор 
 M J Q  (11) 

определяет состояние мезона спина , массы J M  и импульса  в представлении Гейзенбер-
га [15]. Мезон определяют как релятивистскую составную систему кварка  и антикварка 

Q
q Q  

в рамках пуанкаре-инвариантной квантовой механики [13], [16]. 
Рассмотрим основные этапы вычисления матричных элементов процессов вида (7), (8) 

c учетом кварковой структуры в самом общем случае:  

 h
M JM J

I S I       
    QQ

 (12) 

Общая концепция данной методики частично изложена в работах [17], [18]). 
Пуанкаре инвариантная квантовая механика дает возможность связать вектор состояния мезо-

на (11) с векторами состояний, входящих в него кварков на основе представлений группы Пуанкаре. 
Главным требованием пуанкаре инвариантной квантовой механики является условие сохранения 
пуанкаре-инвариантности как для систем без взаимодействия, так и для взаимодействующих частиц. 

Схема решения поставленной задачи состоит в следующем: на первом этапе строится 
базис прямого произведения двух частиц без учета взаимодействия. В случае системы двух 

частиц с массами  и  и соответственно с 4-импульсами  и 

 этот базис 

qm




Qm 1 1( )
qmp p 

  
 

 p1

22 2( )
Qmp p

 
 p
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 1 1 2 2 1 1 2 2       p p p p 

2

, (13) 

определяет приводимое представление группы Пуанкаре. 
На втором этапе с помощью разложения Клебша-Гордана для группы Пуанкаре (см., 

например, [19], [20]) строится базис неприводимого представления, который характеризует 
систему целиком. Для этого введем полный импульс 

 1 P p p , (14) 

и относительный импульс  двух частиц. Базис двухчастичного неприводимого представле-
ния определяется квантовыми числами полного импульса (14), полного углового момента , 
его проекцией 

k
J

 , эффективной массой невзаимодействующих частиц 

       2
0 Q qm m m

2M k k k k      m , (15) 

или k  k , а также двумя дополнительными числами, которые снимают вырождение данного базиса. 

В зависимости от выбора чисел, снимающих вырождение, различают две схемы: схема с «L-
S»связью с квантовыми числами орбитального момента относительного движения  и полного спи-
нового момента S  и схема «спиральность» c пуанкаре-инвариантными спиральностями 


1 2    [20]. 

При использование схемы с «L–S связью» базисные векторы неприводимого представ-
ления выражается через базис приводимого представления посредством: 

 

    
       1 2

1 2 1 2 1 2 0

1 1 1 2 2 2

1 2 02

1 2 1 2 1 2
1 1 2 2

1 2

m m
m k k

m m M

W W

p p M
k J s d Y

k k P

s s s s J
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P k

C C n n p p




  

                    (16) 

где 1 2

1 2

s s s

  
 
   

C , 
s j

m  
 
   

C


 – коэффициенты Клебша-Гордана группы , a (2)SU

( )k klmY    – сферические функции, определяемые углами вектора . k

Для сокращения записей введем вспомогательную функцию 

   

 
1 2

1 2

1 2 1 2

1 2
( )

1 2 1 2 1 2 1 2( )

k k m k k

k k

s J s s s s J
Y

m

s s s s J
Y   

   
       

 
         

 
 
    
 

     
                

 
          

C C

C C





 



 

                 (17) 

Для частных простейших случаев ( 1 2 1 2s s   ) имеем, что  

 
1 2

1
0

1 2

0 0 0

2
k k   

   
    

 
     

  

  
1 2

1 2

1 2

0 1 1 3 4

4
k k   

 
  

    

 
     

  (18) 

Волновая функция связанной системы в мгновенной и точечной форме динамики 
ПИКМ может быть представлена в виде [16] 

 

 3
0 0

( ) ,

1
( )

J
J s

J
J s

k J s k

k J s k
M M M

  

  

  

  






  


  

       

        

Q

Q

P Q P

Q P
P








 

Волновая функция  нормирована условием   J
s k

  22 1J
s

s

dk k k


   


 

которое следует из условия полноты состояния неприводимого базиса. 
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Используя (16), находим, что вектор состояния двухчастичной связанной системы определяется 
как прямое произведение векторов состояний свободных частиц с волновой функцией :  J

s k

   
       

 

1 2

1 2 1 2 1 2 0

1 1 1 2 2 2

1 2 0

1 2 1 2
1 1 2 2

1 2

m m J
J s

m m M

k k W W

p p M
d k

k k P

s J
D D


   

   

 
  

  
  

   
   
   
   

 

 
 

   

 
        

Q k

n n p p






                             (19) 

Использование (19) позволяют свести вычисление матричного элемента (12) к матричному 
элементу взаимодействия между структурными элементами 1 1 2 2   p p  связанной системы, т. е. 

   
     

 

1 2 1 2 1 2 1 2
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1 021 2 0

1 2 21

q Q q Q

q Q q Q
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             (20) 

1 2 1 1 1 21 1 2 2
2 1 1 2 1 1 2 2 W W W         

Детали методики вычисления (20) можно найти в работах [17], [21]. 
2 2
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3. Константы распадов векторных мезонов. Постоянная Vf  лептонного распада 

( )V Qq     для векторного мезона (V Qq )  массы VM  обычно определяется следующим 
соотношением: 

    
 

3 2
0 0 1 2

2V

V

V V
VV M

M

M f
j iJ

P


  






    P ? (21) 

c вектором поляризации 
  векторного мезона. 

В рамках ПИКМ, процесс распада ( )V Qq     обусловлен электромагнитным взаимодейст-

вием кварков, входящих в мезон V , поэтому в случае легких мезонов ток  запишется в виде: (0)VJ 

 (0)V u d se u u e d d e s sJ
         (22) 

Ширина распада ( )V Qq     задается выражением  

 
2 22

2
2

2 44
1 1

3V V
V V

m
f

M M M

  
     

 


2
V

m  (23) 

где   – постоянная тонкой структуры. 
Используя соотношения (21), (22), а также (4) получим, что константы 0 ,   и  -

мезонов в рамках импульсного приближения запишутся в виде  

 
   ( ) (1 ) ( ) (1 ) cos

     ( )sin
2 2

u d u d VV V
s V

W u e e W u e e
f f 


e W s 

     
      

 
 ( ) (1 ) sin

( ) cos
2

u d VV
s V

W u e e
f


e W s 

  
    (24) 

В соотношении (24) предполагается «слабое» нарушение изотопической инвариантно-
сти между  и  кварками за счет малого параметра u d 0 01 0 02     . Функция  представ-
ляет интеграл вида [22], [23]:  

g

 
2

2 2 3 4
0

3 
( ) ,   , ,

( )
q

V qq
q

m k
W q dk k q u d

k m





 
   

   
    (25) 
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Таким образом, в рамках ПИКМ, на основе требования соответствия модельных расче-
тов экспериментальным данным появляется возможность определить углы смешивания  –
  мезонов с помощью системы уравнений (24). Результаты вычисления углов смешивания 
представлены в таблице 1 в зависимости от параметра  . 
 

Таблица 1 – Угол смешивания V в зависимости от параметра   и экспериментальные значения леп-
тонных констант 
 

Распад 
V

expf   ГэВ   V   

0 e e   0 1564 0 0007  0 00   30 4 0 7   

 31 0 0 7e e   0 0762 0 0012   0 01     

 31 5 0 7  
e e   0 0459 0 0008   0 02  

 
4. Радиационные распады V P  и P V . Методика вычисления констант 

радиационных распадов V P  и P V  аналогична расчету распада векторного мезона в 
лептонную пару. 

Параметризация матричного элемента для перехода V P  в виде  

  
     3

( )
0

2 4P V

V P

VP
VM M

M M

g P
iJ

P Q


   



  

  
    Q P

Q
  (26) 

где VPg  -константа радиационного распада, приводит к ширинам радиационных распадов: 

 
2 2 2 2

2 3 2( ) ( )      ( ) ( )
24 8

V P P V
VP VP

V P

m m m m
V P g P V g

m m
   

       3
   (27) 

Используя соотношения (27), (22) и (21), а также формулы (4), (5) можно найти инте-
гральные представления константы VPg   для различных переходов (таблица 2). 

Для легких мезонов константа VPg   представляет линейную комбинацию функций  

 ( ) ( )   ( ) ( ) ( )ud d v u v ud u v d v s s vX e I d e I u Z e I u e I d X e I s         (28) 

где ( )vI q  в рамках точечной формы ПИКМ (в отсутствие аномальных магнитных моментов 

кварков) может быть записана в виде [24]: 

 
   

2

0

1 1
( )

2 3
q q

q
v V qq P qq

m m

m
I q dkk k k

k k
 

 


   
   
   

 
       

 


1 


 (29) 

Таблица 2 – Модельные представления для константы распада V P  вместе с извлеченными из 
соотношений (27) экспериментальными значениями VPg   

 

n  Распад Представление VPg   в ПИКМ (exp )VPg   , ГэВ  2

1 0 0   udX  0 830 0 056    

2 0   cosud PZ   1 586 0 055    

3 0    sinud VZ   2 298 0 040    

4    sin cos 2 sin cosud V P s P VX X    0 449 0 020    

5 0    cosud VZ   0 133 0 003    

6    cos cos 2 sin sinud P V s P VX X    0 694 0 006    

7     sin cos 2 sin cosud P V s V PX X    0 716 0 012    

8 0     sinud PZ   1 323 0 025    

9     2 cos cos sin sins P V ud PX X V    0 429 0 025    
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Соотношения из таблицы 2 позволяют провести анализ возможных значений углов 
смешивания путем сравнения с экспериментальными данными. Так из распадов 0   , 

0    и 0    , 0   путем решения системы уравнений находим, что  

  (30)   31 94 0 30 8 29 1 10V P           
Минимизация функционала как функции от углов смешивания P  и V   

 
2 29

2
2

2

( ) ( )
( )

( )
exp model

P V
n exp

g n g n

g n
  




  , (31) 

с использованием всех распадов (номера 2–9 в таблице 2) и в предположении, что 
 (номер 1 в таблице 2) дает, что 0 830 0 056udX     2

min  достигается при значениях 

  (32)   31 94 0 29 18 83 2 94V P            

Углы смешивания   и   мезонов (30), (32) и в таблице 1 согласуются друг с другом в 

пределах . В работе [5] на основе анализа распадов векторных мезонов предлагается ис-

пользовать значение 

0 6 

3V 3   

31 

, что с учетом определения углов смешивания в данной рабо-

те приводит к значению , что практически совпадает с (30) и (32). 96V
Угол смешивания псевдоскалярных мезонов (32) коррелирует со значением 

, полученное в [1] и значением 18 2 1 4P       18 5 1 0P       , используемое в рамках ре-

лятивистской кварковой модели [5] для радиационных распадов V P  и P V .  

Отметим, что в частных случаях (см. (30)), значения P  могут отличаться от величины 

(32). Аналогичный вывод сделан и в работах [4], [5], где показано, что для различных комби-
наций наблюдаемых величин оптимальные с точки зрения экспериментальных данных зна-
чения P  могут изменяться в пределах от 8 0    до 19 0   . 

Заключение. На основе общей структуры констант лептонных и радиационных распа-
дов легких мезонов, возникающих в ПИКМ, и современных экспериментальных данных 
проведен анализ углов смешивания для  ,   и  ,  -мезонов. Результаты согласуются в 
пределах ошибок с работами [1], [4], [5]. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского Республиканского Фонда Фун-
даментальных Исследований (г. Минск, Беларусь) и Самарского университета (г. Самара, Россия). 
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