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1. ВВЕДЕНИЕ В  КИНЕМАТИКУ 

 

1.1. Основные понятия кинематики 

 

Кинематикой называется раздел теоретической механики, в 

котором изучаются зависимости между величинами, 

характеризующими состояние материальных тел, но не 
рассматриваются причины, вызывающие изменение этого состояния, 
то есть не учитывается взаимодействие тел.  

Слово «кинематика» происходит от греческого слова «кинема», 

что означает движение, то есть изменение положения тела в 

пространстве. 
Подобно геометрии, изучающей пространственные свойства тел, 

и не рассматривающей их материальные признаки (вес, цвет, 
твердость и т. д.), кинематика, рассматривает движение тел, оставляя 
в стороне вопрос о связи этого движения с материальной структурой 

тел и их свойствами. Движущееся тело рассматривается в кинематике 
лишь как некоторый геометрический образ. 

Кинематика целиком основывается на аксиомах и положениях 

геометрии, но отличается от нее тем, что, кроме пространства, 
проходимого движущимся телом, она рассматривает еще и время, за 
которое совершается это движение. 

Кинематика – это геометрия четырех измерений. Первые три 
измерения определяют пространство, связанное с системой отсчета. 
Четвертое измерение - время. 

Время является скалярной непрерывно изменяющейся 
величиной и рассматривается в задачах кинематики как независимая 

переменная величина (аргумент). Все другие величины, 

изменяющиеся с течением времени, рассматриваются как функции 

времени - f(t). 
Положение точки на координатной оси, как известно, 

определяется  расстоянием ее от некоторой другой точки- точки 

отсчета. Аналогично, на оси можно изобразить данный момент 
времени tk, который определяется промежутком времени 0ttt kk −=∆ , 

(k=1,2,3,…), протекающим от некоторого начального момента 
времени t0 (рис.1.1.1). 

Для начального момента времени во многих задачах можно 

принять t0=0.  
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Моменты времени ,...,, 321 ttt  определяются соответственно 

промежутками времени 011 ttt −=∆ ,  022 ttt −=∆  отделяющими их от 
начального момента времени, а промежуток времени между двумя 

моментами времени - разностью 1212 ttt −=∆ − . 

 
                                             Рис.1.1.1. 

 

Всякое механическое движение материального тела мы можем 

наблюдать и изучать лишь по отношению к каким-либо другим телам. 

Невозможно определить кинематическое состояние данного тела, не 
принимая во внимание другие тела. 

Движение одного и того же тела относительно разных систем 
отсчета может быть различным. Например, для наблюдателя, 

находящегося на палубе быстроходного катера движущегося по реке, 
какой-нибудь лежащий на ней предмет неподвижен, в то время как 

для наблюдателя, находящегося на берегу, он движется. Мяч, 

подброшенный вертикально вверх на палубе катера, падает на то же 
место и, следовательно, движется по прямолинейной траектории по 

отношению к палубе. Для наблюдателя же, стоящего на берегу, мяч  

движется по параболе (рис. 1.1.2.). 
Абсолютно неподвижных тел в природе не существует, и 

потому принципиально невозможно установить какую-либо 

абсолютно неподвижную систему отсчета. Если наблюдатель на 
берегу неподвижен относительно поверхности Земли, то он движется 
вместе с Землей относительно Солнца. 
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Понятия «движение» и «покой» являются относительными 

понятиями и имеют смысл только при указании системы отсчета, 
относительно которой они рассматриваются. В технической практике 
за основную или «неподвижную» систему отсчета обычно берется 

неподвижная относительно поверхности Земли система, и движение 
тел по отношению к этой системе условно принимается как 

абсолютное. С системой отсчета связывают различные системы 
координат (прямоугольные, сферические, цилиндрические, полярные, 
и т.д.), определяющие относительное положение тела в пространстве. 

 

               
                                             Рис.1.1.2.  

 

Всякое тело можно рассматривать как механическую систему 

материальных точек. Чтобы определить движение тела, необходимо 

знать перемещение каждой его точки. Поэтому, прежде всего, следует 
определить кинематические характеристики отдельной материальной 
точки.  

Движение точки считается известным тогда, когда мы имеем 

возможность определить его положение относительно выбранной 

системы отсчета в каждый данный момент времени. В процессе 
своего движения точка последовательно занимает различные 
положения относительно выбранной системы координат, причем эти 

положения непрерывно следуют одно за другим. 

Линия, описываемая движущейся точкой в координатном 
пространстве, называется траекторией точки. Траектория – это 

непрерывная последовательность точек пространства, занимаемая 

движущейся точкой M. 

В зависимости от формы траектории движение точки 

называется прямолинейным, если ее траектория - прямая линия, и 
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криволинейным, если ее траектория - кривая линия, например, 

движение точки по окружности или по эллипсу (рис.1.1.3).  

             
                                              Рис.1.1.3.  

 

Форма траектории зависит от выбора системы отсчета. Это ясно 

из приведенного выше примера с мячом, подброшенным на палубе 

движущегося катера. 
 

1.2. Задачи кинематики 

 

Движение твердого тела и движение отдельной его точки 
характеризуется линейными и угловыми кинематическими 

величинами: координаты, скорости, ускорения. Все кинематические 
величины рассматриваются как функции времени. 

Связь между временем и положениями движущейся в 

пространстве точки определяет закон движения точки. Если можно 

определить положение точки в пространстве в любой момент 
времени,- её закон движения известен. 

Основной задачей кинематики является изучение законов 

движения материальных точек и их систем. 

Задачи кинематики важны для исследования движения звеньев 

различных механизмов. При исследовании траекторий точек звеньев 

следует учитывать также конструктивные особенности данного 

механизма, ограничивающие движение звеньев. 
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2. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ 

 

2.1. Способы задания движения точки. 

 

Существуют три способа задания законов движения 

материальной точки: координатный, векторный и естественный. 

 

Векторный способ. Положение точки М однозначно 

определяется заданием радиуса-вектора 
→
r , проведенного из  

некоторого неподвижного центра О  в данную точку М  (рис.2.1.1). 

                       
                                         Рис. 2.1.1. 

 

Положение точки ),,( zyxM  в этом случае в любой момент 

времени будет определяться радиус-вектором 
→
r , проведенным из 

начала отсчета О в данную точку М. Радиус-вектор движущейся 

точки изменяется по величине (по модулю) и по направлению. Закон 

этого изменения характеризуется векторной функцией  

                                         )(trr
→→

=  ,                                             

которая является векторным уравнением движения точки. 

 

Кривая, которая вычерчивается концом изменяющегося 

вектора, называется годографом этого вектора. Траектория  точки 

),,( zyxM  является годографом радиус-вектора этой точки. 

 

Координатный способ. Координатный способ задания 

движения точки основан на том, что положение точки относительно 
некоторой системы отсчета всегда может быть найдено при помощи 

определенной совокупности чисел, называемых ее координатами. 
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Системы координат могут быть различными, их выбор 

определяется условиями решаемой задачи:    

- положение точки на поверхности Земли принято определять с 
помощью так называемых географических координат: широты и 

долготы; 

- положение точки на поверхности сферы можно также 
определять сферическими координатами, а на поверхности цилиндра; 

 - цилиндрическими координатами, частным случаем которых 

являются полярные координаты. 

Наибольшее применение на практике имеет прямоугольная 

система координат (рис.2.1.2.).  

                     
                                             Рис  2.1.2. 

 

Положение точки М в любой момент времени t относительно 

данной системы координат вполне определяется функциями  

 

                         )(txx = ; )(tyy = ; )(tzz = .                              (2.1.1) 

 

Если во время движения точка остается в одной плоскости, то, 

расположив систему двух взаимно перпендикулярных осей OX и OY в 

этой плоскости, мы получим возможность определять положение 
точки в данной плоскости только двумя ее координатами:  

 

                              )(1 tfx = ; )(2 tfy = .                                     (2.1.2) 
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Если точка совершает прямолинейное движение, то направление 
одной из координатных осей, например оси OX, выбирается 
параллельно траектории точки. Положение точки М на этой оси 

определяется одной координатой 

 

                                       )(1 tfx = .                                              (2.1.3) 

 

Уравнения (2.1.1) (2.1.2) и (2.1.3) представляют собой уравнения 

движения точки в декартовых координатах. Они одновременно 

являются уравнениями траектории точки в параметрической форме. 
Если заданы уравнения движения точки, то для любого момента 

времени можно определить ее положение относительно данной 

системы координат. 
Функции времени )(),(),( 321 tftftf  непрерывны и дважды 

дифференцируемы. 

Исключив из уравнений (2.1.1) параметр )(xfunct = , получим 

непараметрические уравнения кривой, по которой движется точка:  
 

                                         )(1 xFy = , )(2 xFz = . 

 

В случае движения материальной точки в плоскости XOY , 

исключаем время из уравнений (2.1.2) , и получаем одно уравнение 
траектории  

                                                )(1 xFy = . 

 

Рассмотрим два  примера на определение траектории точки. 
 

Пример 2.1.1.   

Движение точки заданно уравнениями 

 

                                            tx 4= , 35 2 += tу ; 

 

Исключаем время методом подстановки 
4

x
t = , и получаем  

уравнение параболы, (рис.2.1.3), 

                               3
16

5
3

4
5 2

2

+=+





= x

x
y . 
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Пример 2.1.2. 

Уравнения движения, заданы тригонометрическими функциями   

 

                           2)
3

cos(4 += tx
π

,  )
3

sin(2 ty
π

= . 

 
Для исключения параметра t воспользуемся известной 

формулой тригонометрии 

 

                                     1sincos 22 =+ αα . 
 

В нашей задаче t
3

π
α = , поэтому выполняем следующие 

действия: 

                             





=

−
t

x

3
cos

4

2 π
, 






= t

y

3
sin

2

π
   ⇒  

                   

                         





=






 −

t
x

3
cos

4

2 2
2

π
,     






=








t
y

3
sin

2

2
2

π
. 

 

Суммируем правые и левые части двух последних формул и 

получаем уравнение эллипса  (рис.2.1.4): 

 

                                     1
24

2
22

=





+






 − yx

. 

 
                      Рис.2.1.3.                                       Рис.2.1.4.          
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Траекторией точки может быть вся полученная кривая или ее 
часть. Для определения траектории по заданным уравнениям 

движения следует установить области изменения координат yx,  и z . 

При известном уравнении кривой, по которой движется точка, 
траектория может быть выделена заданием области изменения 

координат. Например, для  рис.2.1.4,  можно задать 51 ≤≤ x , 0≥y .  В 

этом случае траектория точки совпадает с частью верхней дуги AB 
эллипса. 

Траекторию точки можно определить графически, вычислив 

координаты точки для множества последовательных моментов 

времени и соединив их плавной кривой. Например, 

 

         2
3

cos4 +





= kk tx
π

,  





= кк ty

3
sin2

π
,  ,...3,2,1,0=кt . 

 

Для графических построений можно использовать 
компьютерные математические пакеты: MATHCAD, MATLAB, 

MAPLE, и др. 

Рассмотрим пример расчета координат точек в движущемся 
механизме. 

 

Пример 2.1.3. 

В кривошипно-ползунном механизме точки А и B совершают 
движение по замкнутым криволинейным траекториям (окружность и 

эллипс). 
Точка С совершает прямолинейное движение в ограниченной 

области MAXMIN XxX ≤≤ , где   - MINX   и MAXX     - координаты 

крайних положений точки С (ползуна) (рис.2.1.5.). 

 
                                         Рис.2.1.5. 
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Считая заданными размеры звеньев, для любого положения 
механизма, то есть для любого значения угла )(tϕϕ = , 

характеризующего положение кривошипа ОА, можем вычислить 
координаты точек А, В и  С (рис.2.1.6). С этой целью рассматриваются 
катеты прямоугольных треугольников АКО∆  и  АКС∆ : 

 

OKxA = ,      AKyA = ,   KPOKxB += , DAOKyB −= ,  

 

                       KCOKxC += ,   0=Cy . 

 
                                        Рис. 2.1.6. 

 

Из прямоугольных треугольников получаем 

 

)(cos)( tOAtx A ϕ⋅= ,   )(sin)( tOAtyA ϕ⋅= ,                     

 

)(cos)()( tABtxtx AB α⋅+= ,    )(sin)( tBCtyB α⋅=  ,              (2.1.4) 

 

)(cos)()( tACtxtx AC α⋅+= ,    0)( =tyC .                                (2.1.5) 

 

Здесь угол α , характеризующий движение звена АС, находим из 
условия      

                                )(sin)(sin tACtOAyA αϕ ⋅=⋅= : 

 

                                      






= )(sinarcsin)( t
AC

OA
t ϕα . 
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Последовательно изменяя значения угла )(tϕ , )20( πϕ ≤≤ , 

получаем последовательность координат, графически определяющих 

траектории точек А, В и С. 

 
Для того, чтобы установить связь радиус-вектора точки и её 

координатами zyx ,, , введем три единичных вектора 
→→→
kji ,, ,  

направленных вдоль осей X, Y, Z, соответственно. Как любая 

векторная величина, радиус- вектор  точки может быть записан  в 

виде:         

                          zkyjxirOM
→→→→→

++== .                               (2.1.6) 

 

Модуль радиус–вектора r
r

 определяется как диагональ 

параллелепипеда (рис.2.1.7)   
 

                                     222 zyxr ++=                                      

 

                     
                                             Рис. 2.1.7. 

 

Направляющие косинусы радиус–вектора находим по 

формулам: 

       
r

X
rX =
→

),cos(   , 
r

Y
rY =
→

),cos(  , 
r

Z
rZ =
→

),cos( .           
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Естественный способ. При естественном способе задания 
движения положение точки М в любой момент времени определяется 

ее дуговой координатой  S, измеряемой по траектории точки от 
начала отсчета О1  до точки М. 

Пусть точка М совершает движение по некоторой траектории 

АВ. Возьмем на этой траекторий какую-либо произвольную 

неподвижную точку О1 и назовем ее началом отсчета расстояний. 
Выбирается положительное направление отсчета. Выбор 

положительного направления отсчета произволен (рис.2.1.8). 

            
                                             Рис.2.1.8. 

 

Измеренная в линейных единицах длина дуги О1М называется 

расстоянием точки М от начала отсчета О1, или ее дуговой 

координатой S.  

Координата S является алгебраической величиной: 
положительной, если расстояние откладывается по траектории в одну 

какую-либо сторону от начала отсчета О1 и отрицательной, если оно 

откладывается в противоположную сторону.  

В каждый данный момент времени точка может занимать только 

одно определенное положение на траектории, и, следовательно, ее 
расстояние S от начала отсчета есть некоторая однозначная функция 

времени t . Зависимость между переменными S и t может быть 

выражена уравнением 

                                        )(tfS = .                                            (2.1.7) 

 

Если закон движения точки по данной траектории установлен, 
то есть, известна функция (2.1.7), то, мы можем для любого момента 
времени определить расстояние точки от начала отсчета и тем самым 

определить ее положение на траектории. 
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При естественном способе должны быть заданы траектория 

точки, закон движения по этой траектории (уравнение движения), 

начало отсчета дуговой координаты и его положительное 
направление. 

При прямолинейном движении точки параллельном, например, 

оси OX, закон движения определяется изменением координаты  

 

                                            )(tfx = . 

В задаче о кривошипно-шатунном механизме, преобразованное  
уравнение (2.1.5) (уравнение движения точки С ), будет иметь вид 

тригонометрической функции  
 

                                           )cos(0 tAxx CС ω⋅+= , 

 

где: Cx0 - координата точки C при 0=ϕ , 

        А- амплитуда колебательного движения поршня C . 

  

Расстояние S , отмеренное по траектории точки от начала 
отсчета, нельзя смешивать с длиной пути L, пройденного точкой за 
соответствующий промежуток времени. 

Так как движущаяся точка может изменить направление 
движения по траектории, то путь L, пройденный точкой за 
промежуток времени t∆ , определяют как сумму длин дуг отдельных 

участков, на каждом из которых скорость сохраняет направление 
движения точки. 

Если в момент времени t=0 точка находилась не в начале О1 
отсчета, а в положении M0 (рис.2.1.9), определяемом дуговой 

координатой S0 (величина S0 называется начальной координатой), то 

путь, пройденный точкой за промежуток времени  t0 до t1  (Δt1 =t1-t0) 

переместилась по своей траектории из начала отсчета О1 в положение 
М1, а за промежуток времен  Δt1= t1-t0 будет  равен L1=S1 – S0. 

Если направление движения точки по траектории изменяется, то 

ее расстояние S от начала отсчета будет с течением времени то 

увеличиваться, то уменьшаться, тогда как путь L. пройденный точкой, 
может только возрастать. Пусть, например, точка за промежуток 

времени  Δt2 =t2-t1 вернулась из положения М1 обратно в положение 
М2, определенное дуговой координатой S2.  

Путь, пройденный точкой за промежуток времени 

0221 tttt −=∆+∆  равен   
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         2110 MMMML += ,    или   )()( 2101 SSSSL −+−= . 

 

Путь L,. пройденный точкой за некоторый промежуток времени 
t∆ легко находится в том случае, когда точка движется по траектории 

в одну сторону. Если при этом в начальный  момент времени (в 

момент t=0) точка находилась в начале отсчета, то, очевидно, путь L, 

пройденный точкой, равен ее расстоянию S от начала отсчета, т. е. в 

этом случае L=S.  (рис.2.1.9) 

 

                 
                                                  Рис.2.1.9. 

 

Дуговую координату S(t) можно выразить через прямоугольные 
координаты. Переход от координатного способа к естественному 
можно выполнить по формуле: 

 

                             ∫ +++=
t

SdtzyxtS
0

0
222 )()()()( &&& . 

 

Наглядное представление о характере движения точки дают 
графики функций. Для построения графиков по оси абсцисс 
откладывают последовательные значения времени t, а по оси ординат 
- соответствующие им значения функции. Для построения графика 
функции )(tfS =  (графика движения точки) по оси ординат 
откладывают значения дуговой координаты S(t).  

Например, на рис.2.1.10 представлен график изменения дуговой 

координаты )cos(0 tАSS ω⋅+= , по которому можно определить (в 

масштабе) значение величины kS  для любого момента времени kt , 
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k=0,1,2,3,…. Этот график дает наглядное представление о 

периодическом характере движения точки.  

               
                                               Рис.2.1.10. 

 

График движения не надо путать с траекторией точки. Так, 

периодическое движение точки М, соответствующее графику на рис. 
2.1.10 может быть осуществлено по любой траектории, 
криволинейной или прямолинейной. 

 

                   
                                               Рис.2.1.11. 

График пройденного пути строится по графику движения 
(рис.2.1.11). Путь, пройденный точкой за некоторый промежуток 

времени, представляет собой сумму абсолютных значений 

элементарных перемещений точки. Линия такого графика непрерывно 
поднимается вверх независимо от направления движения точки: 
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- участки 1 и 3 -  движение точки М  к началу отсчета; 
- участки 2 и 4 -  движение точки М  от начала отсчета. 
  

Важность графического построения функций состоит в том, что 

она дает возможность найти её приближенную зависимость от 
аргумента в том случае, когда нам известны её значения лишь для 

отдельных моментов времени tk , а аналитическая зависимость между 
S и t нам не известна.  

 

2.2. Вектор перемещения.  Скорость точки 

 

Введём понятие вектора перемещения точки (рис.2.2.1).  

               
                                            Рис.2.2.1 

 

Пусть для момента времени  t –материальная точка находится в 
положении М0. Положение точки в момент времени t определяем 

радиус-вектором 
→

0r .  

За время t∆  материальная точка перемещается в положении М1 , 

то есть  0 1
M M→ . В момент времени tt ∆+  – материальная точка 

находится в положении М1. Положение точки в этот момент времени  

определяем радиус-вектором.  То есть радиус-вектор точки М1 равен 

геометрической сумме  

                                            
→→→

∆+= rrr 01 . 

 

Вектор перемещения - это прямолинейный отрезок, 

проведенный из точки М0 в точку М1. Вектор перемещения   



 19 

→→
=∆ 10MMr , не зависит от траектории, он зависит от координат точек 

пространства М0 и М1 . 

Модуль вектора перемещения вычисляется по формуле 
 

              222 )()()( MMMMMM zzyyxxr −+−+−=∆
→

 .     

 

Введём понятие средней скорости материальной точки за время 
t∆  как отношение  

                                      
t

r
Vср ∆

∆
=

→
→

.                                 

 

Из формулы следует, что скорость имеет размерность  
 

                                         [ ]
[ ]время

длина
V = . 

 

Каждому выбору единицы длины и единицы времени 

соответствует своя единица скорости. Скорость может выражаться в 

м/с, см/с, м/мин, км/час и т. д.  

Так, например,   в международной  системе единиц:   [ ]
с

м
V = . 

Вектор  
→

срV направлен вдоль  вектора перемещения  
→

∆ r . 

Как известно из математики, предел отношения приращения 

функции к соответствующему приращению аргумента, когда 
приращение аргумента последнее стремится к нулю, называется 

производной данной функции.  

Вычисляя предел от средней скорости, получаем мгновенную 

скорость точки в момент времени t. Соответственно принятым 

обозначениям производной, запишем: 

                           
dt

rd

t

r
tV

t

→→

→∆

→
=

∆
∆

=
0

lim)( .                         

 

Можно обозначить -      

•
→→

= rtV )( .                  
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Вектор )(tV
→

  направлен по касательной к траектории точки. 

Скорость точки М в момент времени t равна производной по 

времени от радиуса – вектора точки и направлена по касательной к 

траектории. 

Скорость точки определяется проекциями  скорости точки на 
оси координат  (рис.2.2.2). 

                        
                                            Рис.2.2.2. 
 

Учитывая формулу (2.1.6) для радиус-вектора, можем записать  

                      
dt

dz
k

dt

dy
j

dt

dx
iV

dt

rd →→→→
→

++== ,                             (2.2.1) 

 

               
•

≡= x
dt

dx
Vx ;    

•
≡= y

dt

dy
Vy ,     

•
≡= z

dt

dz
Vz   .             (2.2.2) 

 

Проекции скорости точки на неподвижные координатные оси 

равны первым производным от соответствующих координат 

движущейся точки по времени. 

Вычисленные проекции вектора скорости точки на 
координатные оси позволяют найти модуль вектора скорости и его 

направление. 
Модуль вектора скорости определяем как диагональ 

параллелепипеда, построенного на векторах скоростей 
→
iVX , 

→
jVY ,

→
kVZ : 

 

     
222

zyx VVVV ++=
→

,или     

222









+








+








=

•••→
zyxV .    
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Модуль вектора можно обозначать как алгебраическую 

величину, без стрелки сверху, например, модуль вектора скорости 

может быть обозначен  буквой V . 

Направление вектора его направляющими косинусами. 

Направляющие косинусы определяют углы наклона вектора 
→
V  к осям 

координат: 
 

              
V

V
VX X=
→

),cos( ,   
V

V
VY Y=
→

),cos( ,  
V

V
VZ Z=
→

),cos(   

 

При естественном способе задания движения применяем 

понятие алгебраического значения скорости 
dt

dS
V =   или  

•
= SV . 

Так как вектор 
→
V  направлен по касательной к траектории, то для 

определения направления вектора введем единичный вектор 

касательной 
→
τ  и запишем  

                           
→→
⋅= τVV  , или  

→→
= τ

dt

ds
V .                               (2.2.3) 

 

Рассмотрим пример вычисления скорости точки координатным 

способом. 
 

Пример 2.2.1. 

Для точки B шатуна кривошипно-ползунного механизма 
(рис.2.1.6) определены уравнения движения (2.1.4) как 

параметрические уравнения эллипса.  
Предположим, что угол поворота кривошипа изменяется 

пропорционально времени 

                                             tt ⋅=ωϕ )( ,  

 

где  ω  - коэффициент пропорциональности. 

 
Уравнения (2.1.4) перепишем в виде 
 

                     ( )( ))(cos))(cos()( tABtOAtxB ϕαϕ ⋅+⋅= ,  
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                             ( )( ))(sin)( tBCtyB ϕα⋅= .                                            

 

Вычислим производные по времени от уравнений движения, как 

от сложных функций:    
 

( )
dt

td

d

d

d

d
AB

dt

td

d

d
OA

dt

tdxB )()(cos)()cos()( ϕ

ϕ

ϕα

α

αϕ

ϕ

ϕ
⋅⋅⋅+⋅⋅= , 

 

( )
dt

td

d

d
BC

dt

tdyB )(sin)( ϕ

α

α
⋅⋅= , 

или,    

 









⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−=

ϕ

ϕα
αωωω

d

d
ABtOA

dt

tdxB )(
)sin()sin(

)(
, 

 

)cos(
)(

αω ⋅⋅= BC
dt

tdyB . 

 

Здесь  

 

            )sin()sin( t
AC

OA
⋅= ωα  ,          






= ))(sin(arcsin)( t

AC

OA
t ϕα . 

 

Вычислим производную 

                                













= )sin(arcsin

)(
ϕ

ϕϕ

ϕα

AC

OA

d

d

d

d
. 

 

Обозначим  

                                   





= )sin()( ϕϕ

AC

OA
U . 

 

Тогда  
                                    )(arcsin)( ϕϕα U= , 

 

          [ ]
)(1

1)(
))(arcsin(

)(

ϕϕ

ϕ
ϕ

ϕϕ

ϕα

Ud

dU
U

d

d

d

d

−
⋅== , 
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                                  )cos(
)(

ϕ
ϕ

ϕ
⋅=

AC

OA

d

dU
. 

 

Окончательно имеем алгоритм вычисления скорости точки В:  

 

                                [ ]⋅+⋅⋅⋅−= )()sin()( tFtOAtV
XB ωω , 

 

                               

2

)sin(1)( 



 ⋅−⋅⋅= t

AC

OA
BCtV

YB ωω , 

где  

                                
ϕ

ϕα
αω

d

d
ABtF

)(
)sin()( ⋅⋅⋅= , 

или  



















 ⋅−

⋅⋅⋅⋅






⋅=
2

2

)sin(1

1
)cos()sin()(

t
AC

OA

tt
AC

OA
ABtF

ω

ωωω . 

 

Далее определяется модуль вектора скорости и его направление: 
 

                            )()()( 22 tVtVtV
YX BBB += , 

 

                  
)(

)(
),cos(

tV

tV
VX

B

B
B

X=
→

,            
)(

)(
),cos(

tV

tV
VY

B

B
B

Y=
→

. 

 

 

2.3. Ускорение точки 

 

Определим вектор приращения точки при её перемещении из 
положения  М0  в положение М1 (рис.2.3.1.). 

Совмещая начало векторов )(tV
→

и )( ttV ∆+
→

в точке М,  получаем 

вектор приращения скорости 
→

∆V  за время t∆ . 
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                                             Рис.2.3.1. 
 

Величина, характеризующая быстроту изменения вектора 

скорости, как по модулю, так и по направлению, называется 

ускорением. 

Вектор среднего ускорения равен: 

                                           
t

V
aср ∆

∆
=

→
→

. 

 

Из формулы следует, что ускорение имеет размерность  

 

                                        [ ] [ ]
[ ]время

скорость
a = . 

 

Каждому выбору единицы длины и единицы времени 

соответствует своя единица ускорения. Ускорение может выражаться 

в м/с2
, см/с2

, м/мин2
 и т. д. 

В международной системе единиц:  [ ]
2с

м
a =  

 

Средним ускорением точки за данный промежуток времени 

называется вектор, равный отношению вектора приращения 

скорости к величине этого промежутка времени.  
Этот вектор направлен в сторону вогнутости траектории. 

Среднее ускорение точки позволяет судить только о конечном 

изменении вектора скорости точки за рассматриваемый промежуток 

времени и не дает представления о действительном изменении 

величины и направления скорости точки в каждый данный момент. 
Каждому новому промежутку времени t∆  будет соответствовать 
новое положение точки М на траектории и новые направление и 
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величина вектора 
→
V . Изменению вектора 

→
V  будет соответствовать 

изменение и вектора 
→

∆V .  
Ускорение точки в момент времени t получаем в пределе, при 

0→∆t : 

                                  
dt

Vd

t

V
ta

t

→→

→∆

→
=

∆
∆

=
0

lim)( . 

 

Ускорение точки в данный момент времени t равно пределу ее 

среднего ускорения за промежуток времени Δt, когда величина этого 

промежутка времени стремится к нулю. 

Ускорение можно выразить как вторую производную от радиус-
вектора точки:    

                    

••
→

→→→
→

==













=

∆
∆

= r
dt

rd

dt

rd

dt

d

t

V
ta

2

2

)( ,  

или  как первую производную от скорости    

•
→→

=Vta )( . 

 

Ускорение точки в некоторый момент времени равно 

производной по времени от вектора скорости, или второй 

производной по времени от радиуса – вектора точки в этот момент 

времени. 

Ускорение точки определяется проекциями вектора ускорения 
на оси координат: 

                         ,)( ZYX akajaita
→→→→

++=  

 

                         ,)(
dt

dV
k

dt

dV
j

dt

dV
ita ZYX

→→→→
++=  

                           
2

2

2

2

2

2

)(
dt

zd
k

dt

yd
j

dt

xd
ita

→→→→
++= . 

 

Где 

            
•

== X
X

X V
dt

dV
a , 

•
== Y

Y
Y V

dt

dV
a ,

•
== Z

Z
Z V

dt

dV
a , 

 



 26 

или 

               
••

≡= x
dt

xd
aX 2

2

,  
••

≡= y
dt

yd
aY 2

2

,  
••

≡= z
dt

zd
aZ 2

2

. 

 

Модуль ускорения  

                                     222
ZYX aaaa ++=

→
. 

 

           

•••→
++= 222

ZYX VVVa ,   или    

222









+








+








=

••••••→
zyxa . 

Можно обозначать:   aa =
→

. 

                      
                                            Рис.2.3.2. 

 

Для плоской траектории в системе координат XОУ имеем 

(рис.2.3.2) 

                YX ajaia ⋅+⋅=
→→←

  ,              22
YX aaa +=   , 

 

                      
a

a
aX X=
→

),cos( ,   
a

a
aY Y=
→

),cos( . 

 

2.4. Естественные координаты. Касательное и нормальное 
ускорения 

 

Рассмотрим естественную систему координатных осей, 

определяемую траекторией точки (рис.2.4.1). 
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                                             Рис.2.4.1. 

 

Здесь единичные векторы 
→→→
n,,τβ  образуют правую тройку 

ортогональных векторов. Они определяют направление естественных 

(натуральных) осей координат в том месте траектории, где находится 
движущаяся точка М. 

Ось, направленная вдоль вектора 
→
τ , называется касательной к 

траектории, направлена в сторону возрастания дуговой координаты S. 

Ось, направленная вдоль вектора 
→
n , называется главной 

нормалью траектории, направлена в сторону вогнутости кривой. 

Ось, направленная вдоль вектора 
→
β , называется бинормалью 

траектории, образует правую систему координат с осями 
→
τ  и 

→
n . 

 

Оси естественной системы координат образуют трехгранник 

Френе (естественный трехгранник)  с плоскостями:   

),(
→→
nτ  - соприкасающаяся плоскость; 

),(
→→
nβ - нормальная плоскость; 

),(
→→
τβ - спрямляющая плоскость. 
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Соприкасающаяся плоскость образована единичными векторами 
→
τ и 

→
n  при 01 MM ⇒ . 

 

Рассмотрим некоторые формулы дифференциальной геометрии. 

Производная от радиус-вектора точки по дуговой координате S 

равна единичному вектору  касательной к  траектории: 

                                                  
dS

rd
→

→
=τ , 

Дифференцируя 
→
τ  по S , получим  произведение 

                                           
→

→

= nK
ds

d τ
, 

где  
→
n -  единичный вектор главной нормали; 

0
1
≥=

ρ
K  – кривизна траектории в точке М ; 

ρ - радиус кривизны траектории. 

Вектор 
→→

⊥ τn  и направлен в сторону вогнутости траектории 

(если K  = 0 , то траектория – прямая линия).  
Единичный вектор бинормалиβ

r
определяется векторным 

произведением             
→→→

×= nτβ . 

Найдем проекции ускорения точки на естественные оси . 

Так как 

                               
→

→→
→

⋅=⋅== τV
dt

ds

ds

rd

dt

rd
V  

то: 

                       V
dt

d

dt

dV
V

dt

d

dt

Vd
a

→
→→

→
→

+=⋅==
τ

ττ )( . 

 

Вычислим производную от единичного вектора касательной 

                             V
p

n

dt

ds
nk

dt

ds

ds

d

dt

d
→

→
→→

=⋅=⋅=
ττ

. 

Вычислим ускорение 
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                                0
2

⋅++=
→→

βτ
p

V
n

dt

dV
a . 

 

Получили, что проекции ускорения на естественные оси 

координат будут равны: 

на касательную - касательное ускорение  
 

                                         
dt

dV
a =τ ; 

 

на главную нормаль - нормальное ускорение 
 

                                          
p

V
an

2

= ; 

 

на бинормаль                    0=ba . 

 
Таким образом, вектор ускорения расположен в 

соприкасающейся плоскости (рис.2.4.2), и определяется векторной 

суммой двух ускорений: 

                     
→→→
⋅+⋅= naaa nττ  , или       naaa

→→→
+= τ  . 

 

Модуль ускорения определяется как диагональ прямоугольника, 

построенного на векторах τ

→
a   и na

→
   (рис.2.4.3) 

 

                                  22
τaaa n += ,  

na

a
arctn τµ = . 

Касательное ускорение τ

→
a  характеризует численное изменение 

вектора скорости 
→
V . Нормальное ускорение na

→
 характеризует 

изменение направления вектора скорости 
→
V и возникает только при 

криволинейном движении точки.  
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                                          Рис.2.4.2. 

 

                   
                                          Рис.2.4.3. 

 

Пример 2.4.1. 

Даны  уравнения движения точки 

 

                                   )(txx = ,. )(tyy = . 

 

Для заданного момента времени t1. найти радиус кривизны 

траектории.  

Решение: 
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22

22

2

τ

ρ
aa

yx

a

V

n −









+









==

••

.     

Здесь  

              

22

2 







+








=

••••
yxa ;    





















+








==

•• 22

yx
dt

d

dt

dV
aτ . 

 

2.5. Равномерное прямолинейное движение точки 

 

Пусть точка движется по прямой, параллельной оси OX. 

Уравнение движения точки будет определяться изменением 

координаты  

                                            )(tfx = . 

 

Если точка в равные, произвольно взятые, промежутки времени 

проходит пути одинаковой длины, то движение точки называется 

равномерным, в противном случае движение точки называется 

неравномерным или переменным. Такое движение возможно, если 

выполняется условие 
                                           constVX = , 

 

то есть точка должна двигаться с постоянной скоростью, 

заданной.  Следовательно, 0=Xa . 

Скорость точки задается по начальным условиям,  

 

                                    0=t ,   XVV 0= . 

 

Чтобы найти уравнение движения точки, надо решить 

дифференциальное уравнение первого порядка 
 

                                        
dt

dx
VX = . 

 

Разделим переменные x  и t , после чего проинтегрируем, 

учитывая, что constVV XX == 0 . 
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                         ∫ ∫ +⋅=⇒= 10 CtVxdtVdx XX . 

 
Постоянная интегрирования находится по начальным условиям 

 

0=t ,    0xx = ,   100 0 CVx X +⋅= ,     01 xC = . 

 
Тогда уравнение равномерного движения можем записать в виде 
 

                                     .00 xtVx x +⋅=  

 

 

2.6. Равнопеременное прямолинейное движение точки 

 

Рассмотрим  прямолинейное движение точки с постоянным 

ускорением 

                                       constaX = . 

 

Запишем дифференциальное уравнение 
 

                                          
dt

dV
a X

X = . 

 

Разделим переменные XV   и t   

 

                                    X
X

X dVdt
dt

dV
dta =⋅=⋅ . 

Чтобы определить уравнение скорости точки, вычислим 

неопределенный интеграл  (первый интеграл движения): 

 

            ∫ ∫ ∫ +⋅=⇒=⋅= 1CtaVdtadtadV XXXXX .               (2.6.1) 

Здесь С 1-постоянная интегрирования, соответствующая 
начальному условию 0t =  и XX VV 0= .  

Подставим начальные условия в уравнение (2.6.1)  

 

                                1010 0 CVCaV XXX =⇒+⋅= . 

 



 33 

Получаем уравнение скорости равнопеременного 

прямолинейного движения точки: 

 

                                  XXX VtaV 0+⋅= .                                     (2.6.1) 

 

Чтобы получить уравнение движения, выполним следующие 
действия: 

 

                        dtVtadxdtVdx
dt

dx
V XXXX )( 0+⋅=⇒⋅=⇒= ; 

 

               ∫ ∫ +⋅+=⇒+⋅= 20

2

0
2

)( CtV
t

axdtVtadV XXXXX . 

 

Здесь С2 - постоянная интегрирования, которая, как и в 

предыдущем интегрировании, определяется по начальным условиям:  

 

                        2020

2

0 0
2

CxCV
t

ax XX =⇒+⋅+⋅= . 

 
Получаем уравнение равнопеременного прямолинейного 

движения точки: 

                             00

2

2
xtV

t
ax XX +⋅+⋅= .                                 (2.6.2)  

 

 

2.7. Движение точки по окружности 

 

Пусть заданы параметрические уравнения окружности 

 

                    ))(cos( tRx ϕ⋅=   ,  ))(sin( tRx ϕ⋅= . 

Здесь   

R- радиус окружности, 

)(tϕ - угол поворота радиуса, измеряемый от оси OX (рис.2.7.1) 

0ϕ - начальное положение радиуса ОМ0. 
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                                              Рис.2.7.1. 

 

Вычислим скорость и ускорение точки M. 

Находим сначала проекции  скорости на координатные оси: 

 

                    
•

== x
dt

dx
VX ,       ))(sin()( tRtVX ϕϕ

•
−=  ,     

 

                        
•

== y
dt

dy
VY   ,  ))(cos()( tRtVX ϕϕ

•
= .   

 

Здесь величина )(t
•
ϕ  характеризует скорость изменения угла 

)(tϕ , то есть – скорость вращения  радиуса OМ. 

Так как 0<XV ,  то вектор  
→→

= iVV XX  изображаем на рисунке 
направленным против положительного направления оси OX (рис 
2.7.2). 

Складываем векторы  
→→

= iVV xX   и  
→→

= jVyV Y :  

                                  
→→→
⋅+⋅= jViVV yx . 

По теореме Пифагора находим модуль вектора  
→
V как диагональ 

параллелограмма  
22

22 ))(cos()())(sin()( 





+





−=+=

••
tRttRtVVV YX ϕϕϕϕ  
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                 [ ] RtttRtV ⋅=++





=

••
)())((sin))((cos)( 22

2

ϕϕϕϕ . 

                    
                                            Рис 2.7.2. 

 

Аналогично находим проекции ускорения: 

 

                  X
X

X V
dt

dV
a

•
== ,                Y

Y
Y V

dt

dV
a

•
== , 

 

                    ))(sin()())(cos()(2 tRttRtaX ϕϕϕϕ
•••

−= , 

 

                    ))(cos()())(sin()(2 tRttRtaY ϕϕϕϕ
•••

+−= . 

 

Здесь )(t
••
ϕ   - ускорение вращения  радиуса OМ. 

 

Так как 0<Ya ,  то вектор 
→
jaY  изображаем на рисунке 

направленным против положительного направления оси OY. 

Складываем векторы  
→
iaX   и  

→
jaY ,  (рис.2.7.3):  

 

                                  
→→→
⋅+⋅= jaiaa YX  
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По теореме Пифагора находим модуль вектора  
→
a как диагональ 

параллелограмма  

                                          22
YX aaa +=                   , 

 

2

2

2

2

)(cos()())(sin()(

)(sin()())(cos()(









+−+

+







−

=
•••

•••

tRttRt

tRttRt

a

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

 

 

))((sin)(((cos)(

))((sin)(((cos)(

2222

2

222

4

ttRt

ttRt

a

ϕϕϕ

ϕϕϕ

+⋅




















++⋅




















=
••

•

 

 

22

2
)()( 





+








=

•••

RtRta ϕϕ  

 

Здесь   

Rtan )(2
•

= ϕ -  нормальное (центростремительное) ускорение, 

Rta )(
••

= ϕτ -  касательное (вращательное) ускорение. 
 

Поэтому получаем уже  известную формулу, (рис.2.7.4),  

 

22
τaaa n += . 
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                                Рис.2.7.3                                          Рис.2.7.4 

 

 

3. ПРОСТЕЙШИЕ ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 

3.1. Поступательное движение твердого тела 

 

Поступательное движение - это такое движение, при  котором 

любая прямая, связанная с движущимся телом, остается параллельной 

самой себе (рис.3.1.1). 

            
                                                 Рис.3.1.1.               

 
Термин «поступательное движение» не применим к движению 

материальной точки, не имеющей размеров, и, следовательно, не 
имеющей прямой. 
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Примерами поступательного движения тела могут быть: 

движение кузова автомашины, движущейся по прямолинейному пути; 

движение поршня кривошипно-ползунного механизма двигателя  

(рис.2.1.5) и т. д.  

Прямолинейное движение тела (прямолинейные траектории 

точек тела) есть только частный случай поступательного движения. 

При поступательном движении тела траекториями его точек могут 
быть любые кривые. 

Так, например, звено АВ , соединяющее кривошипы О1А и О2В  

в механизме ,изображенном на рис.3.1.2, совершает поступательное 
движение, хотя его точки движутся по окружностям радиуса 
R=О1А=О2В.   При равенстве длин кривошипов четырехугольник 

О1АВО2 будет всегда оставаться параллелограммом, и, следовательно, 

звено АВ будет всегда параллельно основанию О1О2, т.е. будет 
двигаться параллельно самому себе. Все точки звена АВ (например, 
точка С) тоже  движутся по окружностям, радиусы которых равны 

длине кривошипа  О1А. 

 
                                              Рис.3.1.2.                

 

Докажем что все точки тела движущегося поступательно в 

каждый момент времени имеют одинаковые скорости и ускорения, а 
их траектории полностью совмещаются при параллельном переносе 
(рис.3.1.3). 

По определению  твердого тела  имеем AB=A1B1. 
По определению  поступательного  движения   AB|| A1B1. 

Следовательно 
→→

= 1ρρ , то есть const=
→
ρ , и поэтому можно 

утверждать, что траектории точек  A  и B  одинаковы  и совпадают 
при наложении. 
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                                                  Рис.3.1.3.               
 

Из ΔOAB  имеем векторное равенство 

 

                                               
→→→

+= ρAB rr  . 

 

Вычислим производную по времени: 

                                 
dt

rd

dt

d

dt

rd

dt

rd AAB

→→→→

=+=
ρ

,    

Здесь       0=

→

dt

d ρ
.  

 

Так как скорости точек определяются производными  

                               
dt

rd
V A

A

→
→

= ,        
dt

rd
V B

B

→
→

=  ,  

 

то получаем   

                                               
→→

= AB VV . 

Аналогично можно доказать равенство ускорений 

                              
2

2

dt

rd
a A

A

→
→

= ,      
2

2

dt

rd
a B

B

→
→

= ,    0
2

2

=

→

dt

d ρ
. 
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То есть,                                     
→→

= AB aa . 

 

Таким образом, точки А и В движутся одинаково. Так как эти 

точки тела были выбраны произвольно, то можно утверждать,  что все 
другие точки твердого тела движущегося поступательно также 

имеют одинаковые скорости и ускорения, а их траектории 

совпадают при наложении. 

Можно утверждать обратное: если скорости и ускорения всех 
точек твердого тела равны между собой в каждый момент времени, 

то тело движется поступательно. 

Поступательное движение тела вполне определяется движением 

какой-либо одной его точки, например центра тяжести тела.  
В общем случае поступательно движущееся тело обладает, как и 

материальная точка, тремя степенями свободы (рис.3.1.4) связанные с 
независимыми друг от друга координатами любой точки твердого 

тела, которые называются уравнениями поступательного движения 
 

                      )(txx = ,    )(tyy = ,    )(tzz = . 

 
                                             Рис.3.1.4.    

 

Скорость и ускорение, общие для всех точек поступательно 

движущегося тела, называются скоростью и ускорением этого тела. 
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3.2 Вращательное движение твердого тела  

 

Движение абсолютно твердого тела, при котором две его точки O 

и O1 остаются неподвижными, называется вращением, или 

вращательным движением вокруг неподвижной оси OO. 

Термин «вращательное движение» не применим к движению 

материальной точки, не имеющей размеров, и, следовательно, не 
имеющей двух неподвижных точек. 

Вращательное движение – это такое движение, при котором все 
точки тела движутся по концентрическим окружностям, центры 

которых лежат на оси вращения, а плоскости перпендикулярны этой 

оси. Ось вращения может находиться и вне тела (рис.3.2.1).  

 

 

 
                                                        Рис.3.2.1.   

 

Для того чтобы осуществить вращательное движение тела, 
достаточно закрепить тело на оси вращения, например при помощи 

подшипника А и подпятника В (рис.3.2.2). 
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Положение вращающегося тела может быть определено 

двухгранным углом ϕ  между плоскостями, проходящими через ось 

вращения, одна из которых P, неподвижна относительно системы 

отсчета, а другая Q, неизменно связана с телом. Угол φ  называется 
углом поворота или угловым перемещением данного тела. Условимся 

считать угол поворота тела положительным, если он отсчитывается от 
неподвижной плоскости Р в сторону, противоположную вращению 

часовой стрелки, если смотреть на него с положительного конца оси 

вращения. Заданием величины и знака угла поворота φ  вполне 
определяется положение плоскости Q и неизменно связанного с ней 

вращающегося тела. 

 
                                                  Рис. 3.2.2.    

 

При вращении тела угол поворота тела изменяется с течением 

времени, следовательно, он является некоторой функцией времени 

 

                                          )(tf=ϕ  .                                      (3.2.1) 

 

Уравнение (3.2.1), устанавливающее зависимость между углом 

поворота тела и временем его движения, называется уравнением 

вращательного движения тела. Зная зависимость )(tf=ϕ , можно для 

любого момента времени t определить положение тела. Тело, 

вращающееся вокруг неподвижной оси, обладает одной степенью 

свободы, и, следовательно, его положение в пространстве 
характеризуется одним уравнением движения.  
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Угол поворота в механике обычно измеряют в радианах. Иногда в 

практических задачах угол поворота выражают числом оборотов Nоб 

тела.  Принимая во внимание, что один оборот тела, т. е. его поворот на 
360°, соответствует π2  радиан, получаем зависимость между углом  ϕ  

поворота тела в радианах и числом Nоб оборотов: 
 

                                               обN⋅= πϕ 2  

 

Величина, характеризующая быстроту вращения твердого тела, 
называется его угловой скоростью. 

Пусть в момент t положение тела определяется углом поворота ϕ , 

а в момент tt ∆+  - углом поворота ϕϕ ∆+ . 

Отношение приращения угла ϕ∆ , характеризующего поворот 

тела за некоторый промежуток времени t∆ ,  к величине этого 
промежутка времена называется средней угловой скоростью тела за 

промежуток, времени t∆ .  

Обозначая среднюю угловую скорость символом срω , будем 

иметь: 

                                            
t

ср ∆
∆

=
ϕ

ω                                              

 

Средняя угловая скорость тела не дает представления о быстроте 
вращения тела в данный момент. Угловой скоростью тела в данный 
момент времени называется предел, к которому стремится средняя 

угловая скорость тела за промежуток времени t∆ , при 0→∆t . 

Обозначая угловую скорость тела в данный момент буквой ω , 

будет иметь: 
•

→∆→∆
==

∆
∆

== ϕ
ϕϕ

ωω
dt

d

tt
ср

t 00
limlim  

 

Угловая скорость тела равна производной от угла поворота 

тела по времени. 

Значение угловой скорости может быть положительным или 

отрицательным, в зависимости от того, в какую сторону вращается 

тело. Когда тело вращается против часовой стрелки, если смотреть с 
положительного конца оси вращения, то 0>∆ϕ  и угловая скорость ω  

положительна. Если тело вращается по часовой стрелке, то угловая 

скорость отрицательна. 
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Определим  размерность угловой скорости: 

 

[ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ]время

угол

tt
=

∆
∆

=
→∆

ϕ
ω

0
lim . 

 

В международной системе единиц имеем     

 

                                     [ ] 11 −=== с
сс

рад
ω  .   

 
Часто угловую скорость тела выражают не в радианах в секунду, 

а указывают число оборотов в минуту. Угловую скорость, выраженную 

числом оборотов в минуту, обозначают буквой n.  

Запишем зависимость между величинами [ ]
мин

об
n =  и [ ]

с

рад
=ω . 

Так как один оборот тела соответствует его повороту на угол в 

2π  радиан, то 

30)(30

)(

)(60

)(2 n

сек

радn

сек

радn ⋅
=⇒==
π

ω
ππ

ω . 

 

 
Рассмотрим ускорение вращательного движения. 

Величина, характеризующая быстроту изменения угловой 

скорости тела, называется его угловым ускорением. 

Пусть в момент времени t тело имело угловую скорость ω , а в 

момент tt ∆+ - угловую скорость ωω ∆+ . 

Отношение приращения ω∆  угловой скорости тела за 

некоторый промежуток времени t∆  к этому промежутку времени 
называется средним угловым ускорением тела за промежуток 

времени  t∆ . 

Обозначая среднее угловое ускорение символом срε , будем 

иметь: 

                                             
t

ср ∆
∆

=
ω

ε . 

 

Предел, к которому стремится среднее угловое ускорение тела за 
промежуток времени t∆ , при 0→∆t , называется угловым ускорением 

тела 



 45 

•

→∆→∆
==

∆
∆

== ω
ωω

εε
dt

d

tt
ср

t 00
limlim . 

Так как угловая скорость равна производной 
dt

dϕ
ω = , то 

              
2

2

dt

d

dt

d

dt

d

dt

d ϕϕω
ε =⋅==     или 

•••
== ϕωε .                       

 

Угловое ускорение тела равно первой производной от угловой 

скорости по времени или второй производной от угла поворота по 

времени. 

Если знак углового ускорения тела совпадает со знаком его 

угловой скорости, то тело вращается ускоренно, если же их знаки 

различны, то тело вращается замедленно. 

Размерность углового ускорения определяется формулой 
 

[ ] [ ]
[ ]время

скоростьугловая

tt










=
∆
∆

=
→∆

ω
ε

0
lim , 

 

В международной системе единиц:     

 

                                                 [ ] 2

2

−== с
с

рад
ε  

 

Угловая скорость и угловое ускорение являются векторными 

величинами, модули которых равны соответственно 

 

                                       ωω =
→

    и    εε =
→

. 

Вектор угловой скорости 
→
ω  направлен вдоль оси, вокруг 

которой вращается тело. Вектор 
→
ω  направлен в сторону 

определяемую правилом правого винта, то есть, если смотреть на 
острие вектора (конец вектора), то вращение тела должно 

наблюдаться против движения часовой стрелки. 
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Направление вектора 
→
ε  совпадает с направлением вектора 

→
ω , 

если 0>
•
ω , то есть, при равноускоренном движении тела  (рис.3.2.3). 

При равнозамедленном движении тела, когда 0<
•
ω , вектор 

→
ε   

направлен против вектора 
→
ω .  

То есть ,  

                              если,                 
→→

↓↓ωε  ─ движение ускоренно, 

                              если,                  
→→

↑↓ωε  ─ движение замедленно. 
 

В общем случае направление оси вращения тела не совпадает с 
направлением координатных осей OX, OY  или OZ (рис.3.2.3). В этом 

случае можем выразить векторы угловой скорости и углового 

ускорения через их проекции на координатные оси 

              zyx kji ωωωω
→→→→

++=     и    zyx kji εεεε
→→→→

++= . 

 

В частном случае предположим, что ось вращения совпадает с 
координатной осью OZ (рис.3.2.4).   В этом случае  

 

           
•

=ϕωx ,  0=уω , 0=zω      и   
••

= ϕε x ,  0=уε , 0=zε .   

     
                              Рис.3.2.3.                                    Рис.3.2.4.              
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Частные случаи вращательного движения. 

 

1. Равномерное вращение -        0=ε , const=ω , 0ωω = .  

Для вывода уравнения движения составим дифференциальное 
уравнение, которое решаем методом разделения переменных: 

 

             
dt

dϕ
ω = ,   dtd ⋅=ωϕ ,  ∫ ∫ ⋅= dtd ωϕ ,     Ct +⋅= ωϕ .  

 

Постоянную С находим по начальным условиям: 0=t ; 0ϕϕ = .   

 

                                        C+⋅= 00 ωϕ   ,   0ϕ=C    . 

 

Получаем уравнение равномерного вращения  
 

                                                t⋅+= 00 ωϕϕ ,  

 

где   0ϕ  - начальный угол поворота тела. 
 

 

2. Равнопеременное вращение - const=ε . 
Аналогично предыдущему примеру выведем уравнение 

скорости и уравнение движения: 

 

dt

dω
ε = ,    dtd ⋅= εω ,   ,  ∫ ∫ ⋅= dtd εω ,  1Ct +⋅= εω  .    

 

Постоянную С1  находим по начальным условиям : 0=t , 0ωω = . 

 

                                   10 0 C+⋅= εω ,   01 ω=C . 

 

Получаем уравнение скорости равнопеременного вращения 
  

                                         0ωεω +⋅= t   ,                                      (3.2.2) 

 

где 0ω - начальная угловая скорость. 

 

Выведем уравнение движения: 
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dt

dϕ
ω = ,  dtd ⋅=ωϕ ,                   ∫ ∫ ⋅+⋅= dttd )( 0ωεϕ , 

 

       ∫ ∫ ∫+⋅= dttdtd 0ωεϕ   ,               20

2

2
Ct

t
++= ωεϕ . 

 

Постоянную С2  находим по начальным условиям:  0=t ; 0ϕϕ = ;  

                           20

2

0 0
2

C
t

+⋅+= ωεϕ ,  01 ϕ=C . 

 

Получаем уравнение равномерного вращения                       

                                  00

2

2
ϕωεϕ ++= t

t
.                                    (3.2.3) 

 

Заметим, что в случае равномерного и равнопеременного 

поступательного движения мы получали ранее аналогичные формулы с 

линейными величинами XX aVx ,,   (2.6.1),(2.6.2).  

 

Уравнения (3.2.3), (3.2.3) для вращательного движения твердого 

тела и уравнения (2.6.1),(2.6.2) прямолинейного движения точки можно 

представить в обобщенном виде: 
 

                          00

2

2
qtq

t
qq +⋅+⋅=

•••
   - уравнение движения ; 

 

                           00

••••
+⋅= qtqq               - уравнение скорости. 

 

Здесь  

)(tqq =    -   обобщенная координата, принимающая значения: 

)(tq ϕ=    -   в случае вращательного движения; 

)(txq =   -  в случае поступательного движения, параллельного 

оси OX. 

 

Соответственно имеем обобщенную скорость и обобщенное 
ускорение. 

Для вращательного движения: 
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                                       )()( t
dt

d
tq ω

ϕ
ϕ ===
••

, 

                                       ε
ω

ω
ϕ

ϕ =====
•••••

dt

d
t

dt

d
tq )()(

2

2

. 

 
Для поступательного движения: 

 

                                      )()( tV
dt

dx
txq X===

••
, 

 

                                      X
X

X a
dt

dV
tV

dt

xd
txq =====

•••••
)()(

2

2

. 

 

 

3.3. Скорость и ускорение точки твердого тела,  

        вращающегося  вокруг неподвижной оси 

 

В отличие от поступательного движения, различные точки  

вращающегося тела имеют различные линейные скорости 
→
V .  

Скорость каждой из точек непрерывно изменяет свое 
направление. Величина скорости V определяется скоростью вращения 

тела ω и расстоянием R рассматриваемой точки от оси вращения. Пусть 

за малый промежуток времени ∆t тело повернулось на угол ∆ϕ  

(рис.3.3.1). Точка М, находящаяся на расстоянии RМ от оси, проходит 
при этом путь  

                                          ∆SМ = RМ∆ϕ . 
 

Линейная скорость точки равна 
 

                       
dt

d
R

t
R

t
R

t

S
V M

t
MM

t

M

t
M

ϕϕϕ
=

∆
∆

=
∆
∆

=
∆
∆

=
→∆→∆→∆ 000

limlimlim . 

 

Получаем, известную из курса физики формулу (см. пункт 2.7) 

 

                                           ω⋅= MM RV .                                     (3.3.1) 
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Из формулы (3.3.1) видим, что численное значение скорости 

любой точки вращающегося твердого тела прямо пропорционально 

расстоянию R точки до оси вращения. 
 

Коэффициентом пропорциональности является угловая скорость 
)(tω , в общем случае зависящая от t.  
Вектор вращательной скорости направлен по касательной к 

окружности, и, следовательно, перпендикулярен радиусу R 

(рис.3.3.2). 

 
   

         Рис.3.3.1.                                               Рис.3.3.2.                

 

Для точек A,B,C  вращающегося стержня (рис.3.3.2) запишем 

формулы:  

OAVA ⋅=ω ,    OAVA ⊥
→

; 

OBVB ⋅=ω ,    OBVB ⊥
→

; 

OCVC ⋅=ω ,    OCVC ⊥
→

. 

 
В общем случае ось вращения твердого тела не совпадает с 

направлением координатных осей (рис.3.3.3).  

Если в точку М из начала координат О, провести радиус вектор 
→

Mr , то из  OCM∆ получим    
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       ),sin(
→→→

⋅⋅= ωω rrV MM     или      ),sin(
→→

⋅⋅= ωω rrV MM . 

Так как  

                                         ),sin(
→→→

⋅= ωrrR MM ,  

приходим к формуле (3.3.1). 

                   
                                          Рис.3.3.3. 

 

Так как 
→→

⊥ MM rV  и 
→→

⊥ωMV , представим вектор MV
→

 векторным 

произведением (формулой Эйлера) 
 

                                        
→→→

×= MM rV ω . 

 

Выразим векторы, входящие формулу Эйлера через их проекции 
на координатные оси: 

 

        
→→→→

++= kVjViVV ZYXM ,     zyx kji ωωωω
→→→→

++=  

 

                               
→→→→

++= kZjYiXr .  

 

Для формулы Эйлера имеем  
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MMM

ZYXM

ZYX

kji

r ωωωω

→→→

→→
=× ,    

и, в результате, получаем проекции скорости точки:     

 

         MZMYXМ YZV ωω −= ,                        MXMZYМ ZXV ωω −= , 

 

                                       MYMXZМ ZYV ωω −= . 

 

Рассмотрим ускорение точки М. 
Так как точка М движется по окружности, ускорение точки 

вращающегося тела (рис.3.3.4) представим в виде суммы 

касательного (вращательного) и нормального (осестремительного) 

ускорений, 

                
→→→

+=
MnMM aaa τ  , или    

MnMM anaa
→→→

+= ττ .  

 

Здесь 
→
τ  и 

→
n  единичные векторы касательной и нормали к 

окружности. 

         
 

       Рис.3.3.4.                                                Рис.3.3.5. 

 

Модуль нормального ускорения равен 
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( )

M

M

М

M

M
nM R

R

R

R

V
a 2

22

ω
ω

=
⋅

== . 

 

Модуль касательного ускорения равен 

 

                          ε
ωω

τ MM
MM

M R
dt

d
R

dt

Rd

dt

dV
a ==

⋅
==

)(
. 

 
Численные значения касательного и нормального ускорений 

пропорциональны радиусу вращения точки. Для величины nМa  

коэффициентом пропорциональности является величина 2ω , а для   

Мaτ  - угловое ускорение ε . 

 

Модуль полного ускорения  

 

                         4222 ωετ +=+= MnMMМ Raaa .               (3.3.2) 

 

Угол µ , образованный полным ускорением и радиусом 

вращения (рис.3.3.5), можно найти по формуле 
 

                                           
2ω

ε
µ τ ==

nM

M

a

a
tg .                             

 

Значение угла µ  не зависит от расстояния точки до оси 

вращения. 

 

Для точек A ,B и C  вращающегося стержня (рис.3.3.5) запишем 

формулы ускорений:  

 

       OAanA ⋅= 2ω , OAa nA

→
 ,          OAa A ⋅= ετ ,  OAa A ⊥τ  

 

       OBanB ⋅= 2ω , OBa nB

→
 ,          OBa B ⋅= ετ ,  OBa B ⊥τ  
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       OCanC ⋅= 2ω , OCa nC

→
 ,         OCa C ⋅= ετ ,  OCa C ⊥τ  

 
Таким образом, скорость и ускорение любой точки 

вращающегося твердого тела будем находить по формулам: 

 

ω⋅= RV    - модуль вектора скорости, 

RV ⊥
→

   - направление вектора скорости; 

Ran
2ω=      -  модуль нормального ускорения; 

Ra ⋅= ετ    -  модуль касательного ускорения; 

42 ωε += Ra    - модуль полного ускорения  

                                 
                                              Рис.3.3.6. 

 

4. ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ 

 

4.1. Плоскопараллельное движение. Основные понятия. 

       Уравнения движения. 

 

Плоскопараллельным (плоским) движением называется такое 

движение абсолютного твердого тела, при котором все его точки 

движутся параллельно некоторой неподвижной плоскости, которую 
будем называть основной.  

При плоскопараллельном движении всякая прямая 
принадлежащая телу и перпендикулярная основной плоскости, будет 
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двигаться параллельно самой себе. Например, 001 ПAA ⊥  и 001 ПBB ⊥   

(рис.4.1.1). 

        
                                         Рис.4.1.1. 

 

Изучение плоскопараллельного движения твердого тела 
сводится к исследованию движения плоской фигуры, которая 
является проекцией тела на любую плоскость, параллельную 

основной, например, плоскости сечения тела  П1 и П2,  или площадь 
проекции тело на основную плоскость П01. 

Положение плоской фигуры в её плоскости характеризуется 
прямолинейным отрезком АВ , соединяющим две точки этой фигуры. 

Пусть плоская фигура переместилась из положения A0B0 в 

положение A*B*. Будем это перемещение считать элементарным, то 

есть малым. 

Представим, что плоская фигура совершила произвольное 
элементарное поступательное перемещение из положения A0B0  в 
положение АПВП. При этом движении перемещаемый отрезок 

оставался параллельным самому себе, A0B0|| А
П*
В
П
, а точки A и B 

описывали одинаковые произвольные траектории (рис.4.1.2). 
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Повернем теперь плоскую фигуру (отрезок А
П*
В
П
) вокруг точки 

А
П
 по часовой стрелке таким образом, чтобы после поворота плоская 

фигура заняла конечное положение A*B*  

          .  
Рис.4.1.2. 

 

На рис.4.1.2. поступательное перемещение выбрано таким 

образом, что все точки плоской фигуры движутся как точка A. 

Вращение плоской фигуры происходит вокруг точки А
П
 по часовой 

стрелке. Точка А в этом случае называется полюсом.  

Выберем теперь за полюс точку B, и поступательно переместим 

плоскую фигуру из положения A0B0  в положение АПВП. Повернем 
теперь плоскую фигуру вокруг точки ВП таким образом, чтобы 

плоская фигура заняла конечное положение A*B* (рис.4.1.3) . 

Как видно из рис.4.1.2 и рис.4.1.3, направление вращения 
отрезка и угол поворота в обоих случаях одинаковы и не зависит от 
выбора полюса. 

Всякое непоступательное перемещение плоской фигуры в ее 

плоскости может быть составлено из совокупности элементарных 
поступательных движений вместе с выбранным полюсом, и 

вращательных элементарных перемещений, при этом, вращательное 

движение не зависит от выбора полюса. 

Положение плоской фигуры на её плоскости (положение 
прямолинейного отрезка) определяется тремя параметрами: двумя 

координатами АХ , АУ  произвольно выбранного полюса А отрезка АВ, 
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и углом поворота ϕ  , образуемым отрезком АВ  с осью координат 
(рис.4.1.4). Можно говорить, что твердое тело, совершающее 
плоскопараллельное движение, имеет три степени свободы. 

         
Рис.4.1.3. 

 

Уравнения плоскопараллельного движения твердого тела имеют 
вид: 

                     )(tXX AA = ,        )(tYY AA = ,        )( tϕϕ = .                           

 

 

                     
Рис.4.1.4. 
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4.2. Теорема о скоростях точки плоской фигуры  

 

Так как движение плоской фигуры можно представить 
последовательным суммированием поступательного движения вместе 
с полюсом А, и вращательным движением вокруг, то очевидно, что 

скорость любой точки B плоской фигуры может быть определена  
векторной суммой скоростей точки B, полученных в двух  движениях 
(рис.4.2.1.): 

                                                 
ВРПОСТ BBB VVV

→→→
+= . 

 

При поступательном движении скорости всех точек одинаковы 

поэтому  

                                       AB VV
ПОСТ

→→
= . 

 

При вращательном движении плоской фигуры скорости всех её 
точек пропорциональны радиусам вращения и перпендикулярны к 

ним, поэтому  

                       ABV
ВРB ⋅=ω   ,          ABV

ВРB ⊥
→

.    

 

Здесь угловая скорость плоской фигуры  равна  
 

                                             
•

== ϕ
ϕ

ω
dt

d
. 

 

Обозначим  

                                             BAB VV
ВР

→→
= , 

 
и запишем векторную формулу для сложения скоростей точки 

плоской фигуры  

                                  BAAB VVV
→→→

+=   .  

Здесь             

                               BAVBA ⋅=ω  ,    BAV BA ⊥
→

. 
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Скорость любой точки плоской фигуры равна геометрической 

сумме двух скоростей: вектора скорости полюса и вектора    

вращательной скорости точки вокруг полюса.  

 

         
Рис.4.2.1. 

 

Рассмотрим отрезок AD, и зная скорость полюса A, определим 

скорости точек В,С и D , принадлежащих этому отрезку(рис.4.2.2.): 
 

   BAAB VVV
→→→

+= ,     СAAС VVV
→→→

+= ,        DAAD VVV
→→→

+= . 

 

Вычислим проекции векторов AV
→

, BV
→

, СV
→

, DV
→

 на ось AХ, 

направленную вдоль отрезка AD: 

 

ХХХ BAAB VVV += ,  
ХХХ СAAС VVV +=  ,  

ХХХ DAAD VVV += . 

 

Так как  

                    DAV ВA ⊥
→

,    DAV CA ⊥
→

,    DAV DA ⊥
→

,  

то   

                                 0===
ХХХ DAСABA VVV , 

следовательно  

                                 
ХХХХ AВСB VVVV === . 

 

Получаем теорему о проекциях скоростей точек плоской 

фигуры. 
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Проекции скоростей двух точек плоской фигуры на прямую  

соединяющую эти точки, равны между собой. 

 
Рис.4.2.2. 

 

В кинематических схемах механизмов звенья изображаются 

прямолинейными отрезками, которые обозначаются как AB, DC, BK, и 

так далее. 
Угловые скорости звеньев принято обозначать 

соответствующими индексами: ABω , DCω , BKω . 

Зная вращательную скорость какой-нибудь точки звена, 
находим его  угловую скорость  

                                             
BA

VBA
AB =ω . 

 

Пример 4.2.1. 
Колесо радиусом R катится без проскальзывания по 

неподвижной горизонтальной поверхности. Скорость точки С, центра 

колеса, задана и равна CV
→

. Требуется определить векторы скоростей 

точек  A , B и D  , находящихся на ободе колеса (рис.4.2.3.). 

Колесо, как плоская фигура, совершает плоскопараллельное 
движение. За полюс плоской фигуры принимаем точку С, скорость 
которой известна. Для решения используем формулы векторного 
сложения: 



 61 

            ACCA VVV
→→→

+= ,     BСCB VVV
→→→

+= ,     DCCD VVV
→→→

+= . 

 

Зная угловую скорость ω  колеса, находим вращательные 
скорости: 

                            RVVV DCBCAC ⋅=== ω  . 

 

Их направления  определяются по условиям 

                  СAV AС ⊥
→

,  СBV BС ⊥
→

,  BCV DC ⊥
→

. 

 

Вычисляем скорости точек 

 

),cos(222
ACCACCACCA VVVVVVV

→→
++= ,     BCCB VVV += ,  

 

                   ),cos(222
DCCDCCDCCD VVVVVVV

→→
++= . 

 

 
Рис.4.2.3. 

 

Пример 4.2.2.   
Кривошипно-ползунный механизм приводится в движение 

вращением кривошипа OA, угловая скорость OAω  которого известна. 
Предполагая заданными размеры звеньев механизма, определим 

векторы скоростей шарнира  A  и   ползуна B  для данного положения 

звеньев (рис.4.2.4). 
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Рис.4.2.4. 

 

Механизм состоит из трех подвижных звеньев, каждое из 
которых совершает определенный вид движения: 

        кривошип OA   - вращательное; 
        ползун B -  поступательное; 
        шатун  AB  - плоскопараллельное. 

Укажем на схеме механизма направления векторов AV
→

, BV
→

 и 

BAV
→

(рис.4.2.5).  

 
Рис.4.2.5. 

 

По заданному вращательному движению кривошипа находим 

скорость шарнира А, соединяющего кривошип  OA с шатуном AB. 

                           OAV OAA ⋅=ω ,     OAV A ⊥
→

. 

 

Рассматривая плоскопараллельное движение звена AB , 

принимаем точку A за полюс и записываем векторную формулу  

         BAAB VVV
→→→

+= ,    где   ABV BA ⊥
→

,  OXV B

→
               (4.2.1). 
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Для решения можно использовать три способа. 
 

1. Графическое решение  

Зная направления векторных величин построим для формулы 

(4.2.1) векторный треугольник. Зная скорость AV
→

, по сторонам 

треугольника определяем модули векторов BV
→

  и BAV
→

  (рис.4.2.6.). 

 

          
                                                Рис.4.2.6                                   

 

2. Аналитическое решение (метод проекций). 

Так как направления векторов скоростей точек A и B 
определены, то, векторное уравнение (4.2.1) можно решить, 
определив проекции скоростей на координатные оси (рис.4.2.7). 

 

                 
XXX BAAB VVV += ,             

YYY BAAB VVV += . 

 

Если для данного положения механизма известны углы ϕ  и α , 

определяющие положение звеньев ОА и АВ, то : 

 

                                  BB VV
X

−= ,    0=
YBV ,    

 

                 *sinϕ⋅−= AA VV
X

,    *cosϕ⋅= AA VV
Y

, 

                 *sinα⋅−= BABA VV
X

, *cosα⋅−= BABA VV
Y

. 

Здесь  ϕϕ =*   и   αα =* , как углы, имеющие взаимно 

перпендикулярные стороны. 
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                                    Рис.4.2.7. 

 

Решая систему двух уравнений  

 

                              αϕ sinsin ⋅+⋅= BAAB VVV   

и    

                                αϕ coscos0 ⋅−⋅= BAA VV ,  

 

находим модули скоростей BV , BAV  и угловую скорость шатуна  

                                         
AB

VBA
AB =ω . 

               
                                    Рис.4.2.8 

 

3. Аналитическое решение (теорема о проекциях скоростей). 

Выберем направление оси Bη  вдоль звена AB (рис.4.2.8). 
Следуя теореме, запишем  
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ηη BA VV =  , или  αβ coscos ⋅=⋅ BA VV . 

 

Находим                      
α

β

cos

cos
⋅= AB VV . 

Здесь   αϕ
π

β −−= *
2

. 

 

 

4.3. Мгновенный центр скоростей 

 

Мы установили, что скорость любой точки плоской фигуры, 

движущейся плоскопараллельно, в любой момент времени равна 
векторной сумме двух скоростей: скорости полюса  плоской фигуры и 
вращательной скорости этой точки вокруг полюса. Причем, полюс 
плоской фигуры выбирается произвольно. Эта произвольность 

выбора позволяет представить движение плоской фигуры в более 
простой форме, как вращательное движение. 

Пусть задана скорость точки А и угловая скорость ω . Примем 

точку  A за полюс плоской фигуры. 

Для точек С  и   P   имеем векторные равенства: 
 

                     CAAC VVV
→→→

+=    и     PAAP VVV
→→→

+= . 

 

Здесь численные значения вращательных скоростей 

пропорциональны расстояниям данных точек до полюса 
 

                        CAVCA ⋅=ω     и     PAVPA ⋅=ω . 

 

Для точки P подберем расстояние AP таким образом, чтобы 

выполнялось условие 
                                           ACP VV =  .  

Вычислим   

                                           
ω

AV
PA =   .       

Учитывая направление вращения плоской фигуры (рис.4.3.1), 

имеем    

                                        APA VV
→→

−= . 
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Тогда скорость точки P  будет равна 

                                    0=+=
→→→

PAAP VVV . 

                   
                       Рис.4.3.1.                                  Рис.4.3.2.            

 
Таким образом, мы установили, что в любой момент времени на 

плоской фигуре (или на её мысленном продолжении) всегда найдется  
точка, скорость которой в этом положении плоской фигуры равна 
нулю. Принимая точку P за полюс, определим скорости точек A и C, 

как вращательные, при вращении плоской фигуры вокруг 
неподвижной в данный момент точки P (рис.4.3.2):   

 

                    APPA VVV
→→→

+= ,        CPPC VVV
→→→

+= .   

Так как   

              0=
→

PV ,   то   APA VV
→→

= , CPC VV
→→

= ,  

 

то есть, 

           APVA ⋅=ω ,  APV A ⊥
→

;     и     CPVC ⋅=ω ,  СPV С ⊥
→

. 

 

Очевидно, что в следующем, другом положении плоской 

фигуры, векторы скоростей точек A, B C изменят свои направления  и 

численные значения, и, следовательно, изменится положение точки P, 

расстояния AP, BP,CP и угловая скорость ω  (рис.4.3.4). То есть,  
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каждое мгновенье в движении плоской фигуры, каждое её новое 
положение, характеризуется новым распределением линейных 

скоростей и новым значением угловой скорости.  

 
                 Рис.4.3.3..                                          Рис.4.3.4.  
 

Точка P плоской фигуры, скорость которой в данный момент 

равна нулю, называется мгновенным центром скоростей (МЦС). 

Угловая скорость плоской фигуры называется мгновенной угловой 

скоростью. 

 

Рассмотрим способы определения положения мгновенного 

центра скоростей. 
 

Первый способ. Непрерывное движение плоской фигуры можно 

представить как непрерывный ряд последовательных вращений 

плоской фигуры вокруг мгновенного центра скоростей, занимающего 

в различные моменты времени различные положения. То есть, точка 
P будет перемещаться по плоской фигуре по траектории, которая 
называется центроидой.   

Рассмотрим цилиндр, катящийся по некоторой неподвижной 

поверхности (рис.4.3.5). Мгновенным центром скоростей P в данном 

случае является точка касания поверхности цилиндра и неподвижной 

поверхности качения. Пусть за точкой P следят два наблюдателя, 
один движется вместе с цилиндром - подвижный наблюдатель, второй 

находится на неподвижной поверхности - неподвижный наблюдатель. 

С каждым наблюдателем связываем систему координат.  
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Геометрическое место мгновенных центров скоростей 

относительно подвижной системы координат, связанных с плоской 

фигурой,  называется подвижной центроидой. 

Геометрическое место мгновенных центров скоростей 

относительно неподвижных осей координат называется неподвижной 

центроидой. 

При плоскопараллельном движении подвижная центроида  
катится по неподвижной без скольжения (Теорема Пуансо  ). 

 
 

                                          Рис.4.3.5. 

 

Пример 4.3.1. 

Цилиндр катится без скольжения по неподвижной поверхности 

другого тела. Скорость общей точки P касания цилиндра и 

поверхности в каждый момент времени равна нулю. Точка P  является 

мгновенным центром скоростей цилиндра. Скорости всех точек 

цилиндра перпендикулярны к отрезкам, соединяющих их с точкой P 

(рис.4.3.6). 

 
                                                Рис.4.3.6. 
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Второй способ. Так как скорость точки плоской фигуры 

определяются как вращательная, то вектор скорости перпендикулярен 

к радиусу её вращения, то есть к отрезку, соединяющему точку с 

центром вращения. Тогда очевидно, что мгновенный центр скоростей 

будет находиться в точке пересечения перпендикуляров, 

восстановленных из данных точек к векторам их скоростей. Для 

определения положения точки P надо знать линии действия скоростей 
двух точек плоской фигуры (рис.4.3.7). 

 
                                            Рис.4.3.7. 

 

Пример 4.3.2. 

Определено направление скорости общей точки А кривошипа 
ОА и шатуна АВ, и известна траектория точки В,  

                                  OAV A ⊥
→

,       OXV B

→
 . 

МЦС звена АВ (точка P) находится в точке пересечения 
перпендикуляров, восстановленных к векторам скоростей в точках A  

и  B (рис.4.3.8):   
 

Третий способ. Модуль вращательной скорости точки, как 

известно, пропорционален радиусу вращения. То есть, численные 
значения скорости точек А, B и С плоской фигуры пропорциональны 

их расстояниям до мгновенного центра скоростей. 

Коэффициентом пропорциональности является угловая скорость 
ω  плоской фигуры. 
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                                  ω===
BP

V

CP

V

AP

V BCA                             (4.3.1) 

 
                                              Рис.4.3.8. 

 

Если скорости точек  А и В плоской фигуры параллельны друг 

другу и при этом линия АВ перпендикулярна к вектору AV
→

, то 

мгновенный центр скоростей определяется из условия 

пропорциональности скоростей. 

 

 
             Рис.4.3.9.                                               Рис.4.3.10. 
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                                              Рис.4.3.11. 

 

Возможны два случая. 

1. Скорости точек А и В параллельны и одинаково направлены, и 
не равны,  

                         ABVV BA ⊥↑↑
→→

)(  ,    BA VV ≠ .   

 

Мгновенный центр скоростей звена АВ (точка P) находится в 

точке пересечения линии, проходящей через точки А и В, и линии, 

соединяющей концы векторов скоростей (рис.4.3.9). 

 

2. Скорости точек А и В параллельны и направлены в 

противоположенные стороны, BA VV
→→

↑↓  (рис.4.3.12, рис.4.3.13). В 

этом случае также выполняется условие пропорциональности (4.3.1). 

 

Пример 4.3.3.  

Задана скорость центра катящегося по неподвижной 

поверхности цилиндра. Скорости точек, находящихся на 
вертикальном диаметре цилиндра подчиняются линейному 

распределению, то есть их численные значения пропорциональные 
линейному размеру- радиусу мгновенного вращения, (рис.4.3.10). 

 

Пример 4.3.4.   

Определено направление скорости общей точки А кривошипа 
ОА и шатуна АВ. Кривошип расположен горизонтально и ползун В 

находится в крайнем правом положении. Скорость точки В равна 
нулю, и, следовательно, точка В – мгновенный центр скоростей звена 
АВ  (рис.4.3.11).  
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Следовательно,   ABV C ⊥
→

   и    ABV K ⊥
→

.   

 

Пример 4.3.5..  

Задана скорость центра катящегося по неподвижной 

поверхности цилиндрического блока.  
Точка P касания цилиндрической поверхности малого радиуса  

и неподвижной является мгновенным центром скоростей 

Как и в примере 4.3.3 скорости точек, находящихся на 
вертикальном диаметре подчиняются линейному распределению. 

Скорость точки К в этом случае имеет противоположное скорости CV
→

 

направление (рис.4.3.13). 

 

 
             Рис.4.3.12.                                               Рис.4.3.13. 

 

Четвертый способ. Если плоская фигура занимает положение 
при котором скорости точек А и В  плоской фигуры параллельны друг 

другу BA VV
→→

↑↑ , причем линия АВ не перпендикулярна к AV
→

 

(рис.4.3.14), то перпендикуляры , восстановленные к этим скоростям 

не пересекутся, и поэтому говорят, что мгновенный центр скоростей 

находится в бесконечности и скорости всех остальных точек плоской 

фигуры параллельны  вектору AV
→

. 
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Если все точки тела имеют параллельные скорости, то тело, как 

нам известно, совершает поступательное движение, то есть скорости 

всех точек тела не только параллельны, но и равны. В нашем случае 
плоская фигура занимает такое положение какой-то краткий момент 
времени, поэтому принято говорить о мгновенном поступательном 

движении. 

 
                   Рис.4.3.14                                 Рис.4.3.15                  . 

 

Пятый способ.  Две точки А и В плоской фигуры находятся на 
отрезке АВ, перпендикулярном скорости точки А, причем 

                                               BA VV
→→

= . 

 

Линия, проходящая вдоль отрезка АВ, и линия, соединяющая 

концы вектор AV
→

 и BV
→

 будут параллельны, и поэтому мгновенный 

центр скоростей окажется в бесконечности. Плоская  фигура будет 
совершать мгновенное поступательное движение, и все её  точки 
будут в этот момент иметь одинаковые скорости (рис.3.1.5).  

 

Пример 4.3.4.  

При вертикальном положении кривошипа (рис.4.3.16) векторы 

скоростей  точек А и В  горизонтальны, и перпендикуляры, 

восстановленные к ним не пересекаются, то есть шатун в данном 

положении движется мгновенно- поступательно.   

Следовательно, для такого положения шатуна имеем 

                                        KCBA VVVV
→→→→

=== . 
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                                              Рис.4.3.16. 
 

Рассмотрим способы численного расчета скоростей точек 

плоской фигуры. 

Модуль скорости любой точки плоской фигуры равен скорости 

этой точки, полученной при вращении плоской фигуры вокруг 
мгновенного центра скоростей (рис.4.3.3-рис 4.3.4):  

       APVA ⋅=ω ,  APV A ⊥
→

;            CPVC ⋅=ω , СPV С ⊥
→

 ; 

 

                                BPVB ⋅=ω , BPV B ⊥
→

. 

 
где   
ω  - мгновенная угловая скорость плоской фигуры, 

P – мгновенный центр скоростей, 

АР , BP и СР – расстояния точек A  и  C до мгновенного центра 
скоростей, то есть мгновенные радиусы вращения. 

Допустим, что известно численное значение скорости точки А.  

Мгновенная угловая скорость плоской фигуры может быть 

найдена как частное от деления известной скорости точки плоской 
фигуры на ее расстояние до МЦС, 

 

                                                     
AP

VA
АВ =ω . 

 

Зная мгновенную угловую скорость и расстояние точки В до 

МЦС (точка Р),  применяем формулу  вращательной скорости 
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                                               ВРV OAВ ⋅=ω . 

 

Пример 4.3.5.   

В кривошипно-ползунном механизме (рис.4.3.2) кривошип 
вращается относительно неподвижного шарнира О с заданной 

угловой скоростью ОАω . Надо вычислить значения скоростей точек С  

и В шатуна для заданного положения механизма. 
Определим скорость точки А,  

 

                                                OAV OAA ⋅=ω .  

 
Если определена скорость общей точки А кривошипа ОА и 

шатуна АВ, то мгновенная угловая скорость шатуна будет 
определяться по формуле  

                                           
AP

VA
АВ =ω . 

 

Скорости точек шатуна будут равны  

 

                                 BPV ABB ⋅=ω ,    CPV ABC ⋅= ω . 

 

Расстояния АР, ВР находятся при решении задачи о 

прямоугольном треугольнике ОРВ∆  с использованием известных 

формул геометрии и тригонометрии (рис.4.3.8): 

 
22)( ВРОВАРОА +=+ ,     )cos()( ϕ⋅+= АРОАОВ ,  

 

Длину отрезка СР вычисляем из APC∆ : 

 

              ),cos(222 АСАРАСАРАСАРСР ⋅⋅⋅−+=  

 

 

4.4.  Теорема об ускорениях точки плоской фигуры 

 

Представляя движение плоской фигуры суммой элементарных 
поступательных и вращательных движений, аналогично скоростям, 

найдем ускорения точек плоской фигуры. 
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Так как поступательное движение характеризуется движением 

полюса A, то ускорение любой точки В плоской фигуры равно 

геометрической сумме ускорения  полюса А  и ускорений, 

полученных при вращении вокруг полюса  

                                           
ВРПОСТ BBB aaa

→→→
+= .                                 (4.4.1) 

 

При поступательном движении тела ускорения всех его точек 

одинаковы поэтому  

                                       AB aa
ПОСТ

→→
= . 

Здесь: 

         Aa
→

 - ускорение полюса. 
 

Для вращательного движения обозначим  

                                             BAB aa
ВР

→→
= , 

 

и перепишем формулу (4.4.1) 

 

                                        BAAB aaa
→→→

+= .                              (4.4.2)  

 

Так как при вращательном движении тела точка В движется по 
окружности вокруг полюса А, то  

                                      
τ

BA
n

BABA aaa
→→→

+= , 

где 
n

BAa
→

- касательное ускорение точки В по отношению к точке А, 

направленно перпендикулярно к отрезку ВА в сторону вращения 
фигуры, если это вращение ускоренное, и в  обратную сторону, если 

оно замедленное, 

nBAa
→

 - нормальное (центростремительное) ускорение точки В по 

отношению к точке А, направлено от В к A. 

Ускорения 
τ

BAa
→

 и 
n

BAa
→

 точки B, полученные при вращении 

плоской фигуры вокруг полюса, пропорциональны величине отрезка 
АВ. 

                BAa
n

BA ⋅= 2ω             и               BAaBA ⋅= ετ
. 
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Коэффициентами пропорциональности являются : 

            
BA

a
n

BA=ω          - угловая скорость плоской фигуры; 

              
BA

aBA
τ

ε =           - угловое ускорение плоской фигуры. 

 

Окончательно  ускорение точки В представляем векторной 

суммой трех ускорений 

                              
τ

BA
n

BAAB aaaa
→→→→

++= .                              (4.4.3) 

 

Ускорение точки плоской фигуры равно геометрической 
сумме ускорения полюса и ускорения данной точки во 

вращательном движении плоской фигуры вокруг полюса.  

Так как полюс А в общем случае имеет криволинейную 

траекторию, то ускорение полюса также можно представить 

векторной суммой нормального и касательного ускорений, 

                                           
τ

A
n

AA aaa
→→→

+= . 

 

Тогда в  уравнении (4.4.1)суммируется четыре вектора . 

                               
ττ

BA
n

BAA
n

AB aaaaa
→→→→→

+++=                      (4.4.4) 

 

Это векторное уравнение решаем сначала геометрическим 

методом, построив векторный многоугольник ускорений (рис.4.4.1). 
Как известно, любое векторное выражение можно записать в 

координатной форме, удобной для численного решения, поэтому для 

уравнения (4.4.4) получим систему двух уравнений, из которой, 

можем найти значения двух любых неизвестных ускорений: 

                        






+++=

+++=

.

;

ττ

ττ

YYYYY

XXXXX

BA
n

BAA
n

AB

BA
n

BAA
n

AB

aaaaa

aaaaa
 

 

Для вычисления проекции вектора на координатную ось 

необходимо знать направляющие косинусы, задающие направление 
вектора.  

Проведем через точки и линии параллельные осям координат и  

определим углы наклона векторов ускорений  (рис.4.4.2).  
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                                             Рис.4.4.1. 

 

Теперь можем записать выражения для проекций ускорений: 

                   ϕcos⋅−= n
A

n
A aa

X
,     ϕsin⋅−= n

A
n

A aa
Y

 ,    

                   *sinϕττ ⋅−= AA aa
X

,    *cosϕττ ⋅= AA aa
Y

, 

                   βcos⋅−= n
BA

n
BA aa

X
,   βsin⋅−= n

BA
n

BA aa
Y

 

                   *sin β
ττ ⋅= BABA aa

X
,   *cosβ

ττ ⋅−= BABA aa
Y

. 

                 
                                             Рис.4.4.2. 

 

Из рис.4.4.2. видим, что *ϕϕ = , как углы с взаимно-

перпендикулярными сторонами.     

В результате получаем систему двух уравнений: 
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





⋅−⋅−⋅+⋅−=

⋅+⋅−⋅−⋅−=

.cossincossin

;sincossincos

ββϕϕ

ββϕϕ

ττ

ττ

BA
n

BAA
n
AB

BA
n

BAA
n
AB

aaaaa

aaaaa

Y

X
       (4.4.5) 

 

Эта система уравнений позволяет определить численные 
значения двух любых ускорений, входящих в векторное уравнение 
(4.4.4).  

 

Пример 4.4.1.  

В задаче определения ускорений звеньев кривошипно-

ползунного механизма решая систему двух уравнений, определяем   

 

                
[ ]

β

βϕϕ τ
τ

cos

sincossin
YB

n
BAA

n
A

BA

aaaa
a

+⋅+⋅−⋅
=  

 
Можно теперь вычислить угловое ускорение звена  

                                           
AB

aBA
AB

τ

ε =  

 

Так как в нашем примере (рис.4.4.3) точка движется 
горизонтально то   0=

YBa .    

Ускорения точки А определяем по заданному движению 

кривошипа 

                     ОАa ОА
n
A ⋅= 2

ω  ,              OAa
n

A ↓↓
→

, 

 

                       ОАa ОАA ⋅= ετ ,               OAa A ⊥
→

τ
 . 

 

Нормальное ускорение вращательного движения  шатуна 
находим по формуле 

                                    ВАa ВА
n
ВA ⋅= 2

ω . 

Здесь угловая скорость  звена АВ определена раньше при 

решении задачи о скоростях  

                                        
AB

VBA
ВА =ω . 

Решаем уравнение (5), и находим ускорение ползуна   
XBB aa = . 
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                                             Рис.4.4.3. 

 

 

4.5. Мгновенный центр ускорений 

 

В каждый момент времени при движении плоской фигуры в 

своей плоскости, если  угловая скорость и угловое ускорение не равны 

нулю одновременно, существует точка плоской фигуры, или её 
продолжения, ускорение которой равно нулю. Такая точка 

называется мгновенным центром ускорений (МЦУ). 

Рассмотрим способы нахождения мгновенного центра 
ускорений. 

Пусть известны вектор ускорения Aa
→

 какой-либо точки А, 

угловая скорость ω  и угловое ускорение ε  плоской фигуры. 
Мгновенный центр ускорений находится на отрезке  (рис.4.5.1), 

составляющем с вектором Aa
→

 угол     

 

                          
2ω

ε
µ τ arctg

a

a
arctg

n

== .                                 (4.5.1) 

Этот угол откладывается от вектора Aa
→

 в строну, 

положительного направления углового ускорения ε  на 
расстоянииAQ  от точки А,  

                                
42 ωε +

= Aa
AQ .                                 

 



 81 

 
                                             Рис.4.5.1. 

 

При решении задач кинематики механизмов чаще всего бывают 
известны направления ускорений двух точек плоской фигуры, 

например точек А и  В. Предварительно определив угловую скорость 

и угловое ускорение фигуры, по формуле (4.5.1)  вычисляем угол µ . 

Через точки А и  В проводим прямые линия под углом µ  к линиям 

действия векторов   Aa
→

 и Ba
→

. Точка Q пересечения прямых является 
мгновенным центром ускорений для данного положения фигуры  

(рис.4.5.2).  То есть, мгновенный центр ускорений находится на 
пересечении прямых линий, проведенных к ускорениям точек под 

одним и тем же углом µ . 

С помощью мгновенного центра ускорений можно вычислить 

определить ускорения точек плоской фигуры. 

 
                                                    Рис.4.5.2. 

 

Примем мгновенный центр ускорений (точку Q) за полюс. Тогда  
ускорение любой точки плоской фигуры определяется как ускорение 



 82 

этой точки во вращательном движении фигуры вокруг мгновенного 

центра ускорений. 

Аналогично формулам (3.3.2) запишем  

 

                             
22 ωε +

=
QB

aB ,    
22 ωε +

=
QС

aС       . 

 

Из формул получим отношение ускорений двух точек плоской 

фигуры  

                                              
QC

QB

a

a

C

B = . 

В результате получаем. 

Модули ускорений точек каждой фигуры пропорциональны 

расстояниям этих точек до мгновенного центра ускорений, а 

векторы ускорений составляют с отрезками, соединяющими их  с 

мгновенным центром ускорений, один и тот же угол (рис.4.5.3). 

 

         
                        Рис.4.5.3.                                   Рис.4.5.4.                       

 

 
               Рис.4.5.5.                                  Рис.4.5.6.      

 
Рассмотрим два частных случая. 
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1. Если 0=ε , то 0=µ , и мгновенный центр ускорений Q  

находится в точке пересечения прямых, по которым направлены 

ускорения двух каких-либо точек плоской фигуры (рис.4.5.4-

рис.4.5.5). 

2. Если 0=ω , то o90=µ , и мгновенный центр ускорений Q  

можно найти как точку пересечения перпендикуляров, 

восстановленных из двух каких-либо точек плоской фигуры к 

ускорениям этих точек (рис.4.5.6). 

 

5. СФЕРИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 

5.1. Основные понятия сферического движения твердого тела 

 

Движение твердого тела, при котором все го точки движутся 

по поверхности концентрических сфер, называется сферическим. 

Центром сферических поверхностей является одна единственная 
неподвижная точка O тела, которую будем совмещать с началом 

системы координат. Такое движение называют движением твердого 

тела вокруг неподвижной точки. Примером такого движения является 
знакомая всем детская игрушка “ Волчёк ” или “Юла” (рис.5.1.1). 

 
 

                                              Рис.5.1.1.      
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Сферическое движение можно наблюдать при движении 

механизмов, имеющих быстро вращающиеся звенья вокруг 
подвижных осей (генераторы, моторы, турбины, гироскопы и т.д.). 

Положение твердого тела можно определить тремя 

независимыми угловыми координатами. Поэтому сферическое 
движение твердого тела можно представить суммированием трех 

элементарных вращательных движений относительно трех 
непараллельных осей.  Говорят, что тело имеет три степени свободы. 

В таком движении наблюдается три вращения: 

- относительно неподвижной координатной  оси OZ; 

- относительно подвижной оси ξO , жестко связанной с твердым 

телом,  например, ось симметрии “ Волчка ”; 

- относительно подвижной оси ОК, перпендикулярной 

плоскости, образованной осями  OZ  и   ξO .   

 
В качестве угловых координат принимаются углы Эйлера: 
- угол собственного вращения ϕ . 

- угол прецессии ψ . 

- угол нутации  θ . 

 

Угол ϕ  характеризует поворот твердого тела относительно оси 

ξO , называемой осью собственного вращения. 

Угол ψ  характеризует поворот оси ξO  относительно 

неподвижной оси OZ, называемой осью прецессии. 

Угол θ  показывает отклонение оси ξO  от оси OZ. Он 

характеризует поворот тела вместе с осью ξO  относительно 

подвижной оси OK. 

Поскольку эти углы изменяются со временем, то есть  

 

                      )(tψψ = , )(tθθ = , )(tϕϕ = , 

 

то их называют уравнениями сферического движения. 

 

Величины 

                   
•

== ϕ
ϕ

ωξ
dt

d
,   

•
== ψ

ψ
ω

dt

d
Z ,   

•
== θ

θ
ω

dt

d
OK  
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называются соответственно: угловая скорость собственного 

вращения, угловая скорость прецессии, угловая скорость нутации. 

 

Так как векторы угловых скоростей направлены вдоль осей 

вращения, то угловая скорость твердого тела представляется 
векторной суммой  (рис.5.1.2) 

                                    OKZ

→→→→
++= ωωωω ξ . 

 
Ось Ω , направление которой определено направлением вектора 

→
ω , называется мгновенной осью вращения. 

 
                 Рис.5.1.2.                                  Рис.5.1.3.      

 
Как и в случае плоскопараллельного движения, сферическое 

движение представляем суммированием элементарных вращательных 

движений относительно оси Ω . 

В этом случае скорости и ускорения любой точки тела будут 
рассматриваться как вращательные  (рис.5.1.3): 

                               RVM ⋅=ω ,     RV M ⊥
→

, 

                             Ran

M
⋅= 2ω ,     Ra

n
М ↓↓

→
,  
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                                  Ra
M

⋅= ετ ,     RaМ ⊥
→

τ
.  

Здесь  R  -мгновенное  расстояние точки M до мгновенной оси 

вращения. 

 

6. СЛОЖНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ 

 

6.1. Абсолютное, относительное и переносное движения 

точки. 

 

Из школьного курса физики известно, что всякое движение тела 
или точки является относительным, т. е. его можно наблюдать по 

отношению к другим физическим телам и связанным с ними 
системам отсчета. 

Пусть задана система отсчета O1X1Y1Z1,. связанная с каким-

нибудь твердым телом, совершающим заданное движение. Пусть 

точка М движется относительно этой системы. Для наблюдателя, 

находящегося в этой системе, называемой подвижной системой 

отсчета, точка М совершает так называемое относительное  

движение, которое может быть как прямолинейным, так и 

криволинейным.  
Пусть задана система отсчета OXYZ, которую будем считать 

неподвижной. Для наблюдателя, находящегося в этой системе, точка 
М совершает так называемое абсолютное движение. 

Движение твердого тела и связанной с ним системы координат 
O1X1Y1Z1,.называется переносным движением (рис.6.1.1). 

 

Пример 6.1.1.  
Движение подброшенного мячика относительно палубы 

движущегося катера (рис.1.1.2.) есть движение относительное. 
Движение наблюдателя на палубе катера относительно берега - 

переносное движение, а движение мячика относительно берега - 

абсолютное движение.  
Точка М относительно подвижного наблюдателя движется по 

относительной траектории с относительной скоростью отнV
→

 и 

относительным ускорением отнa
→

. Зная уравнения относительного 

движения,  

           )(txx отнотн = ,         )(tyу отнотн = ,        )(tzz отнотн = ; 
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известными методами кинематики точки можем рассчитать эти 

величины. 

              
                                                Рис.6.1.1. 

Так как подвижная система отсчета жестко связана с 
движущимся материальным телом, то переносное движение системы 

координат O1X1Y1Z1 , как и движение твердого тела, может быть 

поступательным, вращательным, плоскопараллельным, сферическим, 

свободным  (рис.6.1.2.- 6.1.3).  

В общем случае это свободное движение, которое можно 

представить суммированием элементарных поступательных и 
сферических движений.  

Следовательно, движение подвижной системы отсчета 
характеризуется, как и движение твердого тела, переносными 

линейными и угловыми скоростями и ускорениями: 

                     
→→→→
⋅+⋅+⋅= kVjViVV

перZперYперXпер ,      

                     
→→→→
⋅+⋅+⋅= kajaiaa

перZперYперXпер , 

                     
→→→→
⋅+⋅+⋅= kji

перZперYперXпер ωωωω , 

                      
→→→→

⋅ε+⋅ε+⋅ε=ε kji
перZперYперXпер . 
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              Рис.6.1.2.                                                       Рис.6.1.3 

 

Переносное движение точки М представляется как движение 
точки, принадлежащей твердому телу. То есть, считаем, что точка М 

остановилась в относительном движении и движется вместе с 
системой координат O1X1Y1Z1, вместе с твердым телом жестко 

связанным с этой системой. Поэтому переносные скорость и 

ускорение точки М определяются как скорость и ускорение точки, 

принадлежащей твердому телу. 

Абсолютное движение точки М рассматривается, как сложное 
движение, состоящее из двух одновременных движений: движения 

точки по отношению к подвижной системе отсчета и движения точки 

вместе с подвижной системой отсчета по отношению к неподвижной. 
 

 

6.2. Теорема  о сложении скоростей 

 

На рис.6.1.1. показаны радиус-вектор отнr
→

 точки М в 

относительном движении и радиус-вектор абсr
→

 точки М в 

абсолютном движении. 

Радиус- вектор перr
→

 характеризует движение точки О1, то есть 
переносное поступательное движение твердого тела и связанной с 
ним системы координат  

Из векторного треугольника, построенного на этих векторах, 

получаем  
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отнперабс rrr
→→→

+= . 

Абсолютную скорость находим, вычисляя производные по 

времени; 

                   
dt

rd

dt

rd

dt

rd
V

отнперабс
абс

→→→
→

+== .                           (6.2.1) 

Рассмотрим производные от векторов перr
→

  и  отнr
→

. 

 

Так как вектор 

                               
→→→→

++= kzjyixr OOOnep
111

, 

 

определяет положение точки О1, то переносная скорость 

поступательного движения подвижной системы отсчета   равна 

                
→•→•→•

→
→

++== kzjyix
dt

rd
V OOO

ntp
O 1111

.                       (6.2.2) 

 

Радиус-вектор относительного движения запишем в 

координатах подвижной системы отсчета,   

                                 111111

→→→→
++= kzjyixr отн . 

Единичные векторы 1

→
i , 1

→
j , 1

→
k  изменяют своё направление при 

вращении системы координат O1X1Y1Z1 и поэтому непостоянны, 

производные от них не равны нулю: 
















+++








++=

→→→
→→→

→

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
x

dt

dz
k

dt

dy
j

dt

dx
i

dt

rd отн 1

1
1

1

1

1
1

1
1

1
1

1 . 

Выражение в первой скобке определяет относительную скорость 
точки М,  

    
→•→•→•→→→→

++=







++= kzjyix

dt

dz
k

dt

dy
j

dt

dx
iV отн 111

1
1

1
1

1
1 .         (6.2.3) 

 

Выражение во второй скобке определяет вращение подвижной 

системы относительно мгновенной оси Ω  в сферическом переносном 

движении. 
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Здесь производная от переменного единичного вектора 1

→
i  

определяет линейную скорость точки DI , радиус-вектором которой 

является вектор 1

→
i (рис.6.1.4). 

           
                                           Рис.6.1.4 

 

Аналогично можно определить скорости точек DJ  и DK, радиус-

векторами являются единичные векторы 1

→
j и 1

→
k :  

   
→→

→
→

×== 1

1
i

dt

id
V перDI

ω ,           
→→

→
→

×== 1
1 j

dt

jd
V перDJ

ω ,   

                                                                                                    (6.2.4) 

                        
→→

→
→

×ω== 1

1
k

dt

kd
V перD

K
 

Тогда  

         

отнперпер

перперпер

rkzjyix

kzjyix

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
x

→→→→→→

→→→→→→

→→→

×=++×=

=×+×+×=

=















++

ωω

ωωω

))(

)()()(

111

111111

1

1
1

1

1

1

         (6.2.5) 
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То есть мы получили формулу Эйлера для переносной скорости 

точки М, возникающую при вращении подвижной системы отсчета 
вокруг оси Ω . 

                                     отнпер

вр

пер rV
→→→

×=ω .                               (6.2.6) 

 

Модуль этого векторного произведения определяет модуль 
вращательной скорости 

                                     RV перпер ⋅=ω . 

 

Здесь ),sin( отнперотн rrR
→→

⋅= ω - радиус переносного вращения 
точки М. 

Таким образом, из (6.2.1) получаем векторное выражение для 
абсолютной скорости 

                                           отнперабс VVV
→→→

+= .                          (6.2.7) 

 

Абсолютная скорость точки равна геометрической сумме 

переносной и относительной скоростей. 

 

Исходя из формул (6.2.2) ,(6.2.4 )и (6.2.5), имеем  

 

                                            

вр

перOпер VVV
→→→

+=
1

.                      (6.2.8)  

 

Переносная скорость точки равна геометрической сумме 

мгновенных скоростей, полученных при поступательном и 

вращательном  движениях подвижной системы отсчета. 

 

Обычно для решения предлагаются задачи, когда переносное 

движение является либо поступательным, когда 
1Oпер VV

→→
=  (рис.6.1.4.), 

либо  вращательным, когда 
вр

перпер VV
→→

=  (рис.6.1.5.). 

Если определен угол между векторами перV
→

 и отнV
→

, то модуль 

абсолютной скорости вычисляется как диагональ параллелограмма, 

построенного на скоростях перV
→

 и отнV
→

 (рис.6.1.6.), или сторона 
треугольника (рис.6.1.7.): 
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                ),cos(2
22

отнперотнперотнперабс VVVVVVV
→→

⋅⋅⋅++=  

 

       
            

                          Рис.6.1.5.                              Рис.6.1.6. 

 

 
              Рис.6.1.7.                                                       Рис.6.1.8. 

 

6.3. Теорема о сложении ускорений. Ускорение Кориолиса. 

 

Абсолютное ускорение находим дифференцированием вектора 
абсолютной скорости 

                        
dt

Vd

dt

Vd

dt

Vd
a

отнперабс
абс

→→→
→

+== .              (6.3.1.) 

Подставляем в (6.3.1.) выражения(6.3.1.) для переносной 

скорости, 

                               
dt

Vd

dt

Vd

dt

Vd
вр

перOпер

→→→

+= 1 .                   

Обозначим ускорение точки О1  
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dt

Vd
a

O
O

1

1

→
→

=                                     

Учитывая формулы, полученные при определении абсолютной 

скорости, вычислим производную  

).(

1

1
1

1

1

1
1

1
1

1
1

1

отнперперотнперотнпер

пер

отнпер
отн

перотн
пер

отнпер

вр
пер

rVr

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
x

dt

dz
k

dt

dy
j

dt

dx
i

r
dt

rd
r

dt

d

r
dt

d

dt

Vd

→→→→→→→

→→→
→→→→

→→
→

→→
→

→→
→

××+×+×=

=
































+++








++×+

+×=×+×=

=





×=

ωωωε

ω

εω
ω

ω

 

Вычислим производную от относительной скорости: 














+++








++=

=






 ++=

→→→
→→→

→→→
→

dt

dz

dt

kd

dt

dy

dt

jd

dt

dx

dt

id

dt

zd
k

dt

yd
j

dt

xd
i

dt

dz
k

dt

dy
j

dt

dx
i

dt

d

dt

Vd отн

111111

2

1
2

1
2

1
2

12

1
2

1

1
1

1
1

1
1

 

Обозначим   









++=

→→→→

2

1
2

12

1
2

12

1
2

1
dt

zd
k

dt

yd
j

dt

xd
ia отн - относительное ускорение; 

 

Учитывая формулы (6.2.4), (6.2.5) для производных от 
переменных единичных векторов, можем записать  

.)(

)()()(

1

111

111111111

11

111

111

отнперYXпер

перZперYперX

ZYX

VkVzjViV

kVjViV

V
dt

kd
V

dt

jd
V

dt

id

dt

dz

dt

kd

dt

dy

dt

jd

dt

dx

dt

id

→→→→→→

→→→→→→

→→→→→→

×=++×=

=×+×+×=

=















++=
















++

ωω

ωωω  

 



 94 

Тогда  

                         отнперотн
отн

Va
dt

Vd →→→
→

×+= ω . 

 

Подставляя в (6.3.1) полученные выражения, получаем 

отнперотн

отнперперотнперотнперO

отн
вр

перO
абс

Va

rVra

dt

Vd

dt

Vd

dt

Vd
a

→→→

→→→→→→→→

→→→
→

×++

+××+×+×+=

=++=

ω

ωωωε )(
1

1

 

 

Обозначим  

отнпер
вр

пер ra
→→→

×= ε  - вектор вращательного (касательного) 

переносного ускорения, модуль которого равен  
 

                                      Ra пер
вр
пер ⋅= ε ; 

 

)( отнперпер
ос

пер ra
→→→→

××= ωω - вектор осестремительного 

(центростремительного) переносного ускорения, модуль которого 

равен  

                                      Ra пер
oc
пер ⋅= 2ω ; 

 

)(2 отнперкор Va
→→→

×ω= - вектор поворотного ускорения Кориолиса, 
модуль которого определяется как модуль векторного произведения 

 

                              )sin(2 отнперотнперкор VVa
→→

×⋅⋅⋅= ωω .         (6.3.1) 

 

В результате, для абсолютного ускорения получаем векторную 

сумму трех ускорений 

                                 коротнперабс aaaa
→→→→

++= .                         (6.3.2) 
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Абсолютное ускорение точки равно геометрической сумме 

переносного, относительного и поворотного  ускорения Кориолиса. 

 

Здесь переносное ускорение определяется поступательным и 

сферическим движением подвижной системы отсчета 

                                 
ос

пер
вр

перОпер aaaa
→→→→

++=
1

. 

 

Ускорение Кориолиса связано с изменением абсолютной 
скорости, обусловленным двумя причинами: 

1) влиянием переносного движения на относительную скорость 

(при 0≠ωпер  вектор отнV
→

 поворачивается относительно неподвижной 

системы отсчета в результате переносного вращения) 

2)влиянием относительного движения на переносную скорость 

(при 0≠
→

отнV  изменяется радиус переносного вращения, и тем самым 

изменяется величина вращательной переносной скорости перV
→

). 

 

По формуле (6.3.2) можем определить три случая отсутствия, 
ускорения Кориолиса. 

1. 0=ωпер , то есть при поступательном переносном движении. 

2. 0=отнV , то есть в случае относительного покоя  точки М. 

3. 0)sin( =×ω
→→

отнпер V , то есть когда вектор относительной 

скорости параллелен вектору переносной угловой скорости, 

перотнV
→→
ω↑↑   или  перотнV

→→
ω↑↓ .  (рис.6.3.1). 

Направление вектора ускорения Кориолиса определяется по 

правилу векторного умножения  (рис.6.3.1.): 

                         перкорa
→→

⊥ω    и    отнкор Va
→→

⊥ . 

 

Для определения направления вектора ускорения Кориолиса, 

можно воспользоваться правилом Жуковского: 
вектор относительной скорости проектируется на плоскость, 

перпендикулярную оси переносного вращения, полученный в 

плоскости вектор повернуть в сторону переносного вращения на 
o90 (рис.6.3.3). 
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                    Рис.6.3.1.                                          Рис.6.3.2   

 

 

Пример 6.3.1. 

Кольцо М (рис.6.3.4) движется с относительной скоростью отнV  

вдоль стержня ОА, вращающегося относительно шарнира О с угловой 

скоростью перω . Требуется указать на рисунке направление 

ускорений, входящих в формулу (6.3.1). 
Точка М, находясь на расстоянии ОМ от центра переносного 

вращения,  в переносном движении по окружности радиуса ОМ имеет 
вращательное ускорение  

                                  ОМa
вр

пер ⊥
→

, 

 

и осестремительное (центростремительное) ускорение 
 

                                    МОa
ос

пер ↑↑
→

. 

 

В относительном движении точка М совершает прямолинейное 
движение, поэтому относительное ускорение будет направленно 

вдоль стержня, от точки О в случае, если  0≥отнa . 

Направление вектора ускорения Кориолиса находим по правилу 

Жуковского.   Вектор угловой скорости всегда направлен вдоль оси 
вращения, поэтому он перпендикулярен плоскости вращения 

стержня. Вектор отнV
→

, направленный вдоль стержня расположен в 
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плоскости, перпендикулярной оси переносного вращения. Чтобы 

получить направление вектора корa
→

 по направлению вращения 

стержня повернем вектор отнV
→

 вокруг точки М на o90 (рис.6.3.5).  

 
 

          Рис.6.3.3.                                                    Рис.6.3.4. 
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вузов. -5-е изд., испр. -М.: Высш. шк., 1987. -344с.: ил.* 

6. Голубев Ю. Ф. Основы теоретической механики: Учебник 

для ст-ов втузов. -М.: Изд-во МГУ, 1992. -526с. -Библиогр.: с. 524-

525. 

7. Никитин Н. Н. Курс теоретической механики: Учебник для 
ст-ов машиностроит. и приборостроит. спец. вузов. -5-е изд., перераб. 

и доп. -М.: Высшая школа, 1990. -607 с.: ил. 
8. Сборник заданий для курсовых работ по теоретической 

механике: Учеб. пособие для втузов / Под ред. А. А. Яблонского. -4-е 

изд., перераб. и доп. -М.: Высш. шк., 1985. 367с.: ил. -Библиогр.: с. 
363.* 

9. Тарг С. М. Краткий курс теоретической механики: Учеб. 

для втузов / С. М. Тарг. -10-е изд., перераб. и доп.. -М.: Высш. шк., 

1986. -415с.:  
10. Яблонский А. А., Никифорова В. М. Курс теоретической 

механики. Часть 1. Статика. Кинематика: Учебник для техн. вузов. 

Изд. 6-е, испр. -М.: Высш. шк., 1984. -343 с. 
11. Теоретическая механика. Программа, методические 

указания и контрольные задания для студентов заочных 

специальностей. Иванов-Франковск.; ИФИИГ, 1990. 
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Рекомендуемый список методических пособий, имеющихся в 

фонде библиотеки ГГТУ: 

 

1. Теоретическая механика: пособие по одноимённому курсу для 

студентов инж.-техн. Специальностей заочной формы 

обучения/Андреев С.Ф, Каф. "Техническая механика". -Гомель: 

ГГТУ,, 2006.-44 с. 
2. Методические указания и контрольные задания для студентов-

заочников по теоретической механике. Часть 2. Кинематика. / 

Шабловский О. Н., -Гомель, ГПИ, 1991. -29 с. 

3. . Методические указания к практическим занятиям по теме 

"Плоскопараллельное движение твердого тела" курса 

"Теоретическая механика" для студентов машиностроительных 

специальностей. / Андреев С. Ф., -Гомель, ГПИ, 1985. -38 с. 
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