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ВВЕДЕНИЕ 

Целью преподавания дисциплины "Математическое моделиро-
вание в энергетике" является подготовка студентов в области приме-
нения современных математических методов для решения задач элек-
троэнергетики на основе алгебры матриц, теории графов, численных 
методов, вероятностно-статистического анализа и ПЭВМ. 

Цель данного методического указания – помощь студентам спе-
циальности 1-43 01 02 "Электроэнергетические системы и сети" в 
практическом освоении: 

– методов формирования уравнений установившегося режима 
электрических систем в матричной форме; 

– методов решения уравнений при различных формах их записи; 
– определения интегральных характеристик параметров режи-

мов электрических систем. 
Для успешного освоения материала и развития навыков реше-

ния задач в начале каждой темы кратко изложены основные теорети-
ческие положения и алгоритмы решения. 

К предлагаемым задачам даны численные решения, в которых 
для упрощения восприятия все решения приведены на основе вещест-
венных параметров, ходя для реальных электрических систем пере-
менного тока параметры являются комплексными. 

С целью повышения качества усвоения материала следует каж-
дому студенту давать персональные аудиторные и домашние задания. 

Для обеспечения вычислительного процесса при решении задач 
рекомендуется применение программных пакетов MathCAD и Excel, 
микрокалькулятора. 
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1. ПРИМЕНЕНИЕ МАТРИЧНОЙ АЛГЕБРЫ 

1.1. Числовые матрицы и их преобразования 

Прямоугольной матрицей А размером nm×  называется таблица 
величин из m строк и n столбцов вида 

[ ]ij

mnmjmmm

inijiii

nj

nj

a

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

==

......

...

......

...

......

......

A

321

321

22232221

11131211

, 

где ija  – элемент матрицы, указывающий положение его в таблице,  
( i  – строка, j  – столбец), mi ,...,2,1= , nj ...,2,,1= . 

Если nm ≠ , то матрица называется прямоугольной размера 
nm× ; если nm =  – матрица называется квадратной порядка n.  
Матрица, элементами которой являются числа, называется чи-

словой. 
Две матрицы nm×A  и lk×A  называются равными, если соответст-

вующие элементы этих матриц равны между собой 

nmija ×= ][A ; lkijb ×= ][B ;  ijij ba = . 

Матрица, в которой 1=m , 1>n  называется строкой; матрица, 
состоящая из 1>m  и 1=n  – столбцом. 

Симметричной матрицей называется матрица, элементы кото-
рой располагаются симметрично главной диагонали, т.е. jiij aa = . 

Симметричной матрицей является диагональная матрица, у ко-
торой отличны от нуля лишь элементы, расположенные на диагонали.  
Диагональная матрица порядка р 

pa

a

a

...00

...

0...0

0...0

2

1

  сокращенно записывается как 

)(diagA ia= , pi ...,2,1= . 
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Если все элементы ia  диагональной матрицы равны единице, то 
такая матрица называется единичной и обозначается символом 1. 
Столбец, все элементы которого равны единице, называются единич-
ным столбцом и обозначается n . Транспонированный единичный 
столбец есть единичная строка tn . 

Над матрицами можно производить следующие преобразования: 
алгебраическое суммирование; умножение числа на матрицу; умно-
жение матриц; транспонирование; обращение. 

Алгебраической суммой двух матриц nmija ×= ][A  и nmijb ×= ][B  

называется матрица nmijc ×= ][C , элементы которой определяются ал-

гебраической суммой соответствующих элементов исходных матриц: 
][][ ijijij bac += . 

Операция сложения над матрицами обладает свойствами комму-
тативности и ассоциативности: 

.0

;)()(

;

AA

CBACBA

ABBA

=+
++=++

+=+
 

Произведением постоянного коэффициента α  на матрицу или 
наоборот является матрица, все элементы которой умножены на этот 
коэффициент 

[ ]ij

mnmjmmm

inijiii

nj

nj

a

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

α

α...α...ααα
...

α...α...ααα
...

α...α...ααα

α...α...ααα

αA

321

321

22232221

11131211

== . 

Тождества перемножения матриц: 

1) AA1 =⋅ ;   3) AβαA)α(β ⋅⋅=⋅ ; 
2) 0A0 =⋅ ;   4) BAαB)α(A ⋅α+⋅=+ ; 
   5) AAαA)( ⋅β+⋅=⋅β+α . 
Произведением матриц nmija ×= ][A  и qpijb ×= ][B  называется 

матрица qmijc ×= ][C , элементы которой определяются по выражению 
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∑
=

⋅=
p

k
kjikij bac

1

, ni ...,,2,1= ; qj ...,,2,1= . 

Произведение возможно только в том случае, если pn = , т. е. 
число столбцов множимого равно числу строк множителя. 

Произведением двух прямоугольных матриц является прямо-
угольная матрица, число строк которой равно числу строк первой 
матрицы, а число столбцов – числу столбцов второй матрицы. 

Свойства матричного произведения: Матричное произведение 
не обладает свойством коммутативности 

1) CB)A(C)(BA ⋅⋅=⋅⋅ ;  3) CBCACB)(A ⋅+⋅=⋅+ ; 
2) CBC)(B ⋅⋅α=⋅⋅α ;   4) BCACB)(AC ⋅+⋅=+⋅ ; 
   5) ABBA ⋅≠⋅ . 
Для произведения квадратной матрицы А на единичную матри-

цу выполняется закон коммутативности 
A11A ⋅=⋅ . 

Транспонирование матриц 

Если в матрице nmija ×= ][A  поменять местами элементы строк и 

столбцов, то получим транспонированную матрицу mnjit a ×= ][A . 

Дважды транспонированная матрица равна исходной A)(A =tt . 
Транспонированная матрица суммы двух матриц равна сумме 

транспонированных матриц 

ttt BAB)(A +=+ . 
Транспонированная матрица произведения двух матриц равна 

обратному произведению транспонированных матриц 

ttt ABB)(A ⋅=⋅ . 
Детерминанты матриц А и tA  равны, т. е. Adet A det =t . 
Симметричная матрица не изменяется при транспонировании  

tAA = . 

Обращение матриц 

Для квадратной неособенной матрицы А определена операция 
ее обращения, т. е. нахождения обратной матрицы -1A . 

Обратной называется матрица, которая будучи умноженной как 
справа, так и слева на данную матрицу, дает единичную матрицу: 

1AAAA -1-1 =⋅=⋅ . 
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Операция нахождения обратной матрицы называется операцией 
упрощения. 

Не всякая матрица имеет обратную себе. Неособенная матрица 
имеет себе обратную. 

Неособенной матрицей называется матрица, детерминант кото-
рой не равен нулю. Матрица, детерминант которой равен нулю, назы-
вается особенной и себе обратной она не имеет. 

Свойства обратной матрицы: 

1. Детерминант обратной матрицы равен обратной величине де-
терминанта исходной матрицы 

Adet 

1
A det 1- = . 

2. Обратная матрица произведения двух квадратных матриц 
равна произведению обратных матриц сомножителей, но взятых в об-
ратном порядке 

-1-1-1 AB)B(A ⋅=⋅  
3. Транспонированная обратная матрица равна обратной транс-

понированной исходной матрице 
-1

t
-1 )(A)(A =t . 

Обращение матриц применяется для решения систем линейных 
уравнений 

BAXBAXAABXA 11-1 ⋅=→⋅=⋅⋅→=⋅ −− . 
 

1.2. РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ 

1.2.1.  Произвести алгебраические операции над матрицами. 

23

21

01

A

−
−= ; 

11

02

20

B −= ; 

12

10

02

C

−

−
= . 

а) BA + ;   б) CB23A −+ ;  в) 3CB42A −− ; 
г) CB23A +− ;  д) C3B42A −+ . 

Решение варианта д): 
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.

34

110

88

)1(314)2(2231432

13042203)2(4)1(2

032402)2(30412

)1(323

1303

03)2(3

1414

04)2(4

2404

)2(232

22)1(2

0212

C34B2A

−=
−⋅−⋅+−⋅⋅−⋅+⋅

⋅−⋅+⋅⋅−−⋅+−⋅
⋅−⋅+⋅−⋅−⋅+⋅

=

=
−⋅⋅

⋅⋅
⋅−⋅

−
⋅⋅
⋅−⋅
⋅⋅

+
−⋅⋅

⋅−⋅
⋅⋅

=−+

 

1.2.2. Найти произведение числовых матриц: 

а) 
61

50

21

13

−
×

−
;   б) 

5

3

15

32

03

12
××

−
; 

в) 

04

01

10

21

3215

0432

−
−

×
−

−
;  г) 

100

020

005

401

725

642

−
×

−

−
; 

д) 

300

030

003

321

054

123

×
−

−
;  е) 

321

054

123

300

030

003

−

−
× . 

Сопоставить результаты перемножения д) и е). 
Решение примера в): 

.
1115

76

0011043)1(20)1(15

003440)1(40312

04

01

10

21

3215

0432

−−
=

=
+++⋅+−⋅+⋅−+⋅
++−−⋅+−⋅+⋅+⋅−

=
−

−
×

−
−

 

1.2.3. Даны матрицы 32][A ×= ija ; 13][B ×= ijb ; 33][C ×= ijc . 

Существуют ли произведения: 

а) BA × ;  б) AB× ;  в) CA× ;  г) AC× ; 

д) BC× ;  е) CBA ×× ; ж) BCA ×× ; з) ABC ×× . 
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Решение данного типа задач основано на знании правил умно-
жения матриц, поэтому последовательность решения не приводится. 

1.2.4. Произвести транспонирование матриц: 

а) 

3534333231

2524232221

1514131211

A

aaaaa

aaaaa

aaaaa

= ; б) 

23

21

01

B

−
−= ;  в) 

65

43

22

K

−−

−
= ; 

г) 
4511

6012

5421

C −
−

= ;  д) 

132

510

041

F

−

−
= ; е) 

1090

721
F = ; 

ж) 
322

651
L

−
= ;   з) t)KB( + ;  и) t)KD( × . 

1.2.5. Найти матрицу обратную заданной: 

а) 
131

200

101

−
; б) 

600

050

001

;  в) 

1022

653

431

−
−

−
; г) 

321

504

321

−

−
; 

д) 

634

532

211

;  е) 
433

112

321

;  ж) 

232

321

112

−
−
−

; з) 
411

232

321

; 

и) 

161

281

031

−−
−
−

; к) 

325

436

752

−−
; л) 

153

132

543

−−
−
−

; м) 

798

642

531

. 

Решение примера д): 

Найти матрицу, обратную матрице 
634

532

211

A = . 

332313

322212

312111
1

Adet

1
A

AAA

AAA

AAA

=− , 
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где ji
ji

ij MA ⋅−= +)1(  – алгебраическое дополнение, определенное по 

исходной матрице А. 

Вычислим Adet : 

1541232432621531631Adet −=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅= . 
Так как 0Adet ≠ , то матрица А имеет обратную матрицу. Най-

дем алгебраические дополнения матрицы А: 

3
63

53
A11 == ;  8

64

52
A12 =−= ;  6

34

32
A13 −== ; 

0
63

21
A21 =−= ;  2

64

21
A22 −== ;  1

34

11
A23 =−= ; 

1
53

21
A31 −== ;  1

52

21
A32 −=−= ; 1

32

11
A33 == . 

116

128

103

116

128

103

1

1
A 1-

−−
−
−

=
−

−−
−

−
= . 

Проверим правильность расчетов 1AAAA 11 =⋅=⋅ −− : 

.1

100

010

001

634660362412

53256030246

2112201283

116

128

103

634

532

211

==

=
−+−++−−
−+−++−−
−+−++−−

=
−−

−
−

×

 

Решение остальных примеров предоставляется выполнить сту-
дентам самостоятельно.  
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2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СЕТИ С 

ПОМОЩЬЮ ПЕРВОЙ И ВТОРОЙ МАТРИЦ СОЕДИНЕНИЙ 

ВЕТВЕЙ В УЗЛАХ И НЕЗАВИСИМЫЕ КОНТУРЫ 

2.1. Теоретическая часть 

Для расчета режимов электрических сетей, выполняемых с по-
мощью ПЭВМ, пользуются схемами замещения и математическими 
моделями. 

Схемы замещения представляет собой совокупность схем заме-
щения ее отдельных элементов, соединенных между собой в той же 
последовательности, что и в реальной схеме. 

Отдельные элементы электрической системы представляются 
схемами замещения элементов электрической цепи: источников на-
пряжения или тока и сопротивлений. В системах трехфазного тока все 
величины, характеризующие схемы замещения ее элементов, опреде-
ляются комплексными числами. Схемы замещения составляются на 
одну фазу с нейтралью. 

Источники электроэнергии могут быть представлены в виде ис-
точника напряжения с ЭДС E&  и внутренним сопротивлением Z , либо 
в виде источника тока J& , равного току установившегося режима I& , 
причем последний отображают так называемым задающим током 
(рис. 2.1, а, б, в).  

 

Z 
I&  

E&  

âU&  
IJ && =  

J&  

 
   а)        б)    в) 

Рис. 2.1 

Нагрузка (потребители электроэнергии) имеют схему замещения 
либо в виде сопротивления Z& , либо аналогично источнику питания в 
виде источника тока, равного взятому с обратным знаком току на-
грузки, или задающего тока (рис. 2.2, а, б, в). 
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I&  

Z&  IJ && −=  

J&  

 
          а)     б)           в) 

Рис. 2.2 

Линий электропередач, трансформаторы подстанций и электро-
станций представляются в схеме замещения системы в виде сопро-
тивлений. 

Выбор того или иного варианта схемы замещения элементов оп-
ределяется целями расчетов и исходными данными. 

Таким образом, схема замещения представляет собой электри-
ческую цепь, для которой применимы понятия: ветвь, узел и контур. 

Сопротивления, входящие в схему замещения электрической 
системы, при расчетах установившихся режимов принимаются посто-
янными, т. е. не зависящими от значений токов и напряжений. При 
этом схема замещения системы представляет собой линейную элек-
трическую цепь. 

Математическое описание схем замещения электрических сетей 
возможно с помощью элементов теории графов и алгебры матриц. 

Конфигурацию схемы замещения можно отобразить в виде гра-
фа. Граф представляет собой множество вершин (узлов) и ребер (вет-
вей), соединяющих некоторые (а может быть и все) пары вершин. 
Любая часть графа называется подграфом. Совокупность ребер, со-
единяющих две произвольные вершины, образуют подграф, опреде-
ляемый как путь графа. Если начальная и конечная вершины пути 
графа совпадают, то этот путь графа является замкнутым и образуют 
контур. 

Граф, соединяющий любые две его вершины, называется свя-

занным и направленным, если ребра его имеют фиксированные на-
правления. Каждое ребро направленного графа имеет начальную и 
конечную вершины, его направление принимается от первой верши-
ны ко второй. 

Схема замещения электрической системы является связанным 
направленным графом, ребрами которого служат ветви, вершинами – 
узлы, а все величины, характеризующие состояние ветвей (токи, ЭДС, 
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падения напряжения) имеют определенное направление (произвольно 
выбранное). 

Аналитическое представление конфигурации сети может быть 
дано с помощью матриц соединений (инциденций): 

– матрицы соединений ветвей в узлах [М], или I матрицы инци-
денций, которая позволяет сформировать узловую модель электриче-
ской сети и в общем виде записать уравнения первого закона Кирхго-
фа; 

– матрицы соединения ветвей в независимые контуры [N], или II 
матрицы инциденций, которая позволяют сформировать контурную 
модель электрической сети и в общем виде записать уравнения второ-
го закона Кирхгофа. 

Матрица соединения ветвей в узлах – это прямоугольная матри-
ца, число строк которой равно числу вершин графа n, а число столб-
цов – числу ребер m. Она обозначается следующим образом: 

)(M ijm=Σ , ni ,...,2,1= , mj ...,2,,1= . 

Номер строк i соответствуют номерам вершин, а номера столб-
цов j – номером ребер. Элементы матрицы ΣM  могут принимать одно 
из трех значений: 

1+=ijm , если узел i является начальной вершиной ветви j; 

1−=ijm , если узел i является конечной вершиной ветви j; 

0=ijm , если узел i не является вершиной ветви j. 

Каждая строка матрицы ΣM  показывает, какими вершинами со-
ответствующие ветви присоединяются к данному узлу схемы; каждый 
столбец – какие узлы являются начальной и конечной вершинами 
данной ветви. Сумма всех строк этой матрицы (по столбцам) должна 
давать нулевую (строчную) матрицу: 

0M =⋅ Σtn , 
где – tn  единичная строка. 

Если выделить строку, соответствующую узлу, принятому за 
балансирующий, причем номер ее принять последним, то это условие 
запишется в виде 

0
M

M
]1[

á

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×tn , откуда MMá tn−= , 

где  М – матрица соединений для схемы без балансирующего узла; 
áM  – матрица соединений для балансирующего узла. 
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Для практических расчетов достаточно пользоваться матри-
цей М, по которой может быть восстановлена вся схема 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=Σ M

M
M

tn
. 

Матрица соединений ветвей в независимые контуры – это пря-
моугольная матрица, число строк которой равно числу независимых 
контуров графа k, а число столбцов – числу ветвей (ребер) m. Она 
обозначается: 

)(N ijn= , ki ,...,2,1= , mj ...,2,,1= . 

Номера строк i соответствуют номерам независимых контуров, а 
номера столбцов j – номерам ветвей. 

Элементы матрицы N определяются следующим образом: 
1+=ijn , если ветвь j входит в контур i и их направления совпа-

дают; 
1−=ijn , если ветвь j входит в контур i и их направления проти-

воположны; 
0=ijn , если ветвь j не входит в контур i. 

Каждая строка матрицы N показывает, какие ветви входят в со-
ответствующие независимые контуры и какое направление имеют от-
носительно направления контура. Каждый столбец матрицы N пока-
зывает, в состав каких независимых контуров входит данная ветвь и 
совпадает ли ее направление с направлениями этих контуров. 

Для обеспечения наглядной структуры матриц параметров сети 
целесообразно вести упорядоченную нумерацию элементов схем с 
использованием принципа ярусности. 

1. В схеме электрической сети выбирают (задается) баланси-
рующий узел (БУ) – шины электростанции или крупной подстанции 
энергосистемы, мощность которого, в отличие от других узлов сети, 
не фиксируется. 

Балансирующему узлу присваивается последний )1( +n –й но-
мер. 

2. Последовательно числами натурального ряда на графе схемы 
нумеруются все ветви, идущие от БУ, и такие же номера присваива-
ются узлам, которые являются концами этих ветвей (концом первой 
ветви должен быть узел № 1, концом второй – узел № 2, и т. д.). Эти 
ветви составят первый ярус схемы. Затем, начиная с первой вершины 
графа, по аналогичному принципу, выбираются и нумеруются ветви 
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второго яруса, оттекающие от конечных вершин ветвей первого яру-
са, затем ветви третьего яруса, оттекающие от конечных вершин вет-
вей второго яруса и т. п. То есть, начальными вершинами ветвей по-
следующего яруса служат концы ветвей предыдущего яруса, и рас-
смотрение узлов ведется в порядке возрастания их номеров – в этом 
суть принципа ярусности. 

Для всех ветвей за положительное принимается, направление от 
начальной вершины к конечной. 

Совокупность n ветвей схемы, составляющих минимальный 
связный подграф, обеспечивающий связь БУ со всеми n независимы-
ми узлами схемы, образуют так называемое дерево сети. 

3. Когда в ходе нумерации встречается ветвь, подтекающая к 
ранее пронумерованному узлу, то эта ветвь замыкает собой контур – 
такая ветвь называется хордой. Для каждой из хорд за положительное 
также принимается направление от начальной вершины к конечной. 
Хорды условно помечаются на схеме и отдельно нумеруются (I, II, III, 
…, k, где k – число контуров) в дополнение к сквозной нумерации 
ветвей. 

4. В результате нумерации схемы формируется массив номеров 
узлов – из n элементов, массив номеров ветвей дерева также из n эле-
ментов и массив номеров хорд схемы – k элементов, где mnk =+  – 
полному числу ветвей схемы. 

В результате применения принципа ярусности матрицы M и N 
могут быть представлены блоками, относящимися к дереву схемы и 
хордам 

]MM[M βα= , ]NN[N βα= , 

где  αα N ,M  – подматрицы, относящиеся к дереву схемы; 
 ββ N ,M  – подматрицы, характеризующие подграфы, состоящие 
из хорд. 

2.2. Решение типовых задач 

ЗАДАЧА 1. Для схемы (рис. 2.3) составить направленный граф, 
сформировать первую и вторую матрицу инциденций для представ-
ления и анализа установившегося режима. 
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Рис. 2.3. Конфигурация сети 

РЕШЕНИЕ: 

Для составления направленного графа необходимо пронумеро-
вать и задать направления в ветвях схемы замещения. Схема замеще-
ния может быть представлена с учетом схем замещения отдельных 
элементов следующим образом (рис. 2.4, 2.5) 
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Рис. 2.4 
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Рис. 2.5 
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Узлом в схеме будем считать точку, в которой объединяются 
две и более ветвей. 

Нумерацию узлов и ветвей выполним с учетом ярусности. 
Направленный граф для схемы замещения (рис. 2.5) будет 

 

j 

j2 

j1 

'j4  

1 

5 

2 4

3

'j3  

I 
II

 
где 'j3 , 'j4  – нагрузки узлов 3, 4 с учетом нагрузок за трансформато-
рами. 

Полная (суммарная) матрица соединений ветвей в узлах будет 
65×  

0   0  0    0   1    1 

1-  0   1-  0   0   0

1  0   0   1-  0   0

0  1-  1   0   1-  0

0  1  0   1   0   1-

M =Σ . 

При решении установившихся режимов используется первая 
матрица инциденций – М, составленная без балансирующего узла, 
т. е. в матрице ΣM  вычеркивается строка, соответствующая баланси-
рующему. В нашем случае в качестве балансирующего принят узел 5, 
поэтому матрица М будет иметь следующий вид: 

1-  0   1-  0   0   0

1  0   0   1-  0   0

0  1-  0   0   1-  0

0  1  0   0   0   1-

M = . 

Для составления второй матрицы инциденций (соединение вет-
вей в независимые контуры) задаемся направлениями в контурах с 
учетом принципа ярусности, т. к. при отбрасывании двух последних 
ветвей мы получим схему  разомкнутой сети. Число ветвей, обеспечи-
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вающее размыкание всех контуров определяет число независимых 
контуров (в нашем случае – два). 

101111

010011
N

−−
−

= . 

Необходимо отметить, что матрицы М и N для заданной схемы 
могут быть другими, если отступить от принципа ярусности. 

Матрицы М и N, преобразованные в блоки для нашей схемы: 

{

[ ]βα

βα

== MM

1-  0   1-  0   0   0

1  0   0   1-  0   0

0  1-  0   0   1-  0

0  1  0   0   0   1-

M

43421

; 

{
[ ]βα

βα

=−−
−

= NN101111

010011
N

43421
. 

 

2.3. Варианты индивидуальных заданий 

Принять по таблице П1 и схемам, приведенным в Приложении. 
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3. УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ ЛИНЕЙНОЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ 

СЕТИ В МАТРИЧНОЙ ФОРМЕ 

3.1. Теоретическая часть 

Задачей расчета установившегося режима электрической систе-
мы является определение токов в ветвях схемы замещения, напряже-
ний в ее узловых точках, мощностей. В общем случае замкнутой схе-
мы замещения задача решается одним из следующих путей:  

Первый – на основе решения обобщенного уравнения.  

Обобщенное уравнение состояния электрической цепи 

FI && =⋅A ,       (3.1) 

где ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

âN

M
A

Z
 – блок объединенной матрицы параметров схемы за-

мещения системы; 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

êE

J
F

&
&  – блок объединенной матрицы исходных параметров 

режима. 
Уравнение (3.1) можно решить относительно матрицы токов 

ветвей. 
Для формирования обобщенного уравнения состояния (3.1) не-

обходимо определить матрицы М и N. 
Матрица М содержит исчерпывающую информацию о конфигу-

рации соответствующей ей схемы. 
Матрица N для сложных электрических систем может быть од-

нозначно определена, если известны αM , βM  – блоки, соответст-
вующие дереву и хордам графа. 

Матрица N представляется блоками: ветви контуров, входящие 
в дерево αN , и ветви хорд βN . Матрицу βN  можно задать равной еди-

ничной матрице ( 1N =β ). 

Тогда матрицу αN  можно вычислить по выражению 
1MMN −

αβα ⋅−= tt . 

В случае разомкнутой схемы матрица М является квадратной, 
так же как и матрица αM  в общем случае. При этом обобщенное 
уравнение состояния (.6) сводится к матричному уравнению первого 
закона Кирхгофа (.1) 
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JI && =⋅pM ,      (3.2) 

где α= MMp  – первая матрица соединения для разомкнутой сети. 

Уравнение можно решить относительно токов ветвей по выра-
жению 

JJI &&& ⋅=⋅= −
p

1
pp CM ,       (3.3) 

где 1
pp MC −=  – матрица коэффициентов распределения задающих то-

ков по ветвям разомкнутой сети. 
По найденной матрице I&  определяются падения напряжения на 

ветвях схемы âU  согласно уравнению закона Ома EIZU −= &
ââ . Далее 

находятся напряжения узлов относительно балансирующего ΔU&    

Δ⋅= UU t
&Mâ  

ΔββΔΔ ⋅=⋅=→⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
UUUUU

U

U
tt

t

t && Ì;Ì
Ì

Ì
âαâα

β

α

âβ

âα
, 

где tαM  – квадратная и неособенная матрица α
−
αΔ ⋅=→ â

1M UU t
&&  тогда 

α
−
αββ ⋅⋅= â

1
â MM UU tt

&& . 

При известном напряжении балансирующего узла δU&  определя-

ется и напряжения узлов iU&  

ii UUU Δδ += &&& , 1...,,2,1 −= ni . 
Последовательность расчета параметров характеризуется тем, 

что на первом этапе решается система уравнений порядка m , где m  – 
число ветвей. 

Второй – на основе решения системы узловых напряжений. 

Матричное узловое уравнение в общем виде имеет вид 
ÅYJUY &&&

ây M ⋅−=Δ ,      (3.4) 

где  '
tYY MM ây ⋅⋅=  – матрица узловых проводимостей; 

 0UUU i
&&& −=Δ  – напряжение узлов относительно базисного; 

âY  – матрица проводимости ветвей, определяется по исходной 
матрице âZ ; 

0U  – напряжение базисного узла. 
Решив систему (.) относительно ΔU& , можно найти и токи в вет-

вях 
)(-1

â EUMZI t
&&& +⋅⋅= Δ .       (3.5) 
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При отсутствии ЭДС в ветвях, что характерно для большинства 
схем замещения реальных электрических систем, уравнения (.) и (.) 
принимают вид 

JUY && =Δy   и  Δ⋅⋅= UZI t
&& M-1

â , 

т. е. задача сводится первоначально к определению матрицы узловой 
проводимости yY . 

Система решаемых уравнений, связывающих напряжения узлов 
относительно балансирующего с задающими тока, равна ( 1−n ), что 
ниже на число независимых контуров 1+−= nmk ; 

Третий – на основе решения контурных уравнений. 

Матричное контурное уравнение имеет вид 

JZEIZ &&& ⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= α

0

M
N

1-

âêêê ,      (3.6) 

а токи в ветвях схемы 

ê

1-

N
0

M
IJI t
&&& ⋅+⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= α ,      (3.7) 

где  tZZ NN âê ⋅=  – матрица контурных сопротивлений; 
 êI  – контурный ток (ток хорд); 
 αM  – матрица соединения ветвей в узлах дерева; 
 N – матрица соединения ветвей в узлах контурах. 

Падения напряжения узлов относительно балансирующего 

α
−
αΔ ⋅= â

1M UU t
&& . 

Система решаемых контурных уравнений равна числу незави-
симых контуров 1+−= nmk . 

 

3.2. Решение типовых задач 

ЗАДАЧА. Для заданного варианта схемы, представленной на 
рисунке, параметров сети и задающих нагрузок составить в матрич-
ной форме: 

а) обобщенное уравнение состояния электрической цепи; 
б) узловое уравнение; 
в) контурное уравнение. 
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Задающие токи (А): 
2;6;4 321 −=−=−= JJJ . 

Узел А принять базисным и балансирующим. Напряжение в уз-
ле А принять равным 10 В. 

РЕШЕНИЕ: 

Для упрощения: сопротивления линий, задающие токи узлов и 
напряжение в балансирующем узле принять вещественными. 

Для выполнения условий а), б) и в) необходимо исходные дан-
ные представить в матричной форме, составить матрицы М и N. 

Исходными данными являются сопротивления ветвей, которые 
представляются диагональной матрицей, а задающие токи в узлах и 
напряжение узла А – в виде матрицы столбца. 

1

2
1

1

1

â =Z   (Ом); 

2

6

4

−=iJ&  (А);  

10

10

10

0A ==UU  (В). 

Матрицы М и N составляются по схеме замещения и графу. Со-
ставим граф схемы, где зададимся направлениями в ветвях, считая 
принятые направления совпадающими с направлениями токов в схе-
ме, а также направлениями обхода контуров. Узел А принимаем в ка-
честве балансирующего (нумерацию узлов и ветвей осуществляем по 
принципу ярусности). 
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а) Обобщенное уравнение состояния электрической цепи 
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Итак, обобщенное уравнение для заданной схемы имеет вид: 
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Для определения токов в ветвях и других параметров режима 
можно применить различные математические методы решения систе-
мы линейных уравнений. 

б) Матричное узловое уравнение  
EYJUY &&& ⋅⋅−=⋅ Δ âó M , 

в котором необходимо определить матрицу óY : '
tYMY Mâó ⋅⋅= . 

Матрицу М мы определили ранее, âY  – диагональная матрица, 
определяемая обращением матрицы âZ , а '

tM  – транспонированная 
матрица соединения ветвей в узлах без базисного. Поскольку в нашей 
задаче за балансирующий и базисный узел принят один и тот же 
(узел А), то t

'
t MM = . 

Находим óY&  
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Поскольку в ветвях схемы отсутствуют ЭДС, то матричное уз-
ловое уравнение для заданной схемы имеет вид: 
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Для определения напряжений узлов относительно базисного и 
других параметров можно применить различные математические ме-
тоды решения системы линейных уравнений. 

в) Матричное контурное уравнение имеет вид: 
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Поскольку в ветвях схемы нет iE& , то последнее уравнение пре-
образуется 
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В последнем выражении определению подлежат матрицы êZ , 
-1Mα . 

Определим матрицу tNZZ ⋅⋅= âê N , 
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По известной матрице [ ]βα= MMM  определим -1Mα : 
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Определим произведение матриц правой части контурного 
уравнения (упрощенного): 
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Итак, контурное уравнение в матричной форме имеет вид: 
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Данная система линейных уравнений может быть разрешена от-
носительно токов в хордах любым методом, а далее – определяются и 
другие параметры режима электрической сети. 

 
3.3. Варианты индивидуальных задач 

Принять таблицам П1, П2, П3 и схемам, приведенным в Прило-
жении. 

Задающие нагрузки в узлах привести к точкам подключения 
трансформаторов. 
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4. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ СОСТОЯНИЯ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ 

СЕТИ ПРЯМЫМИ МЕТОДАМИ 

4.1. Теоретическая часть 

Расчеты установившихся режимов выполняются как на стадии 
проектирования электрических систем, так и в процессе их эксплуа-
тации. 

Для выполнения расчетов установившегося режима необходима 
информация о схеме и параметрах сети системы, о потребителях (на-
грузках) и источниках электроэнергии (электростанциях). Сеть элек-
трической системы в расчетах установившихся режимов представля-
ется схемой замещения в виде линейной электрической цепи, конфи-
гурация и параметры которой отображаются той или иной матрицей 
обобщенных параметров. 

Исходными данными о нагрузках служат значения потребляе-
мых ими активных и реактивных мощностей ( iii SjQP ííí =+ ), приме-
няемых или постоянными ( constí =iS ), либо зависящими от напряже-
ния в точке подключения нагрузки к сети, т. е. )( íí ii UfS = . Исход-
ными данными об источниках питания служат выдаваемые генерато-
рами в систему активные мощности ( constã =jP ) и абсолютные значе-

ния напряжений в точках их подключения constã =jU , либо постоян-

ными активными и реактивными мощностями аналогично нагрузкам. 
Кроме того, один из источников (наиболее мощная электрическая 
станция), играющий роль балансирующего, задается комплексным 
значением напряжения ( constá =U& ). 

При указанных исходных данных определению подлежат мощ-
ности и токи в ветвях схемы замещения и комплексные значения на-
пряжений в ее узловых точках. С математической точки зрения задача 
сводится к решению системы нелинейных уравнений в силу нелиней-
ной зависимости мощности от тока и напряжения. 

Наиболее широкое применение нашли узловые уравнения, кото-
рые характеризуются простотой формирования и большими возмож-
ностями организации процесса их решения. Контурные уравнения 
формируются сложнее, но и они имеют определенную рациональную 
область применения. 

Дальнейшему рассмотрению подлежат решение обобщенных, 
узловых и контурных уравнений, т. к. матричная структура предопре-
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деляет возможность использования для их решения одних и тех же 
методов. 

Рассмотрим точные или прямые методы решения линейных 
уравнений установившегося режима. 

Точными или прямыми методами называются такие, которые в 
предположении, что все вычисления ведутся точно (без округления), 
позволяют получить точные значения неизвестных в результате ко-
нечного числа операций. 

В основе всех прямых методов решения линейных алгебраиче-
ских уравнений установившегося режима электрической системы ле-
жит метод последовательного исключения неизвестных, называемый 
методом Гаусса. К числу наиболее характерных вычислительных 
схем этого метода относятся алгоритмы с обратным ходом и без об-
ратного хода. 

Алгоритм метода Гаусса с обратным ходом. Решение систе-
мы n линейных алгебраических уравнений вида 

bxA =⋅  
по этому алгоритму состоит из двух этапов. На первом этапе (прямой 
ход) исходная система за n однотипных шагов преобразуется таким 
образом, что матрица коэффициентов преобразованной системы ста-
новится верхней треугольной, т. е. все элементы, расположенные ни-
же ее главной диагонали равны нулю. На втором этапе (обратный 
ход) последовательно определяются значения неизвестных от nX  
до 1X . 

Последовательность операций, выполняемых при прямом и об-
ратном ходах, формулы для расчетов коэффициентов систем уравне-
ний на произвольном (k-м) шаге и обратного хода приведены в прак-
тических решениях обобщенного уравнения. 

Алгоритм метода Гаусса без обратного хода (в литературе 
известен также под названием схемы Жардана). Решение системы n 
линейных алгебраических уравнений по этому алгоритму осуществ-
ляется за один этап, в результате которого матрица коэффициентов А 
за n однотипных шагов приводится к единичной, т. е. система уравне-
ний разрешается относительно искомых неизвестных, которые равны 
соответствующим элементам полученного в результате преобразова-
ний столбца в правой части системы. 

Выполнение операций произвольного (k-го) шага соответствует 
преобразованию k-го столбца таким образом, чтобы его диагональный 
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элемент ( )(k
kka ) стал равен единице, а недиагональные элементы ( )(k

jka , 

kj ≠ ) – нулю. Формулы для расчета коэффициентов системы уравне-
ний на k-м шаге приведены в практических решениях узлового урав-
нения. 

В ряде задач в решаемой системе линейных уравнений bxA =⋅  
матрица коэффициентов А остается неизменной, а меняются только 
столбцы правых частей. В таких случаях может оказаться целесооб-
разным обращение матрицы А, т. е. представление решения системы 
уравнений в виде bAX ⋅= −1 . Чтобы определить Х, надо вычислить 

1−A  и умножить эту матрицу справа на столбец b . 
Обращение матрицы можно выполнить на основе алгоритма ме-

тода Гаусса без обратного хода и классическим способом, изложен-
ным в [1, П1]. 

4.2. Решение типовых задач 

Обобщенное уравнение в матричной форме решим методом Га-
усса с обратным ходом. 

Исходное уравнение получено на предыдущем занятии 
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Формулы для расчетов коэффициентов системы уравнений в 
матричной форме на произвольном шаге k: 

)1()1()( −−= k
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k
kj aaa ;  )1()1()( −−= k

kk
k
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k abb ; 
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ij
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ij aaaa ⋅−= −− ; )()1()1( k
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k
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k
ii babb ⋅−= −− ; 

nkji ...,,1, += . 
Вычислим коэффициенты на шаге 1=k : 

111)1(
11 =−−=a ;  010)1(

12 =−=a ;  111)1(
13 −=−=a ; 

111)1(
14 −=−=a ;  010)1(

15 =−=a ;  414)1(
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4 −=⋅−=b ; 
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01)1(1)1(
51 =⋅−−−=a ;  10)1(1)1(

52 =⋅−−=a ; 

2)1()1(1)1(
53 −=−⋅−−−=a ; 1)1()1(0)1(

54 −=−⋅−−=a ; 

1)0()1(1)1(
55 =⋅−−=a ;  44)1(0)1(

5 =⋅−−=b . 
Пересчет коэффициентов второго и третьего уравнений не про-

изводили, т. к. коэффициенты первого столбца в этих уравнениях 
равны нулю.  

Результаты пересчетов представим в виде расширенной матри-
цы на шаге 1=k : 
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Результаты расчетов на последующих шагах приводим без под-
робных пояснений в виде матриц: 

 шаг 2=k      шаг 3=k  
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 шаг 4=k      шаг 5=k  
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В результате пяти шагов система уравнений приведена к тре-
угольному виду. 

Формулы для обратного хода в общем виде: 
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Токи в ветвях равны: 
[ ]32;31;34;319;317â =tI& . 

Проверку по первому закону Кирхгофа выполнить самостоя-
тельно с представлением токораспределения по схеме. 

Применение метода Гаусса с обратным ходом при решении сис-
темы узлового уравнения приводим только результаты преобразова-
ний на соответствующих шагах. 

Исходное узловое уравнение в матричной форме получено на 
предыдущем занятии: 
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Результаты пересчетов на шаге 2,1=k : 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

−
−
−−

6,3

8,6

6,1

6,12,1

2,14,2

4,02,01

; 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

−
−−

7

83,2

6,1

1

5,01

4,02,01

. 

В результате двух шагов систему уравнений привели к тре-
угольному виду, поэтому можно выполнить расчет обратного хода: 

73 −=ΔU& ; 

33,6)7(5,083,22 −=−⋅+−=ΔU& ; 

666,5)33,6(2,0)7(4,06,11 −=−⋅+−⋅+−=ΔU& . 
Токи в ветвях схемы определяются произведением матриц  
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Сопоставление результатов токов ветвях указывает на верность 
выполнения решения узлового уравнения. 

Решим систему узлового уравнения методом Гаусса без обрат-
ного хода. 

Исходное уравнение в матричной форме 
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Первый шаг – выполняется аналогично алгоритма метода Гаусса 
с обратным ходом, результаты которого: 
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Расчет коэффициентов на произвольном k-ом шаге выполняется 
по формулам: 
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k
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k
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k

k
k

k abb ; 
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k

k
ik

k
ii babb ⋅−= −− ; 

ni ...,,2,1= ,  ki ≠ ,  nkj ...,,1+= . 
Второй шаг – коэффициенты второго уравнения полученной 

системы на первом шаге делим на 2,4, получим: 
14,24,2)2(

22 ==a ;    5,04,22,1)2(
23 −=−=a ;    833,24,28,6)2(

2 −=−=b . 

Пересчитываем коэффициенты )2(
ija  и )2(

ib  для 3,1=i  

31=+= kj : 
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Полученные коэффициенты представим в виде матрицы: 
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Третий шаг – поскольку ведущий элемент третьей строки мат-
рицы, полученной на втором шаге равен единице, то коэффициенты 

1)3(
33 =a , 7)3(

3 −=b . 

Пересчету подлежат )3(
1b  и )3(

2b , т. к. при пересчете )3(
13a  и )3(

23a  
получаем равными нулю. 

666,5)0,7)(5,0(166,2)3(
3

)2(
13

)2(
1

)3(
1 −=−−−−=⋅−= babb ; 
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333,6)0,7)(5,0(833,2)3(
3

)2(
23

)2(
2

)3(
2 −=−−−−=⋅−= babb . 

Результаты третьего шага в виде матрицы: 
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Сопоставив результаты iUΔ  с результатами, полученными на 
основе решения уравнения методом Гаусса с обратным ходом, видим, 
что они идентичны. 

Для нахождения iUΔ  можно применить и метод Крамера: 
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Полученные результаты идентичны значениям напряжений уз-

лов относительно базисного, определенным при решении матричного 
узлового уравнения другими прямыми методами. 

На основании решения контурного уравнения  
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определить токи в ветвях схемы. 
Токи в ветвях схемы определяется выражением 
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Определим контурные токи путем обращения матрицы kZ  
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Токи в ветвях схемы 
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Полученные значения токов совпадают с решением, полученном 
на основе обобщенного уравнения. 

Решение контурного уравнения на основе метода Гаусса (с об-
ратным и без обратного хода) выполнить самостоятельно. 

4.3. Индивидуальные задания 

Определить параметры установившегося режима: âI  и iU  по 
уравнениям состояния электрической сети (обобщенного, контурного, 
узлового) применив прямые методы решения. 
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5. РАСЧЕТ РЕЖИМОВ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СЕТИ ПО  

УЗЛОВЫМ И КОНТУРНЫМ УРАВНЕНИЯМ  

ИТЕРАЦИОННЫМИ МЕТОДАМИ ПРИ ЗАДАНИИ  

НАГРУЗОК В ТОКАХ 

5.1. Теоретические сведения 

К итерационным относятся такие методы, с помощью которых 
решение систем уравнений получается как предел последовательных 
приближений, вычисляемых посредством единообразных операций. 

Сущность итерационных методов заключается в том, что значе-
ния искомых величин, полученных на предыдущей итерации, уточня-
ется на последующей. Этот процесс продолжается до тех пор, пока не 
будут выполнены определенные условия. 

Метод простой итерации 

Допустим, что задана система линейных уравнений 
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Разрешим каждое уравнение системы относительно одной пере-
менной, номер которой совпадает с номером уравнения, т. е. приве-
дем систему к нормальному виду 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

+−−−=

+−−−=

+−−−=

....

...

;...

;...

2
2

1
1

22

2

22

2
1

22

21
2

11

1

11

1
2

11

12
1

nn

n

nn

n

nn

n
n

n
n

n
n

a

b
x

a

a
x

a

a
x

a

b
x

a

a
x

a

a
x

a

b
x

a

a
x

a

a
x

      (5.2) 

Система (5.2) согласно методу простой итерации решается сле-
дующим образом: 

1) задаются начальными приближениями неизвестных )0(
ix , 

ni ...,,2,1= ; 
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2) значения )0(
ix  подставляют в правые части уравнений (5.2) и 

тем самым определяются следующие приближения неизвестных )1(
ix , 

ni ...,,2,1= ; 

3) подстановкой значений )1(
ix  находится следующее приближе-

ние и т. д. 
Таким образом, на k-ом шаге итерационного процесса система 

(5.2) запишется как 
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   (5.3) 

Итерационный процесс продолжается до тех пор, пока значения 

ix , полученные на двух смежных итерациях, не будут отличаться на 
величину, меньшую заданной погрешности решения ε , т. е. до вы-
полнения условия 

ε<−+ )()1( k
i

k
i xx , ni ...,,2,1= .    (5.4) 

Для выполнения условия (5.4) при любой заданной точности 
решения необходимо, чтобы 

∗

∞→
= i

k
i

k
xxlim , ni ...,,2,1= .    (5.5) 

При выполнении (5.5) для произвольного начального приближе-
ния )(k

ix , ni ...,,2,1=  итерационный процесс называется сходящимся. 
В противном случае итерационный процесс не приводит к решению и 
называется расходящимся. 

Условие сходимости итерационного процесса при любом столб-
це начальных приближений можно записать через элементы матрицы 
коэффициентов исходной системы уравнений. 

ii

n

ij
i

ij aa <∑
≠
=1

,  ni ...,,2,1= ,      (5.6) 

т. е. если модули диагональных коэффициентов для каждого из урав-
нений (5.1) больше суммы модулей всех остальных коэффициентов. 
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В том случае, если перечисленные условия не соблюдаются, 
матрица jja  не является особенной, всегда можно добиться того, 

чтобы в результате перестановки уравнений (5.1) итерационный про-
цесс всегда сходился. 

Отметим, что достаточные условия (5.6) определяются только 
соотношением элементов матрицы коэффициентов А. Применительно 
к решению системы узловых уравнений сходимость итерационного 
процесса будет зависеть только от свойств матрицы узловых прово-
димостей yY . При решении линейных уравнений состояния итераци-

онный процесс по методу простой итерации обычно сходится, хотя и 
весьма медленно. 

Метод Зейделя 

Этот метод основан на использовании уравнений, приведенных 
к виду (5.2). Но в отличие от метода простой итерации для вычисле-
ния i-ой переменной на каждом k-ом шаге итерационного процесса 
используются значения переменных, вычисленные как на предыду-
щем ( 1−k )-м шаге, так и на данном. При этом на k-ом шаге итераци-
онного процесса система (5.2) имеет вид: 
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(5.7) 
Достаточные условия сходимости метода простой итерации яв-

ляются достаточными и для метода Зейделя. При одинаковых началь-
ных приближениях неизвестных и одинаковой заданной точности ре-
шение по методу Зейделя получается за меньшее число итераций. 

Характеризуя итерационные методы в целом, необходимо ука-
зать, что они обладают свойством самоисправляемости: любое оши-
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бочно найденное решение может восприниматься как новое началь-
ное решение. 

Пример выполнения расчетов на ПЭВМ 

Матричное узловое уравнение получено в теме № 3: 
JUY =⋅ Δy ; 
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перемножив Δ⋅UYy , получим 
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UUU

UUU

UUU

. 

Из каждой строки системы выражаем соответствующий диаго-
нальный элемент: 

)1()5,0(45,2 321 ΔΔΔ ⋅−−⋅−−−=⋅ UUU ; 
)1()5,0(65,2 312 ΔΔΔ ⋅−−⋅−−−=⋅ UUU ; 

)1()1(22 213 ΔΔΔ ⋅−−⋅−−−=⋅ UUU . 
Теперь произведем преобразования и из каждой строки системы 

выразим соответствующий элемент iU : 

5,2

1

5,2

5,0

5,2

4 32
1

ΔΔ
Δ

⋅
+

⋅
+

−
=

UU
U ; 

5,2

1

5,2

5,0

5,2

6 31
2

ΔΔ
Δ

⋅
+

⋅
+

−
=

UU
U ; 

2

1

2

1

2

2 21
3

ΔΔ
Δ

⋅
+

⋅
+

−
=

UU
U . 

Упростим получившиеся уравнения: 

ΔΔΔ ⋅+⋅+−= 321 4,02,06,1 UUU ; 

ΔΔΔ ⋅+⋅+−= 312 4,02,04,2 UUU ; 

ΔΔΔ ⋅+⋅+−= 213 5,05,01 UUU . 
Таким образом, мы выразили неизвестные элементы системы 

через другие неизвестные (привели к виду (5.2). 
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Для нахождения значений ΔiU  используем метод простой итера-
ции, при нахождении элемента ΔiU  на шаге (k), в формуле будем под-
ставлять вместо неизвестных элементов найденные значения на пре-
дыдущем шаге ( 1−k ), тогда получим: 

)1(
3

)1(
2

)(
1 4,02,06,1 −

Δ
−
ΔΔ ⋅+⋅+−= kkk UUU ; 

)1(
3

)1(
1

)(
2 4,02,04,2 −

Δ
−

ΔΔ ⋅+⋅+−= kkk UUU ; 
)1(

2
)1(

1
)(

3 5,05,01 −
Δ

−
ΔΔ ⋅+⋅+−= kkk UUU . 

Задаем начальные приближения: 0)0(
3

)0(
2

)0(
1 === ΔΔΔ UUU  и точ-

ность 001,0=εi . 
Итерационный процесс проводим до того момента, пока две со-

седние строки не сойдутся (значения станут одинаковыми) с заданной 
точностью (в нашем случае до третьего знака после запятой). 

Таблица 
Результаты итерационного процесса 

№ итерации Δ1U  Δ2U  Δ3U  

1 -1,6 -2,4 -1 
2 -2,48 -3,12 -3 
3 -3,424 -4,096 -3,8 
4 -3,9392 -4,6048 4,76 
5 -4,42496 -5,09184 -5,272 
… … … … 
16 -5,62062 -6,28728 -6,93785 
17 -5,6326 -6,29926 -6,95395 
18 -5,644143 -6,3081 -6,96593 
19 -5,64799 -6,31466 -6,97477 
20 -5,65284 -6,3195 -6,98133 
… … … … 
31 -5,66616 -6,33283 -6,99932 
32 -5,66629 -6,33296 -6,99949 
33 -5,66639 -6,33306 -6,99963 
34 -5,66646 -6,33313 -6,99972 

 
Как видно из таблицы итерационный процесс сошелся на 34 ша-

ге. 
Запишем полученный результат: 

999,6

333,6

666,5

−
−
−

=ΔU . 
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Результаты определения ΔiU  совпадают с расчетами на основе 
других методов, полученных ранее. 

5.3. Индивидуальные задания 

Для нахождения значений ΔiU  используем метод ускоренной 
итерации при нахождении элемента ΔnU  на шаге (k), в формулу будем 
подставлять найденные значения Δ− )1(nU  на этом же шаге (k), а вместо 

неизвестных 1−nU  – значения с предыдущего шага ( 1−k ), тогда полу-
чим: 

)1(
3

)1(
2

)(
1 4,02,06,1 −

Δ
−
ΔΔ ⋅+⋅+−= kkk UUU ; 

)1(
3

)(
1

)(
2 4,02,04,2 −

ΔΔΔ ⋅+⋅+−= kkk UUU ; 
)(

2
)(

1
)(

3 5,05,01 kkk UUU ΔΔΔ ⋅+⋅+−= . 

Задаем начальные приближения: 0)0(
3

)0(
2

)0(
1 === ΔΔΔ UUU  и точ-

ность 001,0=εi . 
Итерационный процесс проводим до того момента, пока две со-

седние строки не сойдутся (значения станут одинаковыми) с заданной 
точностью (в нашем случае до третьего знака после запятой). 

Таблица 

№ итерации Δ1U  Δ2U  Δ3U  

1 -1,6 -2,72 -3,16 
2 -3,408 -4,3456 -4,8768 
3 -4,41984 -5,23469 -5,82726 
4 -4,97784 -5,72647 -6,35216 
5 -5,28616 -5,9981 -6,64213 
… … … … 
16 -5,66611 -6,33284 -6,99948 
17 -5,66636 -6,33306 -6,99971 
18 -5,6665 -6,33318 -6,99984 

 
Как видно из таблицы итерационный процесс сошелся на 18 ша-

ге. 
Запишем получившейся результат: 

999,6

333,6

666,5

−
−
−

=ΔU . 
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Результаты ΔiU  совпадают с расчетами на основе простой ите-
рации. 

Матричное контурное уравнение итерационными методами вида 

J
M

ZNIZ kk ⋅⋅⋅−=⋅
−
α

0

1

 

с учетом исходных данных получено в теме № 3 

2

0

42

24

2

1 =×
−

−

k

k

I

I
. 

Перемножив kk IZ ⋅ , получим: 

2

0

42

24

21

21 =
⋅⋅−
⋅−⋅

kk

kk

II

II
. 

Из каждой системы выражаем соответствующий диагональный 
элемент: 

)2(04 21 kk II ⋅−−=⋅ ; 
)2(24 12 kk II ⋅−−=⋅ . 

Теперь произведем преобразования и из каждой строки системы 
выразим соответствующий элемент kiI : 

4

2

4

0 2
1

k
k

I
I

⋅
+= ; 

4

2

4

2 1
2

k
k

I
I

⋅
+= . 

Упростим получившиеся уравнения: 

21 5,0 kk II ⋅= ; 

12 5,05,0 kk II ⋅+= . 
Таким образом, мы выразили неизвестные элементы системы 

через другие неизвестные. 
Для нахождения значений kiI  используем метод простой итера-

ции. То есть при нахождении элемента kiI  на шаге (k), в формуле бу-
дем подставлять найденные значения kI  на предыдущем шаге ( 1−k ), 
тогда получим: 

)1(
2

)(
1 5,0 −⋅= k

k
k

k II ; 
)1(

1
)(

2 5,05,0 −⋅+= k
k

k
k II . 

Задаемся начальным приближением: 0)0(
2

)0(
1 == kk II  и точность 

001,0=εi . 
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Итерационный процесс проводим до того момента, пока две со-
седние строки не сойдутся (значения станут одинаковыми) до задан-
ной точности (в нашем случае до третьего знака после запятой). 

Таблица 
Результаты итерационного процесса 

№ итерации 1kI  2kI  

1 0 0,5 
2 0,25 0,5 
3 0,25 0,625 
4 0,3125 0,625 
5 0,3125 0,65625 
6 0,328125 0,65625 
7 0,328125 0,664063 
8 0,332031 0,664063 
9 0,332031 0,666016 
10 0,333008 0,666016 
11 0,333008 0,666504 

 
Как видно из таблицы итерационный процесс сошелся на 11-ом 

шаге. Запишем получившейся результат: 

666,0

333,0
=kI . 

Результаты определения kiI  совпадают с полученными резуль-
татами на основе других методов. 

Для нахождения значений kiI  используем метод ускоренной 
итерации. При нахождении элемента knI  на шаге (k), в формулу будем 
подставлять найденные значения )1( −nkI  на этом же шаге (k), а вместо 

неизвестных )1( +nkI  - значения с предыдущего шага ( 1−k ), тогда по-

лучим: 
)1(

2
)(

1 5,0 −⋅= k
k

k
k II ; 

)1(
1

)(
2 5,05,0 −⋅+= k

k
k

k II . 

Задаемся начальным приближением: 0)0(
2

)0(
1 == kk II  и точность 

001,0=εi . 
Итерационный процесс проводим до того момента, пока две со-

седние строки не сойдутся (значения станут одинаковыми) до задан-
ной точности (в нашем случае до третьего знака после запятой). 
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Таблица 
Результаты итерационного процесса 

№ итерации 1kI  2kI  

1 0 0,5 
2 0,25 0,625 
3 0,3125 0,65625 
4 0,328125 0,664063 
5 0,332031 0,666016 
6 0,333008 0,666504 
7 0,333252 0,666626 

 
Как видно из таблицы итерационный процесс сошелся на 9-ом 

шаге. Запишем получившейся результат: 

666,0

333,0
=kI . 

Результаты kiI  совпадают с расчетными на основе простой ите-
рации. 

По вариантам, представленными в приложениях определить то-
ки и напряжения в схемах, применяя итерационные методы решения: 

а) метод простой итерации; 
б) метод Зейделя. 
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6. ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН – 

ПАРАМЕТРОВ РЕЖИМОВ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

При проектировании и эксплуатации электрических систем воз-
никает задача оценки характеристик режимов при рассматривании их 
на достаточно длительных интервалах времени (сутки, месяц, сезон, 
год). Причем нагрузки моделируются случайными величинами. 

В этом случае нагрузки элементов электрических систем и па-
раметры режимов напряжений целесообразно описывать интеграль-
ными характеристиками: математическими ожиданиями, среднеквад-
ратическими отклонениями, математическими ожиданиями квадратов 
случайных величин и т. д. 

В общем случае нагрузки электрических систем для решения 
указанных задач следует моделировать многомерными комплексными 
случайными векторами с коррелированными действительными и 
мнимыми составляющими. Ограничимся изучением указанных харак-
теристик режимов в действительной области изменения аргументов. 

Для вычисления вероятностных характеристик нагрузок ветвей 
сети по известным вероятностным характеристикам нагрузок узлов 
целесообразно использовать такие обобщенные параметры схемы за-
мещения, как матрицы коэффициентов распределения C  и собствен-
ных и взаимных проводимостей âY . 

Основное уравнение связи токов узлов и ветвей 
EYJCI ⋅+⋅= , 

где  I – матрица-столбец токов ветвей; 
11

â
1

â )MM(M −−− ⋅⋅⋅= tt ZZC  – матрица коэффициентов распреде-
ления; 

âZ  – матрица сопротивлений ветвей, диагональная; 

tMM,  – соответственно матрица соединений схемы замещения 
и транспонированная матрица соединений; 

J – столбцовая матрица нагрузок узлов; 
N)NN(N 1

â
−⋅⋅= tt ZY  – матрица собственных и взаимных про-

водимостей; 

tNN,  – соответственно матрица соединений в контурах и 
транспонированная матрица соединений в контурах; 

Е – матрица столбец свободных ЭДС ветвей. 
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Матрица математических ожиданий токов ветвей I  определяет-
ся по матрице математических ожиданий токов нагрузок узлов и мат-
рице математических ожиданий ЭДС ветвей 

EYJCEYJCI ⋅+⋅=⋅+⋅= M . 

Для вычисления матрицы дисперсий токов ветвей требуется уже 
гораздо больше исходной информации: 

,)(

)(

)()()()(

2

2

∑∑

∑∑

=
≠≠

≠
=
≠

η⋅σ⋅σ⋅⋅+η⋅σ⋅σ⋅⋅++

+η⋅σ⋅σ⋅⋅+=η⋅σ⋅σ⋅⋅+

+⋅+⋅=⋅+⋅=

pk
pk

kpEpJkipik
qp

pqEqEpiqipip

lk
klJlJkilikij

pk
pk

kpEpjkipik

YCYYEDY

CCJDCYC

EYDJCDEYJCDID

 

где  mi ...,,2,1=  – число ветвей схемы замещения; 
 nk ...,,2,1=  – число независимых узлов схемы замещения; 
 sp ...,,2,1=  – число свободных ЭДС в схеме замещения. 

Таким образом дисперсия токов ветвей зависит не только от 
обобщенных параметров схемы, дисперсий токов нагрузок )(JD  и 
дисперсий свободных ЭДС )(ED , но и от вероятностной взаимосвязи 
между режимами электропотребления в узлах (матрица коэффициен-
тов корреляции klη ), вероятностной взаимосвязи между изменения-

ми свободных ЭДС ветвей (матрица pqη ), вероятностной взаимосвя-

зи между режимами электропотребления в узлах нагрузки и измене-
нием свободных ЭДС ветвей (матрица kpη ). 

Если принять, что указанные совокупности случайных величин, 
входящих в систему случайных векторов, взаимнонезависимыми, то 
нахождение дисперсии упрощается 

)()()( 22 EDYJDCID ipik ⋅+⋅= . 

Для получения числовых интегральных характеристик напряже-
ний узлов рассмотрим связь между напряжениями узлов и активными 
параметрами схемы замещения EJ , . 

Основное узловое уравнение 
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EZMZJZU ⋅⋅⋅−⋅= −
Δ

1
â , 

где  y0 UUU −=Δ ; 

 0U  – напряжение базисного узла; 
 yU  – матрица-столбец напряжений узлов; 

11
â )MM( −− ⋅⋅= tZZ  – матрица квадратная, собственных и взаим-

ных сопротивлений схемы; 
HZMZ =⋅⋅ −1

ây  – матрица коэффициентов распределения на-
пряжений. 

Получаем матрицу напряжений узлов 

][00y EHJZUUUU ⋅+⋅−=−= Δ   –  

основное уравнение связи между активными параметрами схемы за-
мещения и напряжением узлов. 

Матрица математических ожиданий напряжений узлов вычисля-
ется по матрице математических ожиданий свободных ЭДС 

][M)(M 0yy EHJZUUU ⋅+⋅−== . 

Матрица дисперсий напряжений узлов 
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где 
kJU0

η , 
pEU0

η  – соответственно коэффициенты корреляции между 

случайной величины напряжения базисного узла и случайными вели-
чинами – нагрузкой k-го узла и свободной ЭДС р-ветви. 

Если известны числовые интегральные характеристики пара-
метров режима системы, то предполагая из физических соображений 
вид закона распределения исследуемого параметра можно, опреде-
лить расчетные его pX  с заданной вероятностью превышения. Для 

этого необходимо решить уравнение относительно pX , а именно 
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γ=∫
∞

p

)(
X

dxxp , 

где )(xp  – плотность распределения параметра х. 
Рассмотрим следующие случаи распределения параметра режи-

ма: 

– нормальный закон – xXX σγ−Φ+= − )1(1
p , 

где ∫
∞−

−

π
=Φ

x
t dtex 22

2

1
)(  – функция Лапласа; 

– экспоненциальный закон – [ ]1lnp −γ−σ+= xXX ; 

– равномерный закон – [ ])21(3p γ−σ+= xXX . 

Вероятность нахождения параметров в диапазоне ],[ 21 xx  опре-
деляются по формуле 

∫=≤≤
2

1

)()( 21

x

x

dxxpxxxp . 

По интегральным характеристикам нагрузок элементов сетей в 
них просто вычислить потери мощности и энергии. 

Математическое ожидание потерь активной мощности в элемен-
те сети трехфазного тока 

[ ] [ ])(33][
22 IDIMRRIMPM +⋅⋅=⋅⋅=Δ . 

Потери электроэнергии в элементе сети за время Т 

[ ] [ ])(33)(3
22

0

2 IDITRTIMRdttIRW
T

+⋅=⋅⋅=⋅=Δ ∫ . 

6.2. РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ 

ЗАДАЧА № 1  

Активная мощность потребителей электроэнергии узла нагрузки 
распределена равномерно в некотором диапазоне значений. Матема-
тическое ожидание и среднеквадратическое отклонение значение 
мощности соответственно 
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êÂò80)( =PM , êÂò3,43=σ p . 

Определить:  
1) Вероятность нахождения значений нагрузки в интервале 

êÂò4010 −  
40)(10 ≤≤ Pp . 

2) Значение нагрузки γP , вероятность превышения которого 

05,0=γ . 
3) Вероятность того, что нагрузка будет меньше 55 кВт. 
РЕШЕНИЕ: 

Определим диапазон изменения случайной величины нагрузки. 
При равномерном законе распределения вероятностей случайной ве-
личины ее математическое ожидание и среднеквадратическое откло-
нение выражаются через границы диапазона изменения 

êÂò80
2

][ minmax =
+

=
PP

PM ; 

êÂò3,43
32

minmax =
⋅
−

=σ
PP

p . 

Решая систему двух уравнений относительно maxP  и minP , полу-
чаем êÂò155max =P , êÂò5min =P . Плотность распределения значений 
нагрузки 

êÂò100666,0
150

1

5155

11
)(

minmax

==
−

=
−

=
PP

Pp . 

1) Вероятность нахождения значений нагрузки в интервале 
êÂò4010 −  

2,0)1040(00666,000666,0)(40)(10
40

10

40

10

=−⋅=⋅==≤≤ ∫∫ dPdPPpPp . 

2) Значение нагрузки γP , вероятность превышения которого 

05,0=γ  

05,0)(
155

=γ=∫
γP

dPPp ; 

05,0)155(00666,0 =−⋅ γP ; 
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êÂò5,147
00666,0

05,015500666,0
=

−⋅
=γP . 

3) Вероятность того, что нагрузка будет меньше 55 кВт 

333,0)555(00666,000666,0)55(5
55

5

=−⋅=⋅=≤≤ ∫ dPPp . 

ЗАДАЧА № 2 

Решить предыдущую задачу при условии, что активная мощ-
ность потребителей узла нагрузки распределена нормально с число-
выми характеристиками 

êÂò80)( =PM , êÂò3,43=σ p . 

РЕШЕНИЕ: 

Нормально распределенная плотность вероятности нагрузки 
описывается уравнением  

)(
2

1
)(

)2()( 22

+∞<<−∞
σπ

= σ−−
PePp ppmP

. 

1. Вероятность нахождения значений нагрузки в интервале 
êÂò4010 −  

∫∫
σ−−⋅

σ⋅π
==≤≤

40

10

2)(
40

10

22

2

1
)(40)(10 dPedPPpPp ppmP

p

. 

Пусть 
p

pmP
x

σ
−

= ;  dxdP p ⋅σ= ,  тогда 
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,
1040

2

1

2

1
40)(10

10

2

40

2

40

10

2

22

2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

σ
−

Φ−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

σ
−

Φ=

=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
π

=

=⋅σ⋅
σ⋅π

=≤≤

∫∫

∫

σ

−

∞−

−
σ

−

∞−

−

σ

−

σ

−

−

p

p

p

p

m

x

m

x

m

m
p

x

p

mm

dxedxe

dxPp

p

p

p

p

p

p

p

p

l

 

где ∫
∞−

−⋅
π

=Φ
x

z dzex 22

2

1
)(  – функция Лапласа; 

.1236,0)617,1()9238,0(

3,43

8010

3,43

8040
)4010(

=−Φ−−Φ=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ=≤≤ Pp
 

2. Значение нагрузки γP , вероятность превышения которой 

05,0=γ  определяется из выражения 

.
2

1
1

2

1
)(

2

2

2

2

2

)(

2

)(

∫

∫∫

γ

γγ

∞−

σ

−
−

∞
σ

−
−∞

⋅
σ⋅π

−=

=⋅
σ⋅π

==γ

P
mP

p

P

mP

pP

dPe

dPedPPp

p

p

p

p

 

Используя, как и ранее замену переменной, получим 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
Φ−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
Φ−∞Φ= γγ

3,43

80
1

3,43

80
)(5,0

PP
; 

95,0
3,43

80
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
Φ γP

. 

Находим обратную функцию Лапласа 'Φ  от величины 0,95 
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64,1)95,0( =Φ' , следовательно 

64,1
3,43

80
=

−γP
; êÂò151=γP . 

3. Вероятность того, что нагрузка будет меньше 55 кВт: 

.281,0)577,0(

3,43

805555
)()0,55(

55

=−Φ=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

σ
−

Φ==≤≤−∞ ∫
∞− p

pm
dPPpPp

 

 

ЗАДАЧА № 3 

Активная мощность потребителей электроэнергии узла нагрузки 
распределена экспоненциально со значениями числовых характери-
стик êÂò80)( =σ= pPM . 

Определить:  

1. Вероятность нахождения в интервале êÂò4010 − . 
2. Значение нагрузки γP , вероятность превышения которого 

05,0=γ . 
3. Вероятность того, что нагрузка будет меньше 55 кВт. 

РЕШЕНИЕ: 

Экспоненциальная функция распределения плотности вероятно-
сти активной мощности имеет вид 

)0()( ∞≤≤⋅α= α− PePp P . 
Для экспоненциального распределения α=σ= 1)( pPM , откуда 

êÂò10125,0801)(1 ===α PM . 
Следовательно 

PePp ⋅−⋅= 0125,00125,0)( . 
1. Вероятность нахождения нагрузки в интервале êÂò4010 −  

.274,0606,088,0

0125,0)()êÂò40êÂò10(

0125,0400125,010

40

10

0125,0
40

10

=−=−=

=⋅==≤≤

⋅−⋅−

−∫∫

ee

dPedPPpPp Ð
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2. Значение нагрузки γP , вероятность превышения которого 

05,0=γ  определяется из выражения 

.1

0125,0)(95,0

0125,00125,00

0

0125,0

0

γγ

γγ

⋅−⋅−

−

−=−=

=⋅== ∫∫
PP

P
Ð

P

eee

dPedPPp
 

γ⋅−=− P
e

0125,0
95,01 ;  êÂò6,239=γP . 

При êÂò3,43)( =σ= pPM     êÂò7,129=γP . 

3. Вероятность того, что нагрузка будет меньше 55 кВт 

.497,0503,01

0125,0)êÂò55êÂò0(

550125,00

55

0

0125,0

=−=−=

=⋅=≤≤

⋅−

−∫

ee

dPePp Ð

 

 

ЗАДАЧА № 4 

Промышленное предприятие получает электроэнергию по двум 
параллельно работающим КЛ длиной 5 км, с сечением алюминиевых 
жил ìì2403×  ( êìÎì132,00 =r ) с êÂ10í =U . За год потребляет 

÷êÂò1076 6 ⋅⋅  электроэнергии. 
По замерам в период максимума и минимума нагрузок получе-

ны практически максимально и минимально возможные их среднеча-
совые значения  

A460max =I ; A40min =I . 
Определить потери электроэнергии за год в КЛ, полагая, что 

значения нагрузки предприятия распределены по нормальному зако-
ну. 

Принять 1cos í =ϕ . 

РЕШЕНИЕ: 

Потери электроэнергии в элементе трехфазной сети переменно-
го тока вычисляются по формуле 

[ ]( ) [ ])]([3)()(3
22 IDITRIDIMTRW +⋅⋅=+⋅⋅=Δ . 
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Для нахождения потерь энергии за год необходимо знать сред-
негодовое значение тока и его дисперсию. 

Среднегодовое значение тока 

A250,4
211038760

1076

cos3cos3

6

íí

=
⋅⋅⋅⋅

⋅
=

⋅ϕ⋅⋅
=

⋅ϕ⋅
=

nUÒ

Ý

nU

T
I . 

При нормальном законе распределения случайной величины ве-
роятность нахождения ее значений в диапазоне 
( II III σ⋅+≤≤σ⋅− 33 ) равна 0,0027 (правило трех сигм). 

Поэтому для практических инженерных расчетов можно при-
нять, что 

III σ⋅+= 3max ;   III σ⋅−= 3min . 

Следовательно, À)(70
6

40460

6
minmax =

−
=

−
=σ

II
I . 

Потери электроэнергии в кабельных линиях за год 

( ) ÷êÂò106,234210704,25087605132,03 4322 ⋅⋅=⋅⋅+⋅⋅⋅⋅=Δ −W , 

что составляет 3,08 % от передаваемой энергии. 
Сравним полученный результат с результатом расчета по обще-

принятому методу – по времени потерь τ  

÷31648760
10000

4770
124,08760

10000
124,0

22

=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=τ íáT

. 

где  ÷4770
21103460

1076 6

max
íá =

⋅⋅⋅⋅
⋅

=
⋅

=
nP

Ý
T ; 

÷êÂò1008,2651031645132,046032 432 ⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅=Δ −W  или 3,5 % 
от передаваемой мощности. 

Метод, предусматривающий моделирование нагрузки случайной 
величиной, позволяет вычислить потери электроэнергии в схемах лю-
бых конфигураций, в т. ч. и сложнозамкнутых, по токовым числовым 
характеристикам нагрузок ветвей, которые рассчитываются с исполь-
зованием обобщенных параметров схем замещения. 

 

ЗАДАЧА № 5 

От шин низшего напряжения районной понизительной подстан-
ции получают электроэнергию четыре типа потребителей. Законы 
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распределения случайных величин их нагрузок нормальные со сле-
дующими параметрами: 

10)( 1 =PM ; 3
1
=σP ; МВт; 

15)( 2 =PM ; 8
2
=σP ; МВт; 

12)( 3 =PM ; 5
3
=σP ; МВт; 

20)( 4 =PM ; 10
4
=σP . МВт. 

Вероятностные взаимосвязи между режимами электропотребле-
ния характеризуются коэффициентами корреляции 

1

8,01

6,04,01

7,045,03,01

−
=ηij . 

Определить значение нагрузки на шинах подстанции, вероят-
ность превышения которой 05,0=γ , а также коэффициент одновре-
менности, соответствующий этой вероятности. 

РЕШЕНИЕ: 

Нагрузка на шинах подстанции равна сумме нагрузок отдельных 
потребителей. При сложении случайных величин с нормальными за-
конами распределения в результате также получается нормальный за-
кон. Определим числовые характеристики суммарной нагрузки  

ìÂò5720121510)()(
4

1

=+++==∑
=

Σ
i

iPMPM . 

ìÂò.9,41195,1062198)8,01056,01084,058

7,010345,0533,083(210583

2)()(

2222

4

1

=⋅+=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−
−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅++++=

=η⋅σ⋅σ⋅+= ∑∑
<=

Σ
ji

ijPP
i

i ji
PDPD

 

Среднеквадратическое отклонение 

ìÂò3,209,411)( ===σ ΣPDP . 

Значение нагрузки, вероятность превышения которой γ , вычис-
лим из уравнения относительно γP  в виде  
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( )

;
)(

1

2

1
1)(1)(

2

2

2

)(

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

σ
−

Φ−=

=
πσ

−=−==γ

γ

∞−

σ

−
−

∞−

∞

∫∫∫
γγ

γ

p

P PMP

p

P

P

PMP

dPedPPpdPPp p

 

)1()( 1 γ−Φσ+= −
Σγ pPMP ; 

ÌÂò5,903,2065,157)95,0(3,2057 1 =⋅+=Φ⋅+= −
γP . 

Коэффициенты одновременности по определению – отношение 
суммарной нагрузки с заданной вероятностью превышения к арифме-
тической сумме нагрузок отдельных потребителей с той же вероятно-
стью превышения 

.905,0
)1065,120()565,112()865,115()365,110(

5,90
1

0

=
⋅++⋅++⋅++⋅+

=

== ∑ γγγ

n

iPPK

 

 

ЗАДАЧА № 6 

Потребители пунктов П1-П3 получают электроэнергию от двух 
источников питания ИП1 и ИП2, напряжения на которых являются 
случайными величинами с числовыми характеристиками 

êÂ3,10)( 1 =UM , êÂ05,0
1
=σU , êÂ1,10)( 2 =UM , êÂ03,0

2
=σU . Веро-

ятностная взаимосвязь между режимами изменения напряжений на 
источниках характеризуется коэффициентом корреляции 6,0

21
=η UU . 

 

П1                  П2                 П3 

ИП1 ИП2 Л1                   Л2                 Л3                Л4 

 

Система случайных величин нагрузок потребителей имеет чи-
словые характеристики. 

200

150

100

í =J ;  

100

80

50

í =σ j ;  

1

8,01

6,03,01

21

−
=η jj . 
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Случайные величины нагрузок потребителей не зависят от слу-
чайных величин напряжений на ИП1 и ИП2. Сеть выполнена КЛ, ак-
тивные сопротивления участков линий Îì0,11 =R , Îì5,02 =R , 

Îì0,13 =R , Îì5,12 =R . 
Определить:  
1) расчетные максимальные нагрузки участков линий, вероят-

ность превышения которых 00135,0=γ ;  
2) математическое ожидание потерь мощности и энергии в сети 

за год. Законы распределения нагрузок линии принять нор-
мальными. 

РЕШЕНИЕ: 

Приведем расчетную схему замещения и вычислим числовые 
характеристики ЭДС контура 

 

ИП2 

ИП1 
R1 

R4 
R3 

R2 

E 

j1 

j2 

j3 
 

êÂ2,01,103,10)()( 21 =−=−= UMUME . 

.04,06,003,005,0203,005,0

2

22

22
)( 21212121

=⋅⋅⋅−+=

=η⋅σσ−σ+σ=σ=σ − UUUUUUUUE
 

Обобщенные параметры схемы: 
Матрица собственных и взаимных проводимостей схемы заме-

щения сети: 

25,025,025,025,0

25,025,025,025,0

25,025,025,025,0

25,025,025,025,0

)( 1
â

−−
−−

−−
−−

=⋅⋅⋅⋅= − NNZNNY tt ; 

Матрица коэффициентов распределения 
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625,0373,025,0

375,0375,025,0

375,0625,025,0

375,0625,075,0

)( 11
â

1
â −

−
=⋅⋅⋅⋅= −−−

tt MZMMZC ; 

Математические ожидания токов ветвей 

;A

3,151

7,43

7,193

7,293

0

0

0

2,0

25,025,025,025,0

25,025,025,025,0

25,025,025,025,0

25,025,025,025,0

200

150

100

625,0373,025,0

375,0375,025,0

375,0625,025,0

375,0625,075,0

í

−
=×

−−
−−

−−
−−

+

+×
−

−
==+⋅= YEJCI

 

Дисперсия токов ветвей 

;A

7349

3577

7347

7455

0

0

0

1600

25,025,0)25,0()25,0(

25,025,0)25,0()25,0(

)25,0()25,0(25,025,0

)25,0()25,0(25,025,0

8,010080625,0375,06,010050625,025,0

8,010080375,0375,06,010050375,025,0

8,010080375,0625,06,010050375,025,0

8,010080375,0625,06,010050375,075,0

3,08050375,025,0

3,08050375,025,0

3,08050625,025,0

3,08050625,075,0

2

100

80

50

625,0373,025,0

)375,0(375,025,0

375,0625,0)25,0(

375,0625,075,0

)(2)()(

2

2222

2222

2222

2222

2

2

2

222

222

222

222

22

=×

−−
−−

−−
−−

+

+

⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−
⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅+
⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅+
⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−

−⋅⋅⋅⋅
+⋅⋅⋅⋅
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=⋅+η⋅⋅⋅σ⋅σ+⋅= ∑
<

EDYCCIDCID ip
ik

klilikilikik
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Среднеквадратические отклонения токов ветвей 

A

7,85

8,59

7,85

3,86

=σI ; 

Расчетные максимальные токи ветвей, вероятность превышения 
которых 00135,0=γ  

0,402

4,220

4,444

6,544

7,85

8,59

7,85

3,86

3

3,151

7,43

7,193

7,293

)1(1

−
=

−
×+

−
=σ⋅γ−⋅Φ+= −

γ III ; 

Математическое ожидание потерь мощности в сети 

êÂò;501]5,1)73493,151(1)35777,43(

5,0)73477,193(1)74553,293[(3

)(3)(

22

22

4

1

22

=⋅++⋅++

+⋅++⋅+=

=⋅σ+=Δ ∑ iIii RIPM

 

Потери электроэнергии в сети за год 

÷êÂò107,43888760501)( 3 ⋅⋅=⋅=⋅Δ⋅=Δ TPMW . 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Таблица П1 
Балансирующие (базисные) узлы 

Варианты № схемы 
1 2 3 4 

1-6 2 3 4 1 
7, 8 3 4 1 5 

 
Таблица П2 

Задающие нагрузки в узлах iJ , А 

Варианты Нагрузка 

в узлах 1 2 3 4 5 6 7 8 

1 2 1 10 3 4 5 3 7 
2 4 3 5 2 10 1 6 8 
3 4 5 8 7 6 12 7 1 
4 6 3 4 9 8 7 12 4 
5 5 6 6 5 9 3 5 3 

Примечания:    1. Нагрузку в балансирующем узле исключить. 
2. Знак нагрузок принять в соответствии со схемой замещения. 

 
Таблица П3 

Сопротивления в ветвях 

âZ  1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

a 10 20 10 40 80 10 20 50 30 10 
b 20 40 10 20 40 10 10 20 40 40 
c 40 20 10 40 100 10 20 10 50 20 
d 40 40 20 20 40 10 10 50 30 30 
e 20 20 20 40 100 10 20 20 40 10 
f 10 40 20 20 40 10 10 10 50 20 
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Варианты схем 

1 
 
∼ 

1 

2 

3 

4 
а d 

c 
b 

 

2 
 

∼ 

1 

2 

3

4 
а d 

c b 

 
3 
 

∼ 

1 

2 

3 

4 

а 

d 

c 
b 

 

4 
 

1 

2 

3 4 

а 

d 

c 
b 

∼ 

 

5 
 

1 

2 

3 

4 

а d 

c 

b 

∼ 

l 

 

6 
 

1 

2 

3 

4 

а 

d 

c 

b 

∼ 

 
7 
 

1                             2                             3 

∼ 

а b 

c                 d              l               f 

4                        5 

8 
 

l 

1                            2                             3 

∼ 
а b 

c                 d 

4                            5 

 



 61

СОДЕРЖАНИЕ 

 Введение  …………………………………………………….. 3
1. Применение матричной алгебры 4
2. Аналитическое описание электрической сети с помощью 

первой и второй матриц соединений ветвей в узлах и неза-
висимые контуры  …………………………………………… 11

3. Уравнения состояния линейной электрической сети в мат-
ричной форме  ……………………………………………….. 19

4. Решение уравнений состояния энергетической сети пря-
мыми методами  ……………………………………………... 26

5. Расчет режимов электрической сети по узловым и контур-
ным уравнениям итерационными методами при задании 
нагрузок в токах  …………………………………………….. 34

6. Числовые характеристики случайных величин – парамет-
ров режимов электрических систем  ……………………….. 43

 Литература  …………………………………………………... 59
 Приложения  …………………………………………………. 60
 

 



 
 

 

 

 

 

 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

В ЭНЕРГЕТИКЕ 

Практикум  

для студентов специальности 1-43 01 02 

«Электроэнергетические системы и сети» 

 
 

 
 

 

 

 
Составители:  Алферова Тамара Викторовна 

                   Попова Ольга Михайловна 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Подписано к размещению в электронную библиотеку 
ГГТУ им. П. О. Сухого в качестве электронного 
учебно-методического документа 30.06.09. 

Рег. № 52Е. 
E-mail: ic@gstu.gomel.by 
http://www.gstu.gomel.by 

 


