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1. Метрические пространства 

 

 Все мы из жизненного опыта знаем, что в слова «расстояние 
между пунктами А и В» вкладывается разный смысл в зависимости от 
ситуации. Лётчик это расстояние скорее всего будет измерять вдоль 

прямой, автомобилист будет считать расстоянием длину пути из А в 

В вдоль шоссейных дорог (не обязательно прямолинейных), а турист 
проложит свой маршрут в соответствии с ландшафтом. 

В математике часто рассматриваются множества, между эле-
ментами которых определено расстояние (метрика). Существует мно-

го разных способов определить расстояние в разных множествах. На-
пример, можно измерять расстояние не только между точками на 
плоскости, но и между кривыми, множествами, функциями. 

Определение: Множество М называется метрическим про-

странством, если каждой паре его элементов x и y поставлено в со-

ответствие неотрицательное число ),( yxρ . 

 Число ),( yxρ  называется  метрикой или  расстоянием между 

элементами x и y и  удовлетворяет аксиомам: 

1) Аксиома тождества. Расстояние между элементами x  и y  

равно нулю тогда и только тогда, когда элементы x и y совпадают:   
yxyxρ =⇔= 0),( . 

2) Аксиома симметрии. Нам должно быть все равно, измерять ли 

расстояние от элемента x к элементу y или, наоборот, от y  к x . Рас-
стояние от этого не изменится: 

Myxxyρyxρ ∈∀= ,),(),( . 

3) Аксиома треугольника. Для произвольных элементов x , y  и z   

выполняется так называемое неравенство треугольника а именно  

Mzyxyzρzxρyxρ ∈∀+≤ ,,),(),(),(  

(для обычного расстояния между точками это хорошо известно из 
геометрии). 

 

Для проверки аксиом метрики полезны следующие неравенства: 
1) yxyx +≤+  – неравенство треугольника для модуля; 

2) nn xxxxxx +++≤+++ …… 2121 ; 
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dxxgdxxfdxxgxf 22  – неравенство Шварца. 

 

Таблица основных метрических пространств 

 

Обозначение 
пространства 

Элементы 

пространства 
Формулы 

для метрик 

n
2R  ( )nxxxx ,,, 21 …=  ( ) ( )∑

=
−=

n

k
kk yxyx

1

2
,ρ  

n
1R  ( )nxxxx ,,, 21 …=  ( ) ∑

=
−=

n

k
kk yxyx

1

,ρ  

n
∞R  ( )nxxxx ,,, 21 …=  ( ) kk

k
yxyx −= max,ρ  

∞
2R  

( ),,,,, 21 …… nxxxx = , 

∞<∑
∞

=1

2

k
kx  

( ) ( )∑
∞

=
−=

1

2
,

k
kk yxyxρ  

∞
1R  

( ),,,,, 21 …… nxxxx = , 

∞<∑
∞

=1k
kx  

( ) ∑
∞

=
−=

1

,
k

kk yxyxρ  

∞
∞R  

( ),,,,, 21 …… nxxxx = , 

Mxk ≤  для k∀  
( ) k

k

xyx sup, =ρ  
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[ ]ba,2C  
Функция ( )xf ,  

непрерывная на [ ]ba,  
( ) ( ) ( )( )∫ −=

b

a

dxxgxfgf
2

,ρ  

[ ]ba,1C  
Функция ( )xf ,  

непрерывная на [ ]ba,  
( ) ( ) ( )∫ −=

b

a

dxxgxfgf ,ρ  

[ ]ba,C  
Функция ( )xf ,  

непрерывная на [ ]ba,  
( )

[ ]
( ) ( )xgxfgf

ba
−=

,
max,ρ  

[ ]ban ,D  

Функция ( )xf , непре-
рывная на [ ]ba,  вместе 
со своими производ-

ными  

до n-го порядка 

( )
[ ]

( ) ( )xgxfgfρ kk

ba

)()(

,
max, −= ,

nk ,1=  

 

 

Решение типовых задач  

 

 Пример 1. Является ли метрикой на прямой ( R=M ) следую-

щая функция: |22|),( yxyx −=ρ ? 

Решение. 
 Так как ),( yxρ  определяется через модуль, следовательно, 

0),( ≥yxρ .  

 Проверим аксиомы метрики. 

 1) Покажем, что из того, что 0),( =yxρ  следует, что yx = :  

пусть 0),( =yxρ , тогда  
⇔=− 0|22| yx

 ⇔=− 022 yx
 .22 yxyx =⇔=  

И обратно, покажем, что если yx = , то 0),( =yxρ : 

пусть yx = , тогда 0|22|),(),( =−== xxxxyx ρρ .  

Аксиома тождества выполняется. 

 2) |yx xy
||

yx
| 2222),( −=−=ρ   ⇒  ),(),( xyyx ρρ = .   

Аксиома симметрии выполняется. 

3) Проверим выполнение аксиомы треугольника. Пусть z – любое 
число. Тогда |22||2222||22|),( zxyzzxyxyx −≤−+−=−=ρ  

),(),(|22| yzzxyz ρρ +=−+ . 

Аксиома выполняется.  

Ответ:  |22|),( yxyx −=ρ  – метрика. ▲ 
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Пример 2. Пусть R=M  и ||),( 44 yxyx −=ρ . Является ли 

),( yxρ  метрикой? 

Решение. 
 

Проверим выполнение аксиомы 1. 

Пусть 0),( =yxρ , т.е. 444444 00|| yxyxyx =⇔=−⇔=− . Но 

из этого равенства не следует, что yx = . Действительно, пусть 1=x , 

1−=y . Тогда 1144 ==x , 1)1( 44 =−=y  ⇒ 
44 yx = , но yx ≠ . Следова-

тельно, аксиома 1 не выполняется и ||),( 44 yxyx −=ρ  не является 

метрикой. 

Ответ: ||),( 44 yxyx −=ρ не является метрикой. ▲ 

 

Пример 3. Пусть R=M  и |)sin(|),( yxyx −=ρ . Является ли 

),( yxρ  метрикой? 

Решение. 
 

Проверим выполнение аксиомы 1. Пусть  
 

0),( =yxρ , т.е. Znnyxyx ∈=−⇒=− ,0|)sin(| π .  
 

Но из этого равенства не следует, что yx =   ( Znnyx ∈+= ,π ). Сле-
довательно, аксиома 1 не выполняется и |)sin(|),( yxyx −=ρ  не явля-

ется метрикой. 

Ответ: |)sin(|),( yxyx −=ρ не является метрикой. ▲ 

 

Пример 4.  Пусть R=M  и ||)4(),( 3322 yxyxyx −+=ρ . Явля-

ется ли ),( yxρ  метрикой? 

Решение. 
 

 1) Пусть 0),( =yxρ , т.е. 0||)4( 3322 =−+ yxyx  ⇔  

⇔ 
⎢
⎢
⎣

⎡

=−

=+

0

04

33

22

yx

yx
 ⇔ ⎢

⎣

⎡
=

==
yx

yx 0,0
 ⇔ yx = . 

И обратно, покажем, что если yx = , то 0),( =yxρ : 

пусть yx = , следовательно, 0||)4(),( 3322 =−+= xxxxyxρ . 

 Аксиома выполняется. 
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 2) ||)4(),( 3322 yxyxyx −+=ρ , ||)4(),( 3322 xyxyxy −+=ρ , 

при этом 

||)4(||)4( 33223322 xyxyyxyx −+≠−+  для R∈∀ yx, . 

 Аксиома симметрии не выполняется. Следовательно, функция 

не является метрикой. 

Ответ: ||)4(),( 3322 yxyxyx −+=ρ не является метрикой. ▲ 

 

 Пример 5. Найти расстояние между функциями ( ) 2xxf =  и 

( ) 34 −= xxg  в метриках пространств: 

  а) [ ]2,0C ;     б) [ ]2,01C ;    в) [ ]2,01
D . 

 

Решение. 
 

 а) В пространстве [ ]2,0C  метрика задается как 

( )
[ ]

( ) ( )
[ ]

.34maxmax, 2

2,02,0
+−=−= xxxgxfgfρ  

Построим график функции 

342 +−= xxу . Для этого сначала построим 

график параболы 342 +−= xxу . Парабола пе-
ресекает ось Ox  в точках 11 =x  и 32 =x , а ось 

Oy  в точке 3=y , вершина находится в точке с 
координатами )1,2( − , ветви направлены вверх. 

( )
[ ]

.334max, 2

2,0
=+−= xxgfρ  

 

 б) В пространстве [ ]2,01C  метрика задается как 

( ) ( ) ( ) =+−=−= ∫∫
2

0

2
2

0

34, dxxxdxxgxfgfρ
 

(учитывая, как раскрывается модуль) 

∫∫ =+−−+−=
2

1

2
1

0

2 )34()34( dxxxdxxx

 

.268
3

8
32

3

1
232

3
32

3

2

1

2
3

1

0

2
3

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−= xx

x
xx

x
 

1 

2 0 1 

3 

3 

y 

x 
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 в) В пространстве [ ]2,01
D  метрика  

задается как 
 

( )
[ ]

( ) ( )
[ ]

42maxmax,
2,02,0

−=′−′= xxgxfgfρ . 

 

Построим график функции 42 −= xу .  

Тогда 
( )

[ ]
.442max,

2,0
=−= xgfρ  

Ответ: а) ( ) 3, =gfρ ;  б) ( ) 2, =gfρ ; в) ( ) 4, =gfρ . ▲ 

 

ЗАДАНИЯ 

 1. Являются ли метриками на прямой ( R=M ) следующие 
функции: 

1) 33),( yxyx −=ρ . 

2) 22),( yxyx −=ρ . 

3) )cos(),( yxyx −=ρ . 

4) yxyxyx −+= )2(),( 22ρ . 

5) yx eeyx −=),(ρ . 

6) )(sin),( 2 yxyx −=ρ . 

7) ||),( yxyx −=ρ . 

8) 3 22 ||),( yxyx −=ρ . 

 

2. Найти расстояние между функциями ( ) 2xxf =  и ( ) 23 −= xxg  в 

метриках пространств: 

     а) [ ]3,1C ;  б) [ ]3,11C ;    в) [ ]3,11
D . 

 

3. Найти расстояние между функциями ( ) 21 xxf −=  и 

( ) 42 −= xxg  в метриках пространств: 

  а) [ ]4,0C ;     б) [ ]4,01C ;    в) [ ]4,01
D . 

 

4. Найти расстояние между функциями ( ) 22 += xxf  и 

 ( ) xxg 32 −=  в метриках пространств: 

а) [ ]2,1−C ;  б) [ ]2,11 −C ;    в) [ ]2,11 −D . 

-4

2 0 

4 

y 

x
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2. Линейное пространство. 

Базис линейного пространства 

 

Линейным пространством V над полем действительных или 

комплексных чисел ( )CR∈λ  называется непустое множество, любой 

паре элементов которого f  и q  при помощи операций сложения и 

умножения на числе λ  ставятся в соответствие единственные элемен-

ты Vqf ∈+  и Vf ∈λ  со свойствами: 

V1: fggf +=+          (коммутативность) 

V2: ( ) ( ) hgfhgf ++=++      (ассоциативность) 

V3: ff =+ 0           (существование элемента 0) 

V4: ( ) 0=−+ ff          (существование элемента f− ) 

V5: ( ) ( ) ff λμμλ =          (ассоциативность) 

V6: ( ) gfgf λλλ +=++         (дистрибутивность) 

V7: ( ) fff μλμλ +=+         (дистрибутивность) 

V8: ff =⋅1  

Элементы линейного пространства V  называются векторами. 

Часто линейное пространство V называют векторным пространст-

вом.  

Линейно независимой называется система векторов { }kf , 

nk ,1= , если их линейная комбинация обращается в 0 только при ну-

левых коэффициентах: 

00 212211 ====⇒=+++ nnn fff λλλλλλ …… . 

В противном случае система называется линейно зависимой.  

 

Базисом линейного пространства V размерности nV =dim  на-
зывается любая совокупность n линейно независимых векторов. 

 

Координатами вектора g  в базисе { }nfff ,,, 21 …  называются 

координаты kλ , nk ,1=  разложения вектора g  по базису { }kf : 

nn fffg λλλ +++= …2211 . 

 

ЗАДАНИЯ 

 

1. Является ли линейным пространство: а) пустое множество ∅ ; 

б) множество, состоящее из одного нулевого элемента. 
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2. Существует ли линейное пространство, состоящее только из 
двух элементов? 

 

3. Являются ли линейными пространствами над полем R множе-
ства: а) рациональных чисел;  б) иррациональных чисел? 

 

4. Является ли линейным пространством множество квадратных 

матриц порядка n? 
 

5. Установить, являются ли линейными подпространствами за-
данные множества векторов в n мерном векторном пространстве V, и 

если являются, то найти их размерность: 

а) множество векторов, все координаты которых равны между 

собой; 

б) множество векторов, первая координата которых равна 0; 

в) множество векторов, сумма координат которых равна 0; 

г) множество векторов плоскости, параллельных между собой. 
 

6. Найти размерность и базис линейной оболочки заданной сис-
темы столбцов: 

а) 
1

1
1 −
=c , 

6

1
2

−
=c , 

1

1
3

−
=c ; 

б) 

0

2

3

1

−
=c , 

15

6

3

2

−

−
=c , 

15

4

0

3 −=c . 

 

7. Найти размерность и базис линейной оболочки системы мно-

гочленов:    ( ) ( )31 1 ttP += ; ( ) 3
2 ttP = ; ( ) 13 =tP ; ( ) 2

4 tttP += . 
 

8. Показать, что многочлены ( ) ( ){ }52
2,,2,2,1 −−− ttt …  образу-

ют базис в пространстве многочленов степени не выше 5 и найти ко-

ординаты заданных многочленов в этом базисе: 
а) ( ) 5224 ttttg −+−= ; 

б) ( ) 432 4323 ttttg +−+= ; 

в) ( ) 542 227 tttttg +−+= ; 

г) ( ) 42 324 tttg +−= ; 

д) ( ) 53 25 ttttg −+= . 
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3. Нормированные линейные пространства. 

Евклидовы  пространства. Ортогональные системы векторов 

 

Нормой элемента f линейного пространства V называется дейст-
вительное число f , удовлетворяющее следующим условиям: 

1) 00 =⇔= ff ; 

2) ff ⋅= λλ  для )(CR∈∀λ ; 

3)  gfgf +≤+  для Vgf ∈∀ , . 

 

Нормированным линейным пространством называется линей-

ное пространство с введенной в ней нормой • . 

Всякое нормированное пространство является метрическим. 

Метрика вводится по формуле 
( ) gfgf −=,ρ . 

 

Таблица основных нормированных пространств 
 

Обозначение 
пространства 

Элементы 

пространств 

Формулы 

для норм 

n
2R  ( )nxxxx ,,, 21 …=  ∑

=
=

n

k
kxx

1

2
 

n
1R  ( )nxxxx ,,, 21 …=  ∑

=
=

n

k
kxx

1

 

n
∞R  ( )nxxxx ,,, 21 …=  k

k
xx max=  

∞
2R  

( ),,,,, 21 …… nxxxx = , 

∞<∑
∞

=1

2

k
kx  ∑

∞

=
=

1

2

k
kxx  

∞
1R  

( ),,,,, 21 …… nxxxx = , 

∞<∑
∞

=1k
kx  

∑
∞

=
=

1k
kxx  

∞
∞R  

( ),,,,, 21 …… nxxxx = , 

Mxk ≤   
k

k

xx sup=  
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[ ]ba,2C  
непрерывная 

на [ ]ba,  функции 
( )∫=

b

a

dxxfx 2  

[ ]ba,1C  
непрерывная 

на [ ]ba,  функции 
( )∫=

b

a

dxxfx  

[ ]ba,C  
непрерывная 

на [ ]ba,  функции [ ]
( )xfx

ba,
max= , [ ]bax ,∈  

[ ]ban ,D  

непрерывная вместе 
со своими производ-

ными до n-го порядка 
функция 

[ ]
( )xfx k

ba

)(

,
max= , 

nk ,1=  

 

 

Пусть V – действительное линейное пространство. Скалярным 

произведением называется функционал, удовлетворяющий следую-

щим свойствам: 

1. Vx∈∀   0),( ≥xx , причем 00),( =⇔= xxx ; 

2. ),(),(),( zyzxzyx +=+ ; 

3. ),(),( xyyx = ; 

4. ),(),( yxyx λλ = ,        Vzyx ∈∀ ,,  и R∈λ . 
 

Линейное пространство V, наделенное скалярным произведени-

ем называется евклидовым пространством. 
 

Всякое евклидово пространство является нормированным с 
нормой: ),( xxx = . Например: 

1) Для точек пространства nR   ),...,,( 21 nxxxx =  и 

),...,,( 21 nyyyy =  скалярное произведение можно определить как 

+⋅= 11),( yxyx  nn yxyx ⋅++⋅+ ...22 . 

2) Для функций, непрерывных на ],[ ba , скалярное произведение 
вводится по формуле 

∫ ⋅=
b

a

dxxgxfgf )()(),( . 

 

Два элемента х и у евклидова пространства Е называются орто-

гональными, если их скалярное произведение равно 0. 
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Система ненулевых векторов { } Exxxs n ∈= ,...,, 21  называется 

ортонормированной, если  

1) все векторы системы взаимно ортогональны друг другу, т.е. 
0),( =ji xx , ji ≠ . 

2) нормы их равны 1, т.е. 1=kx , nk ,...,1= . 

 

Решение типовых задач  

 

Пример 1.   В пространстве многочленов степени не выше 2 со 

скалярным произведением ∫
−

=
1

1

)()(),( dttqtpqp  проверить, образует ли 

ортогональный базис система многочленов 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

3

1
;2;1 2tt . Найти нор-

му tg 22 = . 

Решение. 

 Пусть 
3

1
,2,1 2

321 −=== tgtgg .  

.0)1(121),( 21
2

1

1

2
1

1

21 ggtdttgg ⊥⇒=−−==⋅=
−

−
∫  

.0
333

1
1),( 31

1

1

3
2

1

1

31 gg
tt

dttgg ⊥⇒=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=

−−
∫  

.0
34

2

3

1
2),( 32

1

1

241

1

2
32 gg

tt
dtttgg ⊥⇒=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=

−−
∫  

.
3

8
),(

3

8

3

4
)2(),( 222

1

1

31

1

2
22 ==⇒=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==

−−
∫ ggg

t
dttgg  

 

Ответ: система многочленов является ортогональной и 

3

8
2 =g . ▲ 
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Пример 2.  Исходя из системы векторов арифметического про-

странства, с заданным скалярным произведением, с помощью процес-
са ортогонализации построить ортонормированный базис 

)1,0,1(=a ,  )0,1,2(=b ,  )1,1,0(=c , 

33212122112),( yxxyyxyxyxyx +−−+= . 

 

Решение. 
 1) Проверим, является ли система векторов },,{ cba  линейно-

независимой. Для этого рассмотрим равенство 0321 =++ cba ααα . 

Так как  03

101

110

021

≠= , все 0321 === ααα , следовательно, система 

векторов линейно независима и образует базис. 
 2) Составим ортогональную систему векторов },,{ 321 fff  сле-
дующим образом. 

 Пусть af =1 , 12 fbf ⋅+= λ , где 
),(

),(

11

1

ff

fb
−=λ . 

310110201122),( 1 =⋅+⋅−⋅−⋅+⋅⋅=fb , 

30121100112),( 11 =⋅⋅−⋅+⋅+⋅⋅=ff , 

1
3

3
−=−=λ .  

Тогда )1,1,1()1,0,1()0,1,2()1,0,1()1()0,1,2(2 −=−−+=⋅−+=f . 

Проверка ортогональности векторов 1f  и 2f : 

2121 01110112),( ffff ⊥⇒=−−⋅+⋅⋅= , 

22113 ffcf ⋅+⋅+= λλ ,   где  
),(

),(

11

1
1

ff

fc
−=λ , 

),(

),(

22

2
2

ff

fc
−=λ , 

011001101102),( 1 =⋅−⋅−⋅+⋅+⋅⋅=fc , 

0
3

0
1 =−=λ , 

111101)1(11102),( 2 −=⋅−⋅−⋅−+⋅+⋅⋅=fc , 

21111)1()1(11112),( 22 =⋅−⋅−−⋅−+⋅+⋅⋅=ff , 

2

1

2

1
2 =

−
−=λ , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=−+⋅+=

2

1
,

2

3
,

2

1

2

1
,

2

1
,

2

1
)1,1,0()1,1,1(

2

1
)1,0,1(0)1,1,0(3f . 
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 Проверка на ортогональность: 

3232 00
2

3

2

1
0

2

1
2),( ffff ⊥⇒=−−++⋅= , 

3131 0
2

1

2

3

2

1

2

3
1

2

1
12),( ffff ⊥⇒=−−−⋅+⋅⋅= . 

 

Итак, получили систему ортогональных векторов. Пронормируем по-

лученные векторы: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⋅=⋅=

3

1
,0,

3

1
)1,0,1(

3

1

),(

1
1

11

1 f
ff

e , 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−⋅=⋅=

2

1
,

2

1
,

2

1
)1,1,1(

2

1

),(

1
2

22

2 f
ff

e , 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=⋅=

6

1
,

6

3
,

6

1

2

1
,

2

3
,

2

1

4/6

1

),(

1
3

33

3 f
ff

e . 

 

Искомая ортонормированная система векторов: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3

1
,0,

3

1
1e ;  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2

1
,

2

1
,

2

1
2e ;  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

6

1
,

6

3
,

6

1
3e . ▲ 

 

 Замечание: В случае, когда исходная система векторов задана в 

ортонормированном базисе, скалярное произведение вычисляется 

следующим образом: 

332211),( yxyxyxyx ++= . 

 

 Пример 3. В пространстве многочленов степени не выше 2 со 

скалярным произведением ∫
−

=
1

1

)()(),( dttqtpqp  построить ортогональ-

ный базис, применив процесс ортогонализации к системе многочле-
нов }1;32;1{ 2 +− tt . 

Решение. 
 

 Пусть 11 =g , 322 −= tg , 12
3 += tg .  Положим 

11 =f ; 122 fgf ⋅+= λ , где 
),(

),(

11

12

ff

fg
−=λ . 

2)1(111),(
1

1

1

1

11 =−−==⋅⋅=
−

−
∫ tdtff . 
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6))1(3)1((131)3(1)32(),( 22
1

1

2
1

1

12 −=−⋅−−−⋅−=−=⋅−=
−

−
∫ ttdttfg . 

3
2

6
=

−
−=λ ;  ttf 23322 =+−= . 

21

2

1

1

21

1

21 0)1(1
2

221),( ff
t

dttff ⊥⇒=−−=⋅=⋅=
−−

∫ . 

 

221133 ffgf ⋅+⋅+= λλ ,   где 
),(

),(

11

13
1

ff

fg
−=λ , 

),(

),(

22

23
2

ff

fg
−=λ . 

 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⋅+=

−−
∫ 1

3

)1(
1

3

1

3
1)1(),(

3
1

1

31

1

2

13 t
t

dttfg  

 

3

8
1

3

1
1

3

1
=+++= . 

 

0
2

2

4

2
)22(2)1(),(

1

1

241

1

3
1

1

2

23 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+=⋅+=

−−−
∫∫

tt
dtttdtttfg . 

 

3

8
))1(1(

3

4

3

4
22),( 33

1

1

31

1

22 =−−==⋅=
−−

∫
t

dtttff . 

Тогда  

3

4

2

3

8

1 −=−=λ ;   0

3

8

0
2 =−=λ  

3

1

3

4
1201

3

4
1 222

3 −=−+=⋅+⋅−+= ttttf . 

Проверка на ортогональность: 

0))11(11(
3

1

3

1

33

1
1),(

1

1

31

1

2

31 =+−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=

−−
∫ t

t
dttff . 

0
34

2
3

2
3

1
2),(

1

1

241

1

3
1

1

2

32 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=

−−−
∫∫

tt
dt

t
tdtttff . 

Искомая ортогональная система: 11 =f ,  tf 22 = ,  
3

12

3 −= tf . 
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Ответ: 11 =f ,  tf 22 = ,  
3

12

3 −= tf . ▲ 

 

ЗАДАНИЯ 
 

 1. Проверить, образует ли система векторов ортогональный ба-
зис, если 332211),( yxyxyxyx ++= . Найти нормы векторов. 
 

a) )1,1,1( −=a ,  )5,0,4(−=b ,  )4,1,3( −−=c , 

b) )2,1,1(=a ,  )2,0,1(−=b ,  ).4,1,0( −−=c  
 

 2. В пространстве многочленов степени не выше 2 со скалярным 

произведением ∫
−

=
1

1

)()(),( dttqtpqp  проверить, образует ли ортого-

нальный базис система многочленов { }26;;1 2 −tt . Найти норму 

26 2
3 −= tg . Найти нормы векторов. 

  

 3. Система векторов задана в ортонормированном базисе евкли-

дова пространства своими координатами.  При помощи процесса ор-

тогонализации построить ортонормированный базис. 
 

a) )1,1,1( −=a , )5,0,4(−=b , )0,2,8(−=c . 

b) )2,1,3( −−=a , )1,0,4( −=b , )0,1,5(=c . 

c) )1,0,1( −=a , )0,1,3(=b ,  )2,1,4(=c . 
 

4. Исходя из системы векторов арифметического пространства, с 
заданным скалярным произведением, с помощью процесса ортогона-
лизации построить ортонормированный базис. 

 

a) )1,1,2(=a , )2,1,0( −=b , )3,1,1(−=c , 

22122111 522),( yxyxyxyxyx +−−⋅= . 

b) )1,3,1( −=a , )2,0,1(=b ,  )1,2,1(−=c , 

22122111 4224),( yxyxyxyxyx +−−⋅⋅= . 
 

 5. В пространстве многочленов степени не выше 2 со скалярным 

произведением ∫
−

=
1

1

)()(),( dttqtpqp  построить ортогональный базис, 

применив процесс  ортогонализации к системе многочленов: 

a) { }22,2,1 tt + . 
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b) { }1,12,1 2 ++ tt . 

c) { }12,32,1 2 −+ tt . 

d) { }2,13,1 2 +− tt . 

 

4. Линейные операторы 

 

Определение: Пусть V и W два линейных пространства. Тогда 
всякое отображение А, сопоставляющее каждому элементу Vf ∈  

единственный элемент WAfg ∈= , называется оператором, дейст-
вующим из V в W. 

Оператор А называется линейным, если 
 

1. AyAxyxA +=+ )(  для любых Vyx ∈,  

2. AxxA λλ =)(  для любых Vx∈ , R∈λ . 
 

Пусть E – комплексное векторное пространство. 

Определение: Комплексное число λ  называется собственным 

значением оператора А, если существует ненулевой элемент Eu∈ , 

такой, что 
 

uAu λ= .      (1) 
 

Всякий вектор u , удовлетворяющий соотношению (1) называет-
ся собственным вектором оператора А, соответствующим собствен-

ному значению λ . 

В конечномерных пространствах всякий линейный оператор за-
дается матрицей. При этом уравнение (1) эквивалентно системе ли-

нейных уравнений 
 

0)( =− uIA λ ,       (2) 
 

где I – единичная матрица. 
Для того, чтобы система (2) имела ненулевые решения, она 

должна быть вырожденной, а значит, 
 

0)det( =− IA λ .       (3) 
 

Уравнение (3) называется характеристическим уравнением и  

имеет n  корней. 
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Каждому собственному вектору соответствует единственное 
собственное значение, но существует бесконечное множество векто-

ров для заданного собственного значения. 

 

Решение типовых задач  
 

Пример 1. Найти собственные значения и собственные векторы 

линейного оператора, заданного в некотором базисе матрицей А: 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

602

020

206

A . 

 

Решение. 
Найдем собственные значения линейного оператора. Характери-

стическое уравнение 0)det( =− IA λ  имеет вид 

 

λ
λ

λ

−
−−

−

602

020

206

  или  0)3212)(2( 2 =+−+ λλλ . 

 

Корнями этого уравнения являются 81 =λ , 42 =λ , 23 −=λ . Обозна-
чим через ),,( 321 ααα  координаты собственного вектора 1u  с собст-
венным значением  81 =λ . Тогда из системы (2) 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

0

0

0

8602

0820

2086

3

2

1

α
α
α

 или 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−

=+−

.022

,010

,022

31

2

31

αα
α

αα
 

 

Решив эту систему, получим c== 31 αα , R∈c , 02 =α . Таким 

образом, собственный вектор ),0,(1 ccu = , R∈∀c , 0≠c . 

Аналогично находим собственные векторы ),0,(2 ttu −= , R∈∀t , 

0≠t  и )0,,0(3 lu = , R∈∀l  матрицы А с собственными значениями 

42 =λ  и 23 −=λ . 

Ответ:   Множество  собственных   векторов:  

),0,(1 ccu = , ),0,(2 ttu −= , )0,,0(3 lu = , R∈∀ ltc ,, . ▲ 
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Пример 2.  Найти собственные значения и собственные векторы 

линейного оператора, заданного в некотором базисе матрицей А: 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−=
311

134

002

A . 

 

Решение. 
Характеристическое уравнение имеет вид: 

 

λ
λ

λ

−−−
−−

−

311

134

002

  или  0)86)(2( 2 =+−− λλλ . 

 

Корнями этого уравнения являются 22,1 =λ  кратности 2=m  и 

43 =λ . 

Найдем собственный вектор ),,( 3211 ααα=u  с собственным зна-
чением 22,1 =λ . Система (2) примет вид: 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

0

0

0

111

114

000

3

2

1

α
α
α

 или 
⎩
⎨
⎧

=+−−
=−+

.0

,04

321

321

ααα
ααα

 

 

 Решив эту систему, получим 01 =α , c== 32 αα , R∈c . Тогда 
собственный вектор ),,0(1 ccu = , R∈∀c , 0≠c . 

 При 43 =λ  система (2) примет вид 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−−
=−−−

=−

.0

04

02

321

321

1

ααα
ααα

α
 

 

Откуда находим, что 01 =α , k=2α , k−=3α , R∈k  и собствен-

ный вектор  ),,0(2 kku −=  R∈∀k . 

 

Ответ:   Множество  собственных   векторов:  

),,0(1 ccu = , ),,0(2 kku −= ,  R∈∀ kc, . ▲ 
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ЗАДАНИЯ 
 

 1. Найти собственные значения и собственные векторы линей-

ного оператора, заданного матрицей А: 
 

а)   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

111

021

012

A .    б)     

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

210

120

113

A . 

в)   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−−

=
410

140

115

A .     г)     
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
201

111

102

A . 

   

 

5. Ортогональные полиномы 

 

I. Тригонометрическая система 
 

 Рассмотрим гильбертово пространство ]ππ,[2 −L , т.е. простран-

ство функций с интегрируемым квадратом. Тригонометрическая сис-
тема функций 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

, ...
x

,
x

, 
x

, 
x

, 
π
2sin

π
2cos

π
sin

π
cos

π2

1

 
 

образует полную ортонормированную систему, т.е. ортонормирован-

ный базис, в пространстве функций ]ππ,[2 −L . Соответствующий ряд 

Фурье имеет вид: 

∑
∞

=
++

1

0 sincos
2 n

nn nxbnxa
a

, 

где 

( ) ( ) ( )∫∫∫
π

π−

π

π−

π

π−
dxnxxf

π
=b,dxnxxf

π
=a,dxxf

π
=a nn sin

1
cos

11
0

 

 

и сходится по норме пространства ]ππ,[2 −L  к функции ( )xf . 
 

II. Системы многочленов 
 Рассмотрим совокупность одночленов { },...,...,,,1 2 nxxx , опреде-
ляющую систему всех многочленов. Эта система линейно независима 
и полная на отрезке [ ]1;1− . Однако, она не ортонормированная, а зна-
чит, не образует ортонормированный базис. 
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 Систему многочленов можно ортонормировать по отношению к 

скалярному произведению пространства ),(2 baL  с весовой функцией 

( )xw :  

( ) ( ) ( )∫=
b

a

dxxwxgxfgf )(, . 

 

Тогда условие ортонормированности многочленов { }
nϕ  в пространст-

ве ),(2 baL  имеет вид: 

( ) ( ) ( )
nm

b

a
mn dxxwxx δϕϕ =∫ .     

 Выбирая соответствующую весовую функцию ( )xw   и проводя 

процедуру ортогонализации системы одночленов { },...,,1 2xx , мы при-

ходим к следующим системам многочленов:   
 

Многочлены Весовая 

функция 

( )xw  

Пространство 

функций 

),(2 baL  

 

Многочлены 

низших степеней 

 

Лежандра  
( )xPn  

 

1 

 

]1,1[2 −L  

 

( ) ( )

( )

( )

( ) ...,
8

3

4

15

8

35

,
2

3

2

5

,
2

1

2

3

,,1

24
4

3
3

2
2

10

+−=

−=

−=

==

xxxP

xxxP

xxP

xxPxP

 

Чебышева ( )xTn  

( ) ( )

( ) ( )⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

π
=

π
=

xTxT

xT
xT

nn

2

,

*

0*
0
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1

x−
 

 

]1,1[2 −L  
( ) ( )
( )
( )
( ) ...,184

,34

,12

,,1

24
4

3
3

2
2

10

+−=

−=

−=

==

xxxT

xxxT

xxT

xxTxT

 

 

Эрмита 
( )xHn  

 

 
2

xe−  

 

( )+∞∞− ,2L  
( ) ( )
( )
( )
( ) ...,124816

,128

,24

,2,1

24
4

3
3

2
2

10

+−=

−=

−=

==

xxxH

xxxH

xxH

xxHxH

 

Лагерра 
( )xLn  

 

 
xe−  

 

[ )∞,02L  

( ) ( )

( )

( )

( ) ...,
24

1
341

,
6

1

2

3
31

,
2

1
21

,1,1

43
4

32
3

2
2

10

xxxxL

xxxxL

xxxL

xxLxL

++−=

−+−=

+−=

−==
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   Пусть { })(xnϕ  – некоторая ортонормированная система много-

членов в пространстве ),(2 baL . Тогда  ряд Фурье для функции )(xf  

имеет вид 

∑ ϕ=
∞

=0

)(
n

nnaxf , 

 

где числа na  называются коэффициентами Фурье в пространст-
ве ),(2 baL   и вычисляются по формуле: 

Многочлены Основные формулы 

 

Лежандра 
( )xPn  

Формула Родрига: ( ) ( ) ⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ −=

n

n

n

nn x
dx

d

n
xP 1

2!

1 2
;    

( )∑ρ=
ρ−ρ+

∞

=0
2 21

1

n
n

n xP
x

 -  производящая функция. 

 

Чебышева 
( )xTn  

 

( ) ( );arccoscos xnxTn =     ( ) ( ) ( );2 11 xTxxTxT nnn −+ −=  
 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≥
ππ

= 1  ,
2

;, 0**
0 nxT

xT
xTxT nn

 - ортонормиро-

ванная система  многочленов Чебышева первого рода. 

 

Эрмита 
( )xHn  

 

( ) ( ) ;1
2!

1 22

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−

π⋅
= −x

n

n
xn

nn e
dx

d
e

n
xH  

( ) ( ) ( )22

1* x

n

n
xn

n e
dx

d
exH −−= ; 

( )
∑=
∞

=

−

0

*
2

!

2

n

nntxt t
n

xH
e -  производящая функция. 

 

Лагерра 
( )xLn  

 

( ) ( ) ( )xn

n

n
x

n

n ex
dx

d
e

n
xL −−
=

!

1
; 

;0)()()12()()1( 11 =+−−++ −+ xnLxLnxxLn nnn

 

( )∑
∞

=

−
⋅=

− 0

1

1 n

n
n

t

xt

txL
t

e
 -  производящая функция. 
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( ) ∫ ϕ=ϕ=
b

a
nnn dxxwxxfxfa .)()()(),(  

 

Многочлены 

Весовая 

функция 
( )xw  

Простран-

ство ),(2 baL

Ряд Фурье для функции 

)(xf  и его коэффициенты 

в ),(2 baL  

Лежандра 
( )xPn  

 

1 

 

]1,1[2 −L  
( ) ( )∑=

∞

=0n
nn xPaxf ,     

( ) ( )∫
+

=
−

1

1

.
2

12
dxxPxf

n
a nn  

Чебышева 
( )xTn  

 

21

1

x−
 

 

]1,1[2 −L  
( )∑=

∞

0

*)( xTaxf nn ,    

( ) ( ) .
1

1

1
2

*∫
−

=
− x

dx
xTxfa nn  

Эрмита 
( )xHn  

 

 
2

xe−  

 

( )+∞∞− ,2L  
( ) ( )∑=

∞

=0n
nn xHaxf ,     

( ) ( ) .
2

∫=
+∞

∞−

− dtetHtfa t
nn  

Лагерра 
( )xLn  

 

 
xe−  

 

[ )∞,02L  
( ) ( )∑=

∞

=0n
nn xLaxf ,    

( ) ( ) .
0

∫=
+∞

− dtetLtfa t
nn

 

 

ЗАДАНИЯ 
 

1. Разложить в пространстве [ ]ππ− ,2L  функцию π+= xy   в три-

гонометрический ряд Фурье. 
2. Разложить в пространстве [ ]ππ− ,2L  функцию xy −= 2   в три-

гонометрический ряд Фурье. 
3. Получить несколько первых многочленов Лежандра, используя 

формулу Родрига. 
4. Найти несколько первых членов ряда Фурье относительно сис-

темы многочленов Лежандра для функции ||)( xxf =  на ]1,1[− . 
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5. Найти  шесть первых многочленов Чебышева, используя ре-
куррентную формулу ( ) ( ) ( )xTxxTxT nnn 11 2 −+ −= , где 
( ) [ ]xnxTn arccoscos= . 

6. Доказать ортогональность многочленов Чебышева ( )xT2  и 

( )xT3 . 

7. Для функции ( )
⎩
⎨
⎧

<<
<<−

=
10,1

,01,0

x

x
xf   найти несколько первых 

членов ряда Фурье относительно системы многочленов Чебышева. 

8. Для функции ( )
⎩
⎨
⎧

<<
<<−−

=
10,

,01,1

xx

x
xf   найти несколько первых 

членов ряда Фурье относительно системы многочленов Чебышева. 
9. Получить четыре первых многочлена Эрмита, используя фор-

мулу Родрига для многочленов Эрмита. 
10. Найти несколько первых членов ряда Фурье относительно сис-

темы многочленов Эрмита для функции  
25)( xexf −=  при  .Rx∈  

11. Получить четыре первых многочлена Лагерра, используя фор-

мулу Родрига для многочленов Лагерра. 
12. Получить четыре первых многочлена Лагерра, используя про-

изводящую функцию многочленов Лагерра. 
13. Найти несколько первых членов ряда Фурье относительно сис-

темы многочленов Эрмита для функции xexf 7)( −=  при  0>x . 

 

6.  Интеграл Фурье. Преобразование Фурье 
 

Если )(xf  – абсолютно интегрируемая на всей числовой оси 

функция, т.е. функция, удовлетворяющая условию 

+∞<∫
+∞

∞−

dxxf |)(| , 

то ее интеграл Фурье имеет вид 
 

∫
+∞

+
0

]sin)(cos)([ λλλλλ dxbxa ,                        (1) 
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где введены обозначения  

∫
+∞

∞−

= tdttfa λ
π

λ cos)(
1

)( ,   ∫
+∞

∞−

= tdttfb λ
π

λ sin)(
1

)( .   (2) 

 

Интеграл Фурье (1) равен )(xf  в каждой точке непрерывности функ-

ции )(xf . 

В случае, когда функция )(xf  четная, коэффициенты (2) имеют 
вид 

0)(,cos)(
2

)(
0

== ∫
+∞

λλ
π

λ btdttfa .    (3) 

 

В случае нечетной функции )(xf : 
 

.sin)(
2

)(,0)(
0

∫
+∞

== tdttfba λ
π

λλ     (4) 

 

Преобразованием Фурье функции )(xf  будем называть функ-

цию )]([)( xfFg =λ , определенную формулой 
 

∫
+∞

∞−

−== dxexfxfFg xiλλ )()]([)( .         (5) 

Обратное преобразование Фурье имеет вид: 
 

∫
+∞

∞−

= λλ
π

λ degxf xi)(
2

1
)( .  

 

В зависимости от того, является ли )(xf  четной или нечетной, ее 
преобразование Фурье записывается в различной форме. 
  

 1) )(xf  – четная, тогда 

∫∫
+∞+∞

∞−

=+=
0

cos)(2)sin)(cos()( xdxxfdxxixxfg λλλλ . 

Этот интеграл известен как косинус-преобразование Фурье. 
 2) )(xf  – нечетная, тогда  

∫
+∞

=
0

sin)(2)( xdxxfig λλ  – синус-преобразование Фурье. 
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Свойства преобразования Фурье 
 

I. Преобразование Фурье )]([ xfF  абсолютно интегрируемой функ-

ции )(xf  есть ограниченная непрерывная функция, которая стре-
мится к нулю при ∞→|| λ . 
 

II. Если )()1( xf k−  непрерывна на каждом конечном интервале и 

);(,..., 1
)( ∞−∞∈ Lff k

, то   
 

)]([)()]([ )( xfFixfF kk λ= .     (6) 
 

III. Если функции )(xf , )(xxf ,…, )(xfxk
 абсолютно интегрируемы, 

то  )]()[()]([ xfixFxfF
d

d k

k

k

−=
λ

.     (7) 

 

Решение типовых задач  

 

Пример 1. Представить интегралом Фурье следующую функ-

цию: 

⎩
⎨
⎧

>
≤−

=
.2||,0

,2||   |,|2
)(

x

xx
xf  

 

Решение. 
 

 Так как функция )(xf  – четная, то  

0)( =λb ,      ∫∫ −==
+∞ 2

00

cos)2(
2

cos)(
2

)( tdttdtttfa λ
π

λ
π

λ . 

Интегрируя по частям, находим: 

 

=
−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
∫+

−
= 2

02

2

0

2

0

cos
2

sin
1

sin
22

)( ttdtt
t

a λ
πλ

λ
λ

λ
λπ

λ  

22

)2cos1(2
)12(cos

2

πλ
λλ

πλ
−

=−−= . 

 

Интеграл Фурье примет вид:    λλ
πλ

λ
xdxf cos

)2cos1(2
)(

0
2∫

+∞ −
= . 
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Ответ: λλ
λ

λ
π

xdxf cos
2cos12

)(
2

0
2∫

−
= . ▲  

 

 Пример 2. Найти преобразование Фурье функции  

22

1
)(

2 ++
=

xx
xf . 

 

Решение. 
 

 Преобразование Фурье функции )(xf  имеет вид  
 

∫
∞

∞−

−

++
= dxe

xx
g xiλλ

22

1
)(

2
. 

 

При вычислении интеграла нам понадобится лемма Жордана: 
 

Если )(zf  в верхней полуплоскости и на вещественной оси 

удовлетворяет условию: 0)( →zf  при ∞→z  и 0>m , то при 

+∞→R  0)( →∫
RC

imzdzezf , где RC  есть полуокружность с центром в 

начале координат и радиусом R, находящаяся в верхней полуплоско-

сти. 

Тогда || λλ −=  – должно быть отрицательным и 

∫∫ ∫ ++
=+=

∞

∞− → C

zi

C

dz
zz

e
g

R
22

)(
2

||

0

λ
λ , 

где С – замкнутый контур в верхней полуплоскости.  

 Функция 
22

1
)(

2 ++
=

zz
zf  имеет в верхней полуплоскости по-

люс первого порядка iz −−= 10 . Тогда 
 

=
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++
=

+−=
=

iz

zizi

zz z

e
i

zzz

e
ig

1

||

2

||

22
2

2
res2)(

λλ
ππλ  

 

)1(||||||
)1(||

222
2 ii

ii

ee
i

e
i +−−−

+−
==

++−
= λλλ

λ
πππ . 
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Ответ: 
)1(|| ie +− λπ . ▲  

 

 Пример 3. Найти преобразование Фурье функции  
 

⎩
⎨
⎧

>
≤

=
.1||,0   

,1||,
)(

2

x

xe
xf

x

 

 

Решение. 
 

==== ∫∫∫
−

−

−

−
∞

∞−

−
1

1

)2(
1

1

2)()( dxedxeedxexfg xixixxi λλλλ  

 

( )
λ
λ

λλ
λλλ

i

i
ee

i
e

i

iixi

−
−

=−
−

=
−

= −−−

−

−

2

)2sh(2

2

1

2

1 )2(2

1

1

)2( . 

Ответ: 
λ
λ

i

i

−
−

2

)2sh(2
. ▲ 

 

 Пример 4. Найти преобразование Фурье функции  
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++ 22

1
2 xxdx

d
. 

 

Решение. 
 Используем свойство II и результат Примера 2:  

)1(||

22 22

1

22

1 iei
xx

Fi
xxdx

d
F +−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

++
=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
λλπλ . 

 

Ответ: 
)1(|| iei +− λλπ . ▲ 

ЗАДАНИЯ 

 

 1. Представить функцию  ( )xf  интегралом Фурье:   
 

a) ( )
⎩
⎨
⎧

>−<
≤≤−

=
.0,2,0

,02,2

xx

xx
xf  

b) ( )
⎩
⎨
⎧

>
≤−

=
.3||,0

,3|||,|1

x

xx
xf  

c) ( )
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
.2/||,0

,2/||,sin

π
π

x

xx
xf  

 

d) ( )
⎩
⎨
⎧

>
≤+

=
.1||,0

,1||,1 2

x

xx
xf  
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e) ( )
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
.||,0

,||,2cos

π
π

x

xx
xf  f) ( )

⎩
⎨
⎧

>
≤

=
.2/1||,0

,2/1||,3 2

x

xx
xf

 2. Найти преобразование Фурье функции ( )xf :   

 

a) ( )
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
−

.2||,0

,2||,3

x

xe
xf

x

   

b) .
54

1
)(

2 ++
=

xx
xf  

c) ( )
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
.4||,0

,4||,4

x

xe
xf

x

   

d) .
4

1
)(

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

xdx

d
xf  

e) ( )
⎩
⎨
⎧

>
≤+

=
.1||,0

,1||,1

x

xx
xf    

f) .
43

1
)(

2 ++
=

xx
xf  

g) ( )
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
−

.3||,0

,3||,

x

xxe
xf

x

   

h) .
9

)(
2 +

=
x

x
xf  

 

 

7. Дискретное преобразование Лапласа и z-преобразование 
  

 Пусть ( )tf  – комплекснозначная функция действительного ар-

гумента f, определенного для 0≥t . 
 

 Определение. Дискретным преобразованием Лапласа (изобра-
жением) решетчатой функции nf  называется функция { }nfD  ком-

плексного переменного p, которая определяется как  

{ } ∑
∞

=

−=
0n

n
np

n fefD .                                             (1) 

 

 Выполним замену 
pez = . Тогда ряд (1) примет вид 

 

( ) { }n
n

n

n fzzfzF ≡= ∑
∞

=

−

0

*
.                                      (2) 

 

Такой переход от функции nf  к функции ( )zF *  по формуле (2) назы-

вается z-преобразованием и обозначается 
 

nf  ( )zF * .      (3) 
 

z -преобразование будем обозначать как nf  ( )zF*

 
 

Таблица соответствия для z -преобразований 
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№   

1 1 
1−z

z  

2 ( )n1−  
1+z

z  

3 n  ( )21−z

z  

4 2n  
( )
( )31

1

−
+

z

zz  

5 na  
az

z

−
 

6 1−nna  ( )2az

z

−
 

7 k
nC  ( ) 1

1
+− k

z

z  

8 τnan sin  22 cos2

sin

aazz

az

+τ−
τ  

9 τnan cos  
( )

22 cos2

cos

aazz

azz

+τ−
τ−

 

10 τnan sh  22 ch2

sh

aazz

az

+τ−
τ  

11 τnan ch  
( )

22 ch2

ch

aazz

azz

+τ−
τ−  

12 ( ) ( )xnxTn arccoscos=  
( )

122 +−
−
xzz

xzz
 

13 
!n

an

 zae /
 

Некоторые свойства z-преобразования 

 

I. Линейность. Если nf  ( )zF *  и ng  ( )zG* , то для любых ком-

плексных постоянных α  и β  
 

( ) ( )ngnf β+α  ( ) ( )nGnF ** β+α . 
 

II. Теорема запаздывания (первая теорема смещения). 

 Если nf  ( )zF * , то для любого целого 0>k  справедливо пре-
образование 
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knf −  ( )zFz k *− , ,...2,1=k  
 

III. Теорема опережения (вторая теорема смещения). 

 Если nf ( )zF * , то для любого целого 0>k  справедливо пре-
образование 

knf +  ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− ∑

−

=

−
1

0

*
k

m

m
m

k zfzFz . 

 

IV. Изображение суммы.  

 Если nf  ( )zF * , то ∑
−

=

1

0

n

m
mf  ( )zF

z

*

1

1

−
.  

 

 Для того, чтобы по известному изображению ( )zF *  найти ори-

гинал nf  можно: 

1)  воспользоваться таблицей, после разбиения дроби ( )zF *  на сумму 

простейших дробей; 

2) в случае, когда  ( )zF *  есть правильная рациональная дробь  отно-

сительно z ,  функцию nf  можно найти по формуле 

( )1*

1

)( −

=
∑= n
k

i z
n zzFresf

i

, 

где сумма берется по всем полюсам функции ( )zF * . 

 

 Решение разностных уравнений 
 

 Разностью первого порядка решетчатой функции nf  называется 

величина, обозначаемая как nfΔ , и равная nnn fff −=Δ +1 .  

Разностью второго порядка nf
2Δ  называется величина, опреде-

ляемая как nnn fff Δ−Δ=Δ +1
2

.  

Разностью k -го порядка n
k fΔ  называется величина  

 

n
k

n
k

n
k fff 1

1
1 −

+
− Δ−Δ=Δ . 

 

( )∑
=

−+−=Δ
k

m
mkn

m
k

m
n

k fCf
0

1 ,    где     ( )!!

!

mkm

k
C m

k −
= . 
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ТЕОРЕМА (о z -преобразовании разности). Пусть nf ( )zF * .  

Тогда z -преобразование разностей равны 
 

1+=Δ nn ff ( ) ( ) 0
*1 zfzFz −− , 

knn

k ff +=Δ ( ) ( ) ( ) ( )0

1

0

1* 11 fzzzFz m
k

m

mkk Δ−−− ∑
−

=

−−
. 

 

 Уравнение вида  
 

( ) 0,...,,, 1 =++ knnn fffnF , 
 

где ( ) nfnf ≡  – решетчатая функция, называется разностным уравне-
нием k -го порядка. 
 

Замечание.  Далее в задачах для решетчатой функции будет использо-

ваться обозначение nx  ( nn xf ≡ ). 

  

 Рассмотрим процедуру решения линейного неоднородного раз-
ностного уравнения: 

)(...110 nxaxaxa nkknkn ϕ=+++ −++ . 
 

 1) Применяем к обеим частям уравнения дискретное преобразо-

вание Лапласа 
 

nx ( )zX * ,       ( )nϕ ( )z*Φ  

и, учитывая, что 

1+nx ( )( ) zxzXz −− 0

* ,     
 

 

2+nx ( )( )1

10

*2 −−− zxxzXz , 

.     .     . 

получим линейное алгебраическое уравнение относительно изобра-
жения ( )zX * . 

 2) Разрешив полученное уравнение относительно ( )zX * , воз-
вращаемся назад к оригиналу – последовательности. Общее решение 
будет содержать неопределенные константы 110 ,, −kxxx … , которые 
фиксируются, исходя из начальных условий. 

 

Решение типовых задач  
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 Пример 1. Пользуясь определением, найти изображение ( )zF *  

для функции 
n

n ef α= . 

Решение. 
 

    ( ) ( ) αα
αα

ez

z

z

e
zezezF

n

n

n

nn

−
=

−
=== ∑∑

∞

=

−
∞

=

−

1

1

0

1

0

*    при    
αReez > .  ▲ 

 Пример 2. Пользуясь определением, найти изображение ( )zF *  

для функции nfn sin= . 

Решение. 
 

zi

ee
n

inin −−
=sin ;   ine  

i
n

i

ni

ez

z

ez
ez

−
=

−
=∑

∞

=
−

−

0
1

1

1

1
)( ;   ine−  

iez

z
−−

.  

Тогда  

nsin ( )( ) 11cos2

1sin

22

1
2 ++

=
−−

−
⋅=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−
−

− −

−

− zz

z

ezez

ee

i

z

ez

z

ez

z

i ii

ii

ii
.  

Ответ: nsin
11cos2

1sin
2 ++ zz

z
. ▲ 

 

 Пример 3. Найти оригинал для изображения ( )
4

2
*

)1(

3

+
−

=
z

zz
zF . 

Решение. 
 

 Точка 10 −=z  является полюсом четвертого порядка для  функ-

ции ( )zF * . Тогда оригинал  

=
+
−

=
+
−

==
+

−=

−

−=

−∗

−= 4

1

14

12

1

1

1 )1(

3

)1(

)3(
)(

000 z

zz
res

z

zzz
reszzFresf

nn

z

n

z

n

z
n

 

=′′′−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅

+
−

= +

−→

+

−→
)3(lim

6

1
)1(

)1(

3
lim

!3

1 1

1

4

4

1

3

3

1

nn

z

nn

z
zzz

z

zz

dz

d
 

=′−−+=′′−+= −−

−→

−

−→
))1()1(3(lim

6

1
))1(3(lim

6

1 21

1

1

1

nn

z

nn

z
znnnznnzzn  

( ) ( ).14)1(
6

)1(
)2()1(3)1(lim

6

1 32

1
+⋅−

−
=−−+⋅−= −−

−→
nnnznznnn

n
nn

z
 

Ответ: =nf  ( )14)1(
6

)1(
+−

−
nnn

n

. ▲ 
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Пример 4. Найти оригинал для изображения ( )
2

*

)2)(1( −−
=

zz

z
zF . 

Решение. 
 Вынесем z  в числителе изображения ( )zF *  за скобки: 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−−
⋅=

2

*

)2)(1(

1

zz
zzF

 

и разобьем дробь в скобках на сумму простейших дробей: 

.
)2)(1(

)1()2)(1()2(

)2(21)2)(1(

1

2

2

22

−−
−+−−+−

=

=
−

+
−

+
−

=
−−

zz

zCzzBzA

z

C

z

B

z

A

zz
 

После чего приравняем числители начальной и конечной дроби: 

).1()2)(1()2(1 2 −+−−+−= zCzzBzA  
 

Подставляя в полученное равенство различные значения переменной 

z , найдем неизвестные коэффициенты CBA ,, : 

.1,241:0

;1:1

;1:2

−=−+==
==
==

BCBAz

Az

Cz

 

 

Тогда 

( ) .
)2(21)2(

1

2

1

1

1
22

*

−
+

−
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

−
−

−
⋅=

z

z

z

z

z

z

zzz
zzF  

Оригинал находим из таблицы: .221 1−⋅+−= nn
n nf  

Ответ: .221 1−⋅+−= nn
n nf  ▲ 

  

 Пример 5. С помощью дискретного преобразования Лапласа 
решить линейное разностное уравнение  
 

.1,1;096 1012 −===+− ++ xxxxx nnn  

 

Решение. 
 

 Способ 1. Пусть nx ( )zX * , тогда 
 

1+nx ( )( ) ( )( ) ( ) zzzXzXzxzXz −=−=− **

0

* 1 ,     
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2+nx ( )( ) ( ) zzzXzzxxzXz +−=−− − 2*21

10

*2 . 
 

Применяя к обеим частям уравнения дискретное преобразование Ла-
пласа, получим операторное уравнение      
  

   ( ) ( ) ( ) 0966 **2*2 =++−+− zXzzzXzzzXz ,  

откуда   
( ) 07)3( 2*2 =+−− zzzXz . 

Выразим функцию ( )zX * : 

( ) .
)3(

4
3)3(

4)3(
22

*

−
⋅−

−
=

−
−−

=
z

z

z

z

z

zzz
zX  

Так как  
3−z

z n3 ,    
2)3( −z

z nn3 ;    то  

 

)43(3343 11 nnx nnn

n −=−= −− . 

  

 Способ 2. Используем для определения функции  xn  формулу: 

( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

==
+

→

−

=

−

=
∑ 2

2

1

3

1

2

2

3

1*

1

)3(
)3(

7

)3(

7
)( lim z

z

zz

dz

d
z

z

zz
reszzXresx

nn

z

n

z

n
k

i z
n

i

 

 

( ) )43(337337)1( 111

3
lim nnnnzzn nnnnnn

z

−=−+=−+ −−−

→
. 

       Ответ: )43(3 1 nx n

n −= − . ▲ 

 

 Пример 6. С помощью дискретного преобразования Лапласа 
решить линейное разностное уравнение  
 

n

nnn xxx 544 12 =+− ++ , .1,0 10 == xx  

 

Решение. 
 

 Способ 1.  Пусть nx ( )zX * , тогда 
 

1+nx ( )( )0
* xzXz − ,      2+nx ( )( )1

10
*2 −−− zxxzXz ,   n5

5−z

z
. 

Имеем 

( ) ( ) ( ) ⇒
−

=+−−
5

44 ***2

z

z
zXzzXzzXz  

 



 

 

37

( ) ( )
5

2 *2

−
=−−⇒

z

z
zzXz ( )

( )( )2
2

*

25

4

−−
−

=⇒
zz

zz
zX . 

 

Разложим функцию ( )zX *  на слагаемые следующим образом 
 

( )( ) ( )222

2

23

2

29

1

59

1

25

4

)2)(5(

4

−
+

−
−

−
=

−−
−

⋅=
−−

−
z

z

z

z

z

z

zz

z
z

zz

zz
. 

 

Так как  
2−z

z n2 , 
( )22−z

z 12 −⋅ nn , 
5−z

z n5 , то  

 

( ) .2
3

2
25

9

1 1−⋅+−= nnn

n nx  

 

 Способ 2. Используем для определения функции  xn  формулу 
 

( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
==

+

=

+

=

−

=
∑ 2

1

5
2

1

2

1*

1 )2)(5(

4

)2)(5(

4
)(

zz

zz
res

zz

zz
reszzXresx

nn

z

nn

z

n
k

i z
n

i

 

 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
− +

→

+

→
= )5(

)2)(5(

4
)2(

)2)(5(

4
2

1

5

2

2

1

2
limlim z

zz

zz
z

zz

zz

dz

d nn

z

nn

z

 

 

( )
=

⋅−
+

−
−−−−+ ++−

→
=

9

545

)5(

4)5)(4)1(( 1

2

11

2
lim

nnnnnn

z z

zzznzzn
 

 

( ) ( ) .2
3

2
25

9

1

9

5

9

242)3)(242)1(( 1
11

−
+−

⋅+−=+
⋅−−−−+

= nnn
nnnnn

n
nn

 

 

      Ответ: ( ) .2
3

2
25

9

1 1−⋅+−= nnn

n nx ▲ 

Пример 7. С помощью дискретного преобразования Лапласа решить 
линейное разностное уравнение  
 

n
nnn xxx 365 12 =+− ++ , .0,1 10 == xx  

 

Решение. 
 

 Способ 1.  Пусть nx ( )zX * , тогда 
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1+nx ( )( ) ( ) zzzXxzXz −=− *
0

*
,       

2+nx ( )( ) ( ) 2*21
10

*2 zzXzzxxzXz −=−− −
,   n3

3−z

z
. 

Подставляем в уравнение: 

( ) ( ) ( ) ⇒
−

=++−−
3

655 **2*2

z

z
zXzzzXzzXz  

 

( ) ( ) zz
z

z
zXzz 5

3
65 2*2 −+

−
=+−⇒ ( )

( )( )2
23

*

32

168

−−
+−

=⇒
zz

zzz
zX . 

 

Разложим функцию ( )zX *  на слагаемые следующим образом 

( )( ) ( )( ) 2

4

)3(3

3

32

168

32

168
22

2

2

23

−
+

−
+

−
−

=
−−
+−

⋅=
−−
+−

z

z

z

z

z

z

zz

zz
z

zz

zzz
. 

 

Из таблиц находим оригинал:  .2433 11 nnn
n nx ⋅+⋅+−= −+  

 

 Способ 2. Используем для определения функции  xn  формулу 

 

( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−−
−

==
==

−

=
∑ 2

2

22

2

3

1*

1 )3)(2(

)4(

)3)(2(

)4(
)(

zz

zz
res

zz

zz
reszzXresx

n

z

n

z

n
k

i
z

n
i

 

 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−−
−

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−−
−

=
→→

)2(
)3)(2(

)4(
lim)3(

)3)(2(

)4(
lim 2

2

2

2

2

2

3

z
zz

zz
z

zz

zz

dz

d n

z

n

z

 

 

=
⋅

+
−

−−−−+−
=

−

→ 1

24

)2(

)4()2)()4()4(2(
lim 2

212

3

nnnn

z z

zzznzzzz
 

 

.2433
1

24

1

333)1(2 11
1

nnn
nnnn

n
n

⋅+⋅+−=
⋅

+
−+−

= −+
−

 

 

      Ответ: .2433 11 nnn
n nx ⋅+⋅+−= −+

▲ 

 

 

ЗАДАНИЯ. 
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1. Пользуясь определением, найти изображение ( )zF *  для сле-
дующих функций: 

a) .n
n ef −=   

б) 
n

n ef α= . 

в) .2nfn =  
 

2. Найти оригиналы для следующих изображений: 

а)   .
)3(

)(
2−

=∗

z

z
zF                        б)  .

1
)(

2 +
=∗

z

z
zF  

 

  

3. С помощью дискретного преобразования Лапласа решить линейное 
разностное уравнение 
 

1. .1,1,2168 1012 ===+− ++ xxxxx n

nnn  

2. .0,1,42 1012 ===+− ++ xxxxx n

nnn  

3. .1,1,356 1012 ===+− ++ xxxxx n

nnn  

4. .1,1,34 1012 ===++ ++ xxnxxx nnn  

5. .1,0,865 1012 ===+− ++ xxxxx n

nnn  

6. .0,1,52 1012 ===− ++ xxxx n

nn  

7. .1,0,)1(56 1012 −==−=+− ++ xxxxx n

nnn  

8. .2,1,54 102 =−==−+ xxxx n

nn  

9. .0,1,3168 1012 ===++ ++ xxxxx nnn  

10. .0,0,62 1012 ===+− ++ xxxxx n

nnn  

11. .1,1,)1( 102 ==−=++ xxxx n

nn  

12. .0,0,34 1012 ===+− ++ xxnxxx nnn  

13. .1,0,286 1012 ===+− ++ xxxxx nnn  

 

8. Вариационное исчисление 
 

Определение. Если каждой функции )(xy  из некоторого множе-
ства поставлено в соответствие некоторое число J, то говорят, что на 
этом множестве задан функционал ][)( yJyJ = . 

Приведем примеры функционалов: 
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1. Длина плоской кривой, заданной уравнением )(xyy = , 

bxa ≤≤ : 

∫ ′+=
b

a

dxxyyJ )(1][ 2 . 

2. Стоимость проезда по дорогам, имеющим вид кривых, со-

единяющих пункты А и В. 

 

Простейшая задача вариационного исчисления ставится так: 

среди всех функций )(xy , найти ту, которая доставляет экстремум 

функционалу ][yJ . Эта кривая удовлетворяет уравнению Эйлера 
 

.)(,)(

,0

BbyAay

F
dx

d
F yy

==

=− ′
            

(Здесь 
y

F
Fy ∂

∂
= ; 

y

F
Fy ′∂

∂
=′ ). 

 

Данная краевая задача может иметь единственное решение, может 
иметь множество решений или не иметь ни одного. 

 

Решение типовых задач 

  

 Пример 1. Найти экстремали функционала 
 

∫ +′+′=
0

1

22 )2()( dxyyyyyJ ,  1)1( =y ,  0)2( =y . 

 

Решение. 
 

22 2),,( yyyyyyxF +′+′=′ . 
 

Найдем частные производные функции ),,( yyxF ′ : 

yyFy 22 +′= , yyFy 22 +′=′ . 
 

Уравнение Эйлера примет вид 

0)22(22 =+′−+′ yy
dx

d
yy , 

02222 =′−′′−+′ yyyy   или  0=−′′ yy . 

 

),( Aa  

),( Bb

a b 
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Получили линейное однородное дифференциальное уравнение 
второго порядка с постоянными коэффициентами 

 

xx eCeCxy −+= 21)( . 
 

Определим константы 1C  и 2C  исходя из граничных условий: 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+=

+=
−

−

.0)2(

,)1(

2
2

2
1

1
21

eCeCy

eCeCy
 

 

Следовательно,  

1sh2

1 2

1

−

−=
e

C ; 
1sh2

1 2

2

e
C −= . 

Тогда 

 ( )
1sh

)2sh(

1sh2

1
)( 22 x

eexy xx −
=+−= −+−  – единственная экстремаль. 

Ответ: 
1sh

)2sh(
)(

x
xy

−
= . ▲ 

 

 Пример 2. Найти все экстремали функционала ][yJ , удовлетво-

ряющие указанным граничным условиям: 

∫
π

+=
2/

0

2 )sin2)'((][ dxxyyyJ ;  0)0( =y ;  .2
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

y  

Решение. 
 

Экстремали функционала ][yJ  являются интегральными кри-

выми уравнения Эйлера. Находим производные: 
 

xFy sin2= ,  '2yFy =′ ,  ''2yF
dx

d
y =′ . 

 

 Уравнение Эйлера имеет вид  
,0''2sin2 =− yx  

.sin,cos',sin'' 211 CxCxyCxyxy ++−=+−==  

Используя граничные условия, находим: 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
π

+−

=

.2
2

1

,0

1

2

C

C
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Откуда π= /61C . Следовательно, экстремали данного функционала 

имеют вид: xxy
π

+−=
6

sin . 

Ответ: xxy
π

+−=
6

sin . ▲  

 

 Пример 3. Найти экстремали функционала 
 

∫ ′+′=
e

dxyyyxyJ
1

2 )()( ,  0)1( =y ,  1)( =ey . 

 

Решение. 
 

yyyxyyxF ′+′=′ 2),,( . 
 

Найдем частные производные функции ),,( yyxF ′ : 
 

yFy
′= , yyxFy +′=′ 2 . 

 

Уравнение Эйлера примет вид 

0)2( =+′−′ yyx
dx

d
y , 

 

022 =′−′′−′−′ yyxyy   или  0=′+′′ yyx . 
 

Получили дифференциальное уравнение второго порядка, не со-

держащее y  и допускающее понижение порядка.  
Сделаем замену:   pypy ′=′′=′ , . 

Тогда уравнение примет вид:   .0=+′ ppx  

Откуда  

x

C
pCxp

x

dx

p

dp
p

dx

dp
x 1

1 |,|ln||ln||ln,, =+−=−=−= ∫∫ . 

Тогда  212
1 ln CxCCdx

x

C
y +=+= ∫ . 

 

 Определим константы 1C  и 2C  исходя из граничных условий: 
 

⎩
⎨
⎧

==+=
==+=

.1,10ln)(

,01ln)1(

11

221

CeCey

CCCy
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Следовательно, xy ln=
 
- единственная экстремаль. 

Ответ: xxy ln)( = . ▲ 

 

ЗАДАНИЯ 

 

Найти все экстремали функционала ][yJ , удовлетворяющие указан-

ным граничным условиям: 

 

1. ∫ −′=
π2

0

22 )(][ dxyyyJ ;  1)0( =y ;  ( ) 12 =πy . 

2. ∫ −′+=
8/

0

22 )162(][
π

dxyyyyyJ ;  0)0( =y ;  ( ) 18/ =πy . 

3. ∫ ′+′=
1

0

2 )(][ dxyyxyJ ;  0)0( =y ;  ( ) 21 =y . 

4. ∫ ′−=
1

0

2 )12(][ dxyxyyJ ;  0)0( =y ;  ( ) 11 =y . 

5. ∫ −′−=
π

0

22 )4sin12(][ dxxyyyyJ ;  0)0( =y ;  ( ) 2=πy . 

6. ∫ −′−=
1

0

222 )(][ dxyeyyyJ x
;  0)0( =y ;  ( ) 11 =y . 
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ТИПОВЫЕ ТЕСТЫ 

 
ТЕСТ                   

Вариант 1 

 

1. Является ли метрикой  на множестве действительных чисел  R следую-

щая функция:   а) 
33),( yxyx −=ρ ;   б) |44|),( yxyx −=ρ . 

 

2. Проверить, какие из векторов  )1,2,3(),0,1,2(),1,2,1( 321 ==−= eee    
ортогональны, если скалярное произведение задано: 

332211 yxyxyxyx ++=⋅ .   Найти нормy векторa 1e . 

3. В пространстве функций, непрерывных на  ]1,1[− : ∫
−

=
1

1

.)()(),( dttqtpqp  

Проверить ортогональность функций  tf =1   и  .32
2 ttf −=    

Найти норму || 1f . 
 

4. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

оператора, заданного матрицей А:       

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

345

021

012

A . 

5.  Получить несколько первых многочленов Лежандра, используя 

формулу Родрига. 
 

6.  Найти изображение  )(zF ∗
  для  функции  534 −⋅ n

. 
 

 

7. C помощью дискретного преобразования Лапласа решить линейное раз-
ностное уравнение:  1,34 01 ==−+ xxx n

nn . 
 

 

8. Найти экстремали функционала:  

∫ ==++′=
1

0

22 1)1(,0)0(;)'49(][ yydxyyyyyJ . 

 

9. Представить функцию )(xf   интегралом Фурье: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−<
≤≤−−

≤≤
=

.4,1,0

,01,3

,40,2

)(

xxесли
xесли

xесли
xf  
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ТЕСТ                  

Вариант 2 

 

1. Является ли метрикой  на множестве действительных чисел  R следую-

щая функция:   а) |33|),( yxyx −=ρ ;   б) |22|),( sinsin yxyx −=ρ . 
 

2. Проверить, какие из векторов  )1,1,0(),2,2,1(),3,1,4( 321 −=−=−= eee    
ортогональны, если скалярное произведение задано: 

332211 yxyxyxyx ++=⋅ .   Найти нормy векторa 2e . 
 

3. В пространстве функций, непрерывных на  ]1,1[− : ∫
−

=
1

1

.)()(),( dttqtpqp  

Проверить ортогональность функций  41 −= tf   и  .2
2 tf =    

Найти норму || 2f . 
 

4. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

оператора, заданного матрицей А:       

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

436

021

001

A . 

    

5. Найти изображение  )(zF ∗
  для  функции  

nn )1(2 −− . 

 
 

6. C помощью дискретного преобразования Лапласа решить линейное раз-
ностное уравнение:  1,52 01 −==++ xxx n

nn . 

 

7. Найти экстремали функционала:  

∫ ==+−′=
π

π
0

22 1)(,0)0(;)'69(][ yydxyyyyyJ . 

 

8. Представить функцию )(xf   интегралом Фурье:  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−<
≤≤−−

≤≤
=

.2,1,0

,01,1

,20,1

)(

xxесли
xесли

xесли
xf

 

9. Для функции ( )
⎩
⎨
⎧

<<
<<−

=
10,1

,01,0

x

x
xf   найти несколько первых чле-

нов ряда Фурье относительно системы многочленов Чебышева. 
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РЕШЕНИЕ ТИПОВОГО ТЕСТА  

Вариант 3 
 

1. Является ли метрикой  на множестве действительных чисел  R   сле-
дующая функция: а) |)cos(|),( 22 yxyx −=ρ ;   б) ||),( 33 yxyx −=ρ ? 

 

Решение. 
а) Проверим выполнение аксиомы 1.  Пусть 0),( =yxρ , т.е.  

⇒=−= 0|)cos(|),( 22 yxyxρ  Z∈+=− kkyx ,222 ππ . 

Из этого равенства не следует, что yx =   ( Z∈++±= kkyx ,22 ππ ).  

Следовательно, аксиома 1 не выполняется и ),( yxρ  не является мет-
рикой. 

 

 б) Проверим выполнение аксиомы 1.  Пусть 0),( =yxρ , т.е.   

0|| 33 =− yx  ⇔ yxyx =⇔=− 033
. 

Пусть yx = , ⇒   0||),( 33 =−= xxyxρ . Аксиома выполняется. 

 Аксиома 2: ||),( 33 yxyx −=ρ , ||),( 33 xyxy −=ρ , при этом 

|||| 3333 xyyx −=−  для R∈∀ yx, . ),(),( xyyx ρρ = . Аксиома 
симметрии выполняется. 

 Проверим выполнение аксиомы 3. Пусть z – любое число. Тогда  
+−≤−+−=−= ||||||),( 33333333 zxyzzxyxyxρ  

),(),(|| 33 yzzxyz ρρ +=−+ . 

Аксиома выполняется.  

 Ответ: а) |)cos(|),( 22 yxyx −=ρ не является метрикой. ▲ 

 б) ||),( 33 yxyx −=ρ  является метрикой. ▲ 

 
 

2. Проверить, какие из векторов  )1,2,3(),0,1,2(),1,2,1( 321 ==−= eee  орто-

гональны, если скалярное произведение задано: 332211 yxyxyxyx ++=⋅ .  

Найти нормy векторa 1e . 
 

Решение. 
Проверка ортогональности векторов: 

2121 0011221),( eeee ⊥⇒=⋅+⋅−⋅= , 

2131 0011231),( eeee ⊥⇒=⋅+⋅−⋅= , 
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,0011221),( 2121 eeee ⊥⇒=⋅+⋅−⋅=  
.6611)2(211),( 111 =⇒=⋅+−⋅−⋅= eee  

Ответ: Векторы 1e , 2e , 3e попарно ортогональны.   

Норма векторa 1e : 61 =e .  ▲ 

 

3. В пространстве функций, непрерывных на  ]1,1[−  задано скалярное про-

изведение: ∫
−

=
1

1

.)()(),( dttqtpqp  Проверить ортогональность функций  

tf =1   и  .32
2 −= tf   Найти норму 1f . 

 

Решение. 
Найдем скалярное произведение: 

∫ ∫
− − −−

=+−−=⋅−=−=−⋅=
1

1

1

1

1

1

2
1

1

4
32

21 .0
2

3

2

3

4

1

4

1

2
3

4
)3()3(),(

tt
dtttdtttff

 

Следовательно, функции 1f  и 2f  ортогональны. 

∫ ∫
− − −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−===⋅=

1

1

1

1

1

1

3
2

11 .
3

2

3

1

3

1

3
),(

t
dttdtttff

 

Тогда норма .
3

2
1 =f  

Ответ: Функции 1f  и 2f  ортогональны. Норма .
3

2
1 =f  ▲ 

 
 

4. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

оператора, заданного матрицей  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

245

021

012

A . 

 

Решение. 
 

Найдем собственные значения линейного оператора. Характери-

стическое уравнение 0)det( =− IA λ  имеет вид 

λ
λ

λ

−−
−−
−−

245

021

012

  или  0)34)(2( 2 =+−− λλλ . 
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Корнями этого уравнения являются 21 =λ , 32 =λ , 13 =λ . Обозначим 

через ),,( 321 ααα  координаты собственного вектора 1u  с собственным 

значением  21 =λ . Найдем решения системы: 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−−

0

0

0

2245

0220

0122

3

2

1

α
α
α

 или 
⎩
⎨
⎧

=+−
=+−

.0045

,000

321

321

ααα
ααα

 

 

Решив эту систему, получим c=3α , Rc∈ , 01 =α , 02 =α . Та-
ким образом, собственный вектор ),0,0(1 cu = , Rc∈∀ , 0≠c . 

Аналогично находим собственные векторы )9,,(2 tttu −= , Rt ∈∀ , 

0≠t  и ),,(3 lllu −= , Rl ∈∀  матрицы А  с собственными значениями 

соответственно 32 =λ  и 13 =λ . 

Ответ:   Множество  собственных   векторов:  

),0,0(1 cu = , )9,,(2 tttu −= , ),,(3 lllu −= , Rltc ∈∀ ,, . ▲ 

 

5.  Получить несколько первых многочленов Лежандра, используя 

формулу Родрига. 
Решение. 

По формуле Родрига ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

n

n

n

nn x
dx

d

n
xP 1

2!

1 2  находим: 

( ) ( ) ( ) ,2
2

1
1

2!1

1
,1

2!0

1 12

1100 xxx
dx

d
xPxP ==⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −===  

( ) ( ) ( ) ( ) .
2

1

2

3
44

8

1
12

8

1
1

2!2

1 232422

2

2

22 −=
′

−=
″

+−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= xxxxxx

dx

d
xP  

 Ответ: ( ) ( ) ( ) .
2

1

2

3
,,1 2

210 −=== xxPxxPxP ▲ 

 

6.  Найти изображение  )(zF ∗
  для  функции  534 −⋅ n

. 
 

Решение. 

 Из таблиц: 1 
1−z

z
,   n3  

3−z

z
. По свойству линейности:  

1534 ⋅−⋅ n .
)1)(3(

11

1
5

3
4

2

−−
−

=
−

⋅−
−

⋅
zz

zz

z

z

z

z
            ▲ 
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7. C помощью дискретного преобразования Лапласа решить линейное раз-
ностное уравнение:  1,34 01 ==−+ xxx n

nn . 
 

Решение. 

 Пусть nx ( )zX * ,  1+nx ( )( ) ( ) zzzXxzXz −=− *
0

*
,  n3

3−z

z
. 

Подставляем в уравнение: 

( ) ( ) ,
3

4 **

−
=−−

z

z
zXzzzX  

 

( ) ( ) z
z

z
zXz +

−
=−

3
4 * ( ) ( )( )43

22
*

−−
−

=⇒
zz

zz
zX . 

 

Разложим функцию ( )zX *  на слагаемые следующим образом 

( )( ) ( )( ) 4

2

34

2

3

1

43

2

43

22

−
+

−
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
−

⋅=
−−

−
⋅=

−−
−

z

z

z

z

zz
z

zz

z
z

zz

zz
. 

 

Из таблиц находим оригинал:  .423 nn
nx ⋅+−=  

Ответ: .423 nn
nx ⋅+−=  ▲ 

 

 

8. Найти экстремали функционала:  

∫ ==++′=
1

0

22 1)1(,0)0(;)'49(][ yydxyyyyyJ . 

Решение. 
'.49),,( 22 yyyyyyxF ++′=′  

 

Найдем частные производные функции ),,( yyxF ′ : 
 

yyFy ′+= 418 , yyFy 42 +′=′ . 
 

Уравнение Эйлера примет вид    0)42(418 =+′−′+ yy
dx

d
yy , 

 

042184 =′−′′−+′ yyyy   или  09 =−′′ yy . 

Получили линейное однородное дифференциальное уравнение 
второго порядка с постоянными коэффициентами 

xx eCeCxy 3
2

3
1)( −+= . 

 

Определим константы 1C  и 2C  исходя из граничных условий: 
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⎩
⎨
⎧

=+=

=+=
− .1)1(

,0)0(

3
2

3
1

21

eCeCy

CCy
 

3sh2

1
1 =C ; 

3sh2

1
2 −=C . 

Тогда  ( )
3sh

3sh

3sh2

1
)( 33 x

eexy xx =−= −  – единственная экстремаль.  ▲ 

 
 

 9. Представить функцию )(xf   интегралом Фурье:  
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−<
≤≤−−

≤≤
=

.4,1,0

,01,3

,40,2

)(

xxесли
xесли

xесли
xf  

 

Решение. 
 Найдем коэффициенты: 

=⋅+⋅+−+⋅= ∫∫∫∫
∞

−

−

∞−

dttdttdttdtta

4

4

0

0

1

1

cos0cos2cos)3(cos0)( λλλλλ  

.
sin34sin2

4sin
2

)sin(
3

sin
2

sin
3

4

0

0

1 λ
λλλ

λ
λ

λ
λ

λ
λ

λ
−

=+−=+−=
−

tt  

=⋅+⋅+−+⋅= ∫∫∫∫
∞

−

−

∞−

dttdttdttdttb

4

4

0

0

1

1

sin0sin2sin)3(sin0)( λλλλλ  

=+−−−=−=
− λ

λ
λ

λ
λλ

λ
λ

λ
λ

2
4cos

2
)cos(

33
cos

2
cos

3
4

0

0

1

tt  

.
cos34cos25

λ
λλ −−

=  

Интеграл Фурье примет вид:   ∫
∞+

=+
0

]sin)(cos)([ λλλλλ dxbxa
 

∫
∞+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅

−−
+⋅

−
=

0

sin
cos34cos25

cos
sin34sin2 λλ

λ
λλλ

λ
λλ

dxx .  ▲ 
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