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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Настоящее издание представляет собой курс лекций по дисцип-
лине «Дискретная математика» и предназначено главным образом для 
студентов инженерно-технических специальностей заочной формы 
обучения. Данный курс лекций охватывает все основные разделы, ко-
торые обычно включаются в данную дисциплину, и разбит на 8 лек-
ций. При написании пособия автор основывался на опыте преподава-
ния дискретной математики для студентов различных специальностей, 
в том числе и для студентов специальности 1-40 01 73 «Программное 
обеспечение информационных систем», получающих вторую специ-
альность на базе  высшего образования на факультете повышения 
квалификации и переподготовки кадров.  

Отбор материала учитывает тот факт, что введение дискретной 
математики как самостоятельной дисциплины в образовательные 
стандарты по техническим специальностям связано с широким разви-
тием информационных технологий. Основные дисциплины, в кото-
рых используются методы дискретной математики, так или иначе 
имеют отношение к разработке систем автоматического проектирова-
ния и управления, вычислительных устройств и комплексов. Поэтому 
помимо лекций по фундаментальным основам дискретной математи-
ки в курс включены лекции, имеющие  прикладную направленность. 

При использовании пособия студенты должны понимать, что 
содержание курса «Дискретной математики» зависит от конкретной 
специальности, и в зависимости от учебных программ некоторые раз-
делы могут быть опущены. Кроме этого, в силу ограниченного объе-
ма курса, изложение материала не является полным (особенно это ка-
сается лекции по теории графов), большинство теорем и результатов 
приведены без доказательств. Студентам, которые хотят более глубо-
ко изучить дисциплину, автор советует обратиться к специальной ли-
тературе. Ссылки на некоторые книги и учебники по разделам дис-
кретной математики  можно найти в конце издания. 

Тем не менее, данная книга содержит весь необходимый для 
подготовки к экзаменам и зачетам теоретический материал для сту-
дентов-заочников всех специальностей. Автор надеется, что само-
стоятельное изучение и разбор решений примеров и задач, приведен-
ных в лекциях, вместе с усердной работой на семинарских занятиях 
достаточны для освоения курса и выполнения итоговых контрольных 
работ.     
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ЛЕКЦИИ 1–2  

МНОЖЕСТВА И ОТНОШЕНИЯ 

Множество – набор, совокупность, собрание каких-либо объек-
тов, обладающих общим для всех них характеристическим свойством. 
Сами объекты при этом называются элементами множества. 

Обозначения: 
– A, B, C, …, M, … – множества; 
– a, b, c, …, x, y, … – элементы множества; 
– Mx  – x принадлежит множеству; 
– Mx  – x  не принадлежит множеству. 
Замечание. Элементы множества должны быть принципиально различимы, 

т. е. должна существовать процедура выделения характеристического свойства. 

Множества бывают конечными или бесконечными. В компью-
терных расчетах все множества конечны в силу ограниченности объ-
ема памяти ячеек.  

Способы задания множеств: 
– списком };...,,,{ 21 naaaM   

– характеристическим свойством (предикатом) };)( { xPxM   

– порождающей процедурой } { fxM  . 

Пример 

Задать множество первых десяти натуральных чисел. 
1) }10,9,8,7,6,5,4,3,2,1{10 M  – список; 

2) }10 , {10  nnnM N  – характеристическое свойство; 

3) }10,1,1{ 101010  nknMkMnM     то, если   – порож-

дающая процедура. 
Важно при задании характеристического свойства иметь разре-

шающую процедуру. 
В любом приложении теории множеств заранее понятна приро-

да объектов, которые объединяются в множества. Все такие объекты 
объединяются в одно понятие – универсальное множество  или уни-

версум U . 
Пример 
1. Для планиметрии U  – множество точек плоскости. 
2. Для численных расчетов U  – множество чисел ( ,N  ,Z  ,Q  ,I  

R  или C ). 
Определение 1. Множество, которое не содержит элементов, на-

зывается пустым множеством  . 
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Замечание. Понятие пустого множества   вводится для удобства. Так, если 
не обнаружены элементы, удовлетворяющие некоторому условию, то удобнее го-
ворить о пустом множестве, о пустых ячейках, чем о несуществовании множества. 

 

Множества   и U  тесно связаны друг с другом. Без задания уни-
версального множества U  невозможно говорить о пустом множестве  . 

Пример 

Рассмотрим множество }05103{
2  xxxM   .  

Пусть ZU , тогда M . 

Пусть RU , тогда 






 


3

105
;

3

105
M . 

Определение 2. Если каждый элемент множества A  содержится 
в множестве B , то A  называется подмножеством В. При этом пишут 

BA  . 

По определению пустое множество   есть подмножество вся-
кого множества: M , в том числе и пустого. 

Определение 3. Два множества А и В называются равными тогда 
и только тогда, когда они содержат одни и те же элементы (принцип 
равенства множеств). 

Принцип равенства всегда применим к конечным множествам. 
Однако для бесконечных множеств он становится формальным, так 
как невозможно перебрать бесконечное число элементов. 

Определение 4. Если BA   и BA  , то А называется собствен-

ным подмножеством В. При этом пишут BA  . 
У любого множества есть два несобственных подмножества: 

пустое множество   и само множество. 
Множества сами по себе могут быть объектами, которые соби-

раются в группы, т. е. в другие множества. При этом необходимо раз-
личать типы включений – включение элементов и включение под-
множеств в множество. 

Пример 
Пусть },...,,{ 1121 dddD   – футбольная команда «Динамо». 

Пусть },,,,,,,{ HGFEDCBAL   – множество команд высшей лиги.  

Тогда LD  – верно; LD   – не верно; LD }{  – верно. 

Теорема 1. Справедливы следующие свойства включения под-
множеств: 

1) UA ; 

2) AA ; 
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3) BA  , CB   CA  ; 

4) BA  , AB   BA  . 

Докажем, например, 4.  

Доказательство (от противного) 
Пусть BA  . Тогда всегда найдется элемент x  такой, что он 

принадлежит A , но не принадлежит B  или наоборот. Но если Ax , 
Bx , то нарушается включение BA  . Если Ax , Bx , то нару-

шается другое включение AB  . Таким образом, наша гипотеза про-

тиворечит начальным условиям. Следовательно, BA  .  
Что и требовалось доказать. 
Четвертое утверждение позволяет устанавливать равенство мно-

жеств путем проверки прямого и обратного включений. Это основной 
метод доказательства теоретико-множественных соотношений. 

Определение 5. Пусть А – некоторое множество. Совокупность 
всех подмножеств множества А называется его булеаном )(AB . 

Пример 
Пусть },,{ zyxA  . Тогда его булеан содержит 8 элементов: 

 }},,{},,{},,{},{},{},{,{)( AzyzxyxzyxAB  . 

Теорема 2. Пусть А – некоторое множество, содержащее n  эле-
ментов. Тогда булеан )(AB  содержит n2  элементов. 

Доказательство 
Занумеруем элементы множества },...,,{ 21 naaaA  . Тогда каж-

дому подмножеству A  можно поставить в соответствие единствен-
ным образом набор двоичных чисел: 

 )...,,,( 21 n , где 0i  или 1. 

Если элемент ia  входит в подмножество, то 1i , если нет, то 

0i . В частности: 

 )0...,,0,0( ;   A)1...,,1,1(   и т. д. 

Для каждой позиции имеется всего две возможности – 0 или 1. 
Поэтому число всех таких наборов длины n  равно 

 n

n

N 22...22
раз  

  . 

Что и требовалось доказать. 
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Определение 6. Число элементов конечного множества A  назы-
вается его мощностью или порядком и обозначается как A . 

Таким образом, согласно теореме 2 справедлива формула 

 
A

AB 2)(  .  (1) 

Определение 7. Над множествами вводятся следующие операции: 
– объединение – } или   { BxAxxBA  ; 

– пересечение – } и   { BxAxxBA  ; 

– разность – } и   {\ BxAxxBA  ; 

– дополнение – }  {\ AxxAUA  . 

Для графического изображения операций удобны диаграммы 
Венна (рис. 1). 

 U 

А В 

U

А В     BA      BA

 

а) б) 

U

А В
U 

А      A       BA \  

 

в) г) 
Рис. 1 

Свойства теоретико-множественных операций: 
1) AAA  ;  AAA  ; 
2) ABBA   ;  ABBA   – коммутативность; 
3) )()( CBACBA  ;  

    )()( CBACBA   – ассоциативность; 

4) )()()( CABACBA  ;  

    )()()( CABACBA   – дистрибутивность; 

5) AA  ;  A ; 
6) UUA  ;  AUA  ; 

7) UAA  ;   AA ; 
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8) AA   – инволюция; 

9) U ;  U ; 

10) BABA  ;  BABA   – правила де Моргана. 
Определение 8. Пусть }...,,,{ 21 NEEE – некоторое семейство 

подмножеств множества М. Тогда, если ,
1

ME
N

k

k 

  то семейство   

называется покрытием M  (рис. 2, а). Если к тому же  ji EE , то 

покрытие называется разбиением множества M  (рис. 2, б). 

 

а) б) 

Рис. 2 

Рассмотрим еще один способ построения нового множества из 
двух заданных. 

Определение 9. Декартовым (прямым) произведением двух 
непустых множеств А и В называется множество (совокупность) всех 
упорядоченных пар ),( yx , где Ax , а By . 

Декартово произведение множеств, среди которых имеется хотя 
бы одно пустое, по определению есть пустое множество. 

Обозначения декартова произведения: 

  ByAxyxBA   ,  ),( . 

По определению имеем 

  BA . 

Пример 
Для двух двухэлементных множеств находим: 

 )},(),,(),,(),,{( 
},{

},{
22211211

21

21
babababaBA

bbB

aaA





. 

Теорема 3. Для конечных множеств мощность декартового про-
изведения равна произведению мощностей. 
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 BABA  .   (2) 

Безусловно, декартово произведение можно образовать и из од-
ного множества. В этом случае оно называется степенью множества: 

 } ,  ),{(2 AyAxyxAAA  . 

Возможно и обобщение вида: 

 }  ),...,,{( 21
1 AxxxxAAA in

kk   . 

Однако в общем случае декартово произведение некоммутативно и не 
ассоциативно. 

С помощью декартова произведения легко ввести важное поня-
тие бинарного отношения, которое отражает связь между объектами, 
элементами, предметами и т.п. 

Определение 10. Бинарным отношением R , определенном на 
множествах А и В, называется всякое подмножество их декартового 
произведения: 

 BAR  . 

Если Rba ),( , то пишут aRb , т. е. a  находится в отношении R  

к b . Такая форма записи бинарного отношения называется инфикс-
ной. В важных случаях R  заменяется специальным символом, напри-

мер,  ,  , =, ,   и т. п. В случае, если BA  , говорят, что отноше-
ние R  определено на множестве A , при этом 2AR  . 

Определение 11. Пусть R  есть отношение между А и В. Тогда 
вводятся следующие отношения: 

– обратное отношение 

 }),(  ),{(1 RbaabR  ,  ABR 1 ; 

– дополнение отношения 

 }),(  ),{( RbabaR  ,  BAR  , RR , URR  ; 

– тождественное отношение 

 }  ),{( AaaaI  ,  2AI  ; 

– универсальное отношение 

 } ,  ),{( BbAabaU  ,  BAU  . 
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Удобна матричная форма задания отношения. Матрица бинар-
ного отношения BAR   вводится следующим образом: 

  







.  если  ,0

;  если   ,1

ji

ji

ijR
bRa

Rba
M   (3) 

Пример 
Пусть на множествах },,{ cbaA   и },{ yxB   задано отношение 

)},( ),,(),,( ),,{( ycxcybxaR  . Построим матрицу этого отношения: 

 
.

11

10

01

      

                    


















c

b

a

M

yx

R

 

В частности матрица 
















00

01

10

 задает дополнение отношения 

)},(),,{( xbyaR  . 
Нетрудно убедиться в справедливости следующих формул для 

матриц, введенных выше бинарных отношений: 
T
RR

MM  1  – транспонированная матрица; 


















100

010

001

EM I  – единичная матрица; 





















1...11

............

1...11

1...11

UM  – матрица, составленная из единиц; 

RUR MMM   – разность матриц. 

Определение 12. Пусть BAR 1 , CBR 2  два бинарных от-
ношения. Тогда их композицией называется отношение 

CARRR  21  , состоящее только из тех пар Rca ),( , для кото-

рых найдется элемент Bb  такой, что baR1  и cbR2 . 
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Теорема 4. Матрица композиции двух бинарных отношений 
равна произведению матриц бинарных отношений: 

 
2121 RRRR MMM  .  (4) 

Замечание. Произведение матриц осуществляется обычным образом, но 
равенство понимается с точностью до ненулевых элементов. 

Рассмотрим некоторые важнейшие типы отношений. 

Определение 13. Пусть 2AR  . Тогда отношение R  называется 

1) рефлексивным, если для  Aa    aRa ; 

2) симметричным, если для Aba  ,    bRaaRb  , т. е.  RR 1 ; 

3) антисимметричным, если для Aba ,    bRaaRb,  ba  ; 

4) транзитивным, если для Acba ,,    bRcaRb,  aRc ; 

5) полным, если для  Aba ,    ba   или aRb  или bRa . 

Пример 
Пусть R – отношение включения множества А в множество В,  

т. е.  R . Определим тип этого отношения. 

1) AA  для любого А. Следовательно, R  – рефлексивно. 

2) BA , CACB  . Следовательно, R  – транзитивно. 

3) BAABBA   , . Следовательно, R  – антисиммет-
рично. 

4) В общем случае из условия BA   не следует, что  AB  . 

Следовательно,  отношение R  симметричным не является. 

Установить тип отношения легко и по матрице отношения: 
– R – рефлексивно   RM  на диагонали содержит 1.  

– R – симметрично   R
T
R MM  . 

– R – антирефлексивно   RM  на диагонали содержит 0.  

– R – полно   RM  состоит из единиц. 

Определение 14. Пусть 2AR  . Тогда, если отношение R   

1) рефлексивно; 
2) симметрично; 
3) транзитивно, 

то R  называется отношением эквивалентности. 
Примеры отношений эквивалентности: быть параллельными для 

прямых, быть подобными для треугольников, быть равными для 
функций, выражений и т. п. 

Общая идея введения отношения эквивалентности – объединить 
объекты, которые похожи чем-то друг на друга. 
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Определение 15. Пусть R  – отношение эквивалентности, опреде-
ленное на множестве А. Тогда множество всех элементов x  из A , таких, 
что aRx  для некоторого a  называется смежным классом для a : 

   }  { aRxAxa R  . 

Важным является следующее свойство классов смежности. 

Теорема 5. Пусть R  – отношение эквивалентности на множест-
ве A . Тогда оно определяет разбиение A , состоящее из смежных 
классов. Наоборот, всякое разбиение множества A  задает отношение 
эквивалентности. 

Пример 
Пусть }3,2,1{A . Определим отношение эквивалентности 

)}3,3(),1,2(),2,2(),2,1(),1,1{(R . 

Матрица отношения 

 


















100

011

011

RM   

рефлексивна, симметрична, транзитивна (для транзитивных отноше-
ний  с точностью до ненулевых элементов выполняется соотношение 

RR MM 2 ). 

Классы смежности: 

 

 
     

  }3{3

21
}2,1{2

}2,1{1







R

RR
R

R

. 

Таким образом, разбиение A  содержит два класса     RR 3,1 . 

Определение 16. Совокупность смежных классов множества A  
по эквивалентности R  называется фактор-множеством A  по R   
и обозначается как RA / . 

Таким образом, в нашем примере     RRRA 3,1/  . 

Определение 17. Бинарное отношение ,R определенное на мно-

жестве ,A  которое является рефлексивным, антисимметричным, тран-

зитивным называется отношением частичного порядка. 

Примеры отношений частичного порядка: ,  , « x  делит y  на 
множестве N ». Общее обозначение:  . 
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Определение 18. Пусть A  – частично-упорядоченное множест-
во. Элемент a  называется наибольшим в A , если x  a  для любого 

Ax , и наименьшим, если a   x для любого Ax . 

Определение 19. Максимальным элементом частично-
упорядо-ченного множества A  называется такой его элемент ,a  для 

которого всякий x из A  либо не сравним c a , либо x a  (для мини-

мального элемента – a   x). 

Разница между наибольшим и максимальным элементами за-
ключается в том, что наибольший элемент либо отсутствует, либо 
единственный. Максимальный элемент всегда существует и их может 
быть несколько. Если наибольший элемент существует, то он автома-
тически является и максимальным элементом множества с частичным 
порядком. Аналогично для наименьшего и минимального элементов. 
Частично упорядоченное множество удобно изображать с помощью 
диаграмм Хассе, в которых сравнимые элементы, непосредственно 
следующие друг за другом, изображаются точками, соединенными 
отрезками. 

Пример 
Пусть },,{ 321 aaaA  . Введем частичный порядок как отношение 

включения подмножеств:     , определенном на подмножествах 

множества A , т. е. на булеане )(AB . 

Диаграмма Хассе будет иметь вид, представленный на рис. 3. 

А

},{ 32 aa
},{ 31 aa

},{ 21 aa  

}{ 3a}{ 2a}{ 1a  


 

Рис. 3 

Из диаграммы видно:  
– наибольший элемент A ; 
– наименьший элемент  ; 
– подмножества }{ 1a  и }{ 2a  несравнимы. 
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ЛЕКЦИИ 2–3  

ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ 

Комбинаторика (комбинаторный анализ, комбинаторная мате-
матика) – это раздел математики, изучающий способы построения 
подмножеств некоторого конечного множества с заданными ограни-
чениями. 

Сами подмножества при этом называются комбинаторными 

конфигурациями или выборками. 
Предмет комбинаторики составляют следующие задачи: 
– подсчет числа комбинаторных конфигураций (комбинаторные 

числа); 
– определение системы условий существования заданных ком-

бинаторных конфигураций; 
– разработка алгоритмов построения и генерации комбинатор-

ных конфигураций; 
– решение оптимизационных задач. 
Эти задачи находят самое широкое применение в теории алго-

ритмов, теории вероятностей, теории кодирования  и т. д. 
Так как в комбинаторике используются только конечные мно-

жества A , содержащие n  элементов, то принято в первую очередь 
указывать мощность множества: 

}...,,,{ 21 naaaA     n -множество A . 

Определение 1. Множество C , имеющее несколько экземпляров 
одного и того же элемента, называется мультимножеством. 

Пример 

 },,,,{ cbbaa  – мультимножество. 

Определение 2. Выборкой называется всякое мультимножество, 
элементы которого выбираются из элементов множества А. Число 
элементов в выборке r  определяет ее объем. 

Пример 

 },,{ 321 aaaA     },,,{ 1121 aaaaC   – 4-выборка. 

Замечание. В лекции 1, где рассматривались элементы множеств, муль-
тимножества не вводились, т. е. множества },,,{ cbaa , },,{ bca , },,,,,{ ccbba  

не различались и рассматривались как одно и то же множество },,{ cba . 
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Определение 3. Выборка, в которой порядок записи элементов 
не учитывается, называется сочетанием, а в которой учитывается – 
перестановкой. 

Введение r -сочетаний и r -перестановок охватывает все типы вы-
борок. При этом нет необходимости отдельно вводить понятие разме-
щения, так как размещение – это r -перестановка без повторений. 

Рассмотрим основные правила комбинаторики. 
I. Правило суммы (закон аддитивности). 
Число способов, которыми можно выбрать элементы n -множе-

ства A  и элементы m -множества B  при условии, что  BA , равно 
mn  . С использованием понятия мощности конечных множеств это 

правило можно записать как 

 BABA  , если  BA .  (5)  

Пример 
Лекции по физике посещают 20 студентов, а лекции по теорети-

ческой механике – 30, сколько студентов посещают указанные лек-
ции, если они происходят в одно и то же время? 

Решение 
Введем следующие множества: 
– A {студенты, посещающие физику}; 20A ; 

– B {студенты, посещающие математику}; 30B . 

По условию  BA . Тогда согласно формуле (1) находим 

503020  BABA . 

II. Правило произведения (закон мультипликативности). 
Число способов выбора элементов из декартового произведения 

двух множеств А и В объемом n  и m  равно произведению mn  : 

 mnBABA  . (6) 

Пример 
Пусть имеется 5 различных конвертов и 6 различных марок. 

Сколькими способами можно отправить письмо в конверте с маркой? 

Решение 
Введем множества: A {конверты}; B {марки};  BA  

= {(конверт, марка)}. Таким образом, 3065  BABA . 

В комбинаторике основными комбинаторными числами являются:  
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– ),(),( rnNrnU   – число различных упорядоченных выборок  

с повторением из n -множества А; 

– ),( rnNAr
n   – число различных упорядоченных выборок без 

повторений из n -множества А; 

– ),( rnC
r

n
C r

n 







  – число различных неупорядоченных выбо-

рок (сочетаний) без повторений из А; 

),( rnCC r
n   – число различных сочетаний с повторениями из   

n -множества  А. 

Теорема 1. Если выборка составляется из n -множества А, то 
введенные выше числа вычисляются по формулам: 

 rnrnU ),( ;  (7) 

 
)!(

!

rn

n
Ar

n 
 ;  (8) 

 
)!(!

!

rnr

n
C r

n 
 ;  (9) 

 
)!1(!

)!1(
1 


 

nr

rn
CC r

rn
r

n .  (10) 

Доказательство 
1. Если   – множество различных упорядоченных r-выборок с по-

вторениями, то r

r

AAAA  
раз 

... . Поэтому 

 rr
nArnU ),( . 

2. Для упорядоченной выборки, не допускающей повторений 
элементов, первый элемент можно выбрать n  способами, второй 

)1( n  и т. д. Последний элемент выбирается из оставшихся )1(  rn  

элементов. Поэтому получаем 
)!(

!
)1(...)1(

rn

n
rnnnAr

n 
   

(или более строго на языке множеств:  

 
)(nA )1()1( ...   rnn AA    )1(...)1(  rnnn ). 
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3. Если имеется r -сочетание без повторений, то упорядочить его 
можно !1...)2()1( rrrr   способами. Поэтому 

 
)!(!

!

!
!

rnr

n

r

A
CACr

r
nr

n
r
n

r
n 

 . 

4. Для подсчета числа различных  r-сочетаний с повторениями 
удобно сопоставить пронумерованным элементам множества А ячей-
ки, которые образованы )1( n  стенкой. Тогда необходимая выборка 
реализуется как конфигурация размещения r  неразличимых шариков 
в n ячеек: 

        ...     . 

Число шариков в конкретной ячейке указывает число экземпля-
ров соответствующего элемента из А в выборке, а число различных 
выборок будет равно числу перестановок r  шариков и )1( n  внут-
ренних стенок. Однако при этом в силу неразличимости шариков  
и стенок необходимо исключить перестановки между шариками и пе-
рестановки между стенками. Таким образом, получим 

 r
rn

r
n C

nr

nr
C 1

)!1(!

)!1(





 . 

Что и требовалось доказать. 

Еще один важный тип комбинаторных конфигураций составляет 
разбиение множества на непустые подмножества. 

Вначале зафиксируем тип разбиения и решим следующую зада-
чу. Разобьем n -множество А на семейство k  подмножеств   

}...,,,{ 21 kEEE  так, чтобы в первом подмножестве было 1n  элемен-

тов, во втором 2n  элементов и т. д., т. е. ii nEn )( . Очевидно, что 

должно выполняться равенство 

 nnnn k  ...21 . 

Спрашивается, сколько различных разбиений такого типа суще-
ствует. 

Теорема 2. Число различных разбиений n -множества А на k  
подмножеств с фиксированным числом элементов равно 

 
!...!!

!
),...,;(

21
21

k

k
nnn

n
nnnnC  . (11) 
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Доказательство 
Число способов выбора элементов для первого подмножества 

разбиения равно 1n
nC , для второго – 2

1

n

nn
C  , для третьего – 3

21

n

nnn
C    

и т. д. В результате для искомого числа находим 

 
.

! ... !!

!

)!...(!

)!..(
...

)!(!

)!(

)!(!

!

...)...,,;(

211

11

212

1

11

...121 11

21

kkk

k

n

nnn

n
n

n
nk

nnn

n

nnnn

nnn

nnnn

nn

nnn

n

CCCnnnnC k

k



















 

 

Что и требовалось доказать. 

Замечание. Формулу (7) можно также просто получить, используя модель 
построения разбиения с помощью системы шариков и стенок. 

Теперь перейдем к более сложной задаче определения числа 
различных разбиений  n  элементного множества на k  классов, когда 
число элементов в подмножествах не фиксировано. Единственное ус-
ловие – отсутствие пустых подмножеств. 

Определение 4. Пусть 0n , а nk 1 . Число различных раз-
биений n -множества А на k  непустых классов }...,,,{ 21 kEEE  на-
зывается числом Стирлинга второго рода и обозначается как 

),( knS . 

Теорема 3. Число Стирлинга второго рода ),( knS  обладает сле-
дующими свойствами: 

 1),()1,(  nnSnS ;   (12) 

 ),1()1,1(),( knkSknSknS  , если 3n , 12  nk .  (13) 

Доказательство 
1) Понятно, что если 1k , то разбиение содержит один элемент – 

само множество А, следовательно 1)1,( nS . Если же nk  , то опять 
имеем единственное разбиение, состоящее из одноэлементных подмно-
жеств }}{...,},{},{{ 21 kaaa , поэтому 1),( nnS . 

2) Если 2n , то все возможности исчерпываются только двумя 
уже рассмотренными случаями: 1)2,2()1,2(  SS . 

Пусть 3n , а ]1,2[  nk  (случай nk   рассмотрен в п. 1). Уда-
лив из А последний элемент na , получим (n – 1) – множество 

}{\ naAA  }...,,,{ 121  naaa . Далее рассмотрим два типа разбиений 

множества А: 
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– I тип – одноэлементное подмножество }{ na  составляет от-
дельный класс разбиения; 

– II тип – }{ na  не является отдельным классом разбиения. 

Тогда число разбиений множества A  на k  классов типа I равно 

числу разбиений множества }{\ naAA   на 1k  класс, т. е. 
)1,1(  knS . А число разбиений типа II равно числу всех различных 

разбиений множеств }{\ naAA   на k  классов, причем в каждый 

класс разбиения последовательно добавляется элемент na , т. е. имеем 

 ),1(),1(...),1(

раз  

knkSknSknS

k

    . 

В сумме получаем 

 ).,1()1,1(),( knkSknSknS   

Что и требовалось доказать.  

Следствие. Число различных разбиений n-множества на 2 клас-
са вычисляется по формуле 

 12)2,( 1  nnS   для  2n .  (14) 

Определение 5. Число всех возможных разбиений n -множества 
А на непустые классы называется числом Белла: 

 



n

k

knSnB
1

),()( .  (15) 

Для удобства определяют 1)0( B , хотя в разбиениях обычно 

пустые множества не рассматриваются. 
Важнейшим понятием дискретной математики является функ-

циональное отношение, которое есть обобщение понятия функции на 
произвольные множества. 

Определение 6. Бинарное отношение BAR   называется 

функциональным, если каждому элементу из А ставится в соответ-
ствие единственный элемент из В. 

Определение 7. Функциональное отношение BAR  , для ко-

торого для каждого элемента из В найдется хотя бы один элемент из А 

такой, что,aRb  называется сюръективным. 
Замечание. Функциональные отношения часто называют отображениями. 

Говорят, что отображение R сюръективно, если оно отображает А на В. 
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Частный и чрезвычайно важный пример отображения представ-
ляют собой подстановки. 

Определение 8. Подстановкой называется взаимно однозначное 
отображение множества первых n натуральных чисел на себя: 

 

A

A
n

n













  
...

...321

321

. 

Указанная форма записи, когда элементы в верхней строке упо-
рядочены, называется канонической подстановкой. При этом можно 
первую строку не выписывать, а указать просто набор вторых чисел 

)...,,,( 21 n . При этом подстановка называется перестановкой. 

Так как  число различных перестановок  в формульном редакторе 
по существу равно числу различных размещений n

nA , то согласно 

формуле (8) находим: 

 !nPn   (16) 

Более сложен другой вопрос, связанный с числом различных 
сюръективных отображений без взаимной однозначности. 

Определение 9. Число различных сюръективных отображений 
из n -множества A  на k-множество B  называется числом Стирлинга 

первого рода и обозначается ),( kns . 

Если разбить n -множество A  на k  непустых классов, то тогда 
можно ввести взаимно однозначное отображение, действующее из  
k-множества, элементами которого являются классы разбиения, в 
множество В. Далее, используя определение числа Стирлинга второго 
рода ),( knS  и формулу (16) для числа перестановок, получим сле-
дующий результат. 

Теорема 4. Числа Стирлинга первого и второго родов связаны 
соотношением: 

 ),(!),( knSkkns  .  (17) 

В комбинаторном анализе существует целый ряд подходов для 
изучения комбинаторных объектов и чисел. 

Теоретико-множественный подход 
Данный подход связан с вычислением мощностей конечных 

множеств. Пусть }...,,,{ 21 nAAA  – система подмножеств конечного 
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множества. Спрашивается, как найти мощности множеств, образо-
ванных из множеств iA  с помощью теоретико-множественных опера-
ций. Оказывается, что для этого надо знать только мощности самих 
множеств iA  и их пересечений. 

Теорема 5. (принцип включения-выключения) 
Пусть А и В два произвольных подмножества множества С. То-

гда для мощностей множеств справедливо соотношение 
 )()()()())(\( BAnBnAnCnBACn  .  (18) 

Следствие. Пусть А и В два конечных множества, тогда для 
мощности их объединения справедливо соотношение 
 )()()()( BAnBnAnBAn  .  (19) 

Доказательство 
Из формулы (14) в случае BAC   находим: 

 )()()()()\(

0

BAnBnAnBAnBABAn 


    

   

 )()()()( BAnBnAnBAn  .  

Что и требовалось доказать. 

Формула (15) допускает обобщения на случай объединения любо-
го конечного числа множеств. В частности, для трех множеств имеем: 

 
).()()(

)()()()()(

CBANCBnCAn

BAnCnBnAnCBAn




 

Алгебраический подход 
Он основан на использовании вспомогательных комбинаторных 

тождеств. 
Пусть имеются два семейства комбинаторных чисел  kna )(   

и  knb )( , где ...,2,1,0n ; nk ,0 . 

Теорема 6. (теорема обращения) 
Если для любого n  и nk   имеет место разложение 

 



n

l
l

l
kk nbnna

0

)()()( ,  (20) 
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причем при nk  , nm   коэффициенты l
kn)(  удовлетворяют соот-

ношению 

 








 ,  ,0

;  ,1
)()(

0 mk

mk
nn m

k

n

l

m
l

l
k   (21) 

где l
kn)(  – определенный набор комбинаторных чисел, то при nk   

справедливо разложение 

 



n

l
l

l
kk nannb

0

)()()( .  (22) 

Доказательство 
Для правой части равенства (22) с использованием соотношения 

(21) находим 
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. 

Что и требовалось доказать.  

В качестве комбинаторных чисел-коэффициентов l
kn)( , как 

правило, выбирают биномиальные коэффициенты k
nC , которые удов-

летворяют следующим соотношениям: 

1) 



n

k

knkk
n

n baCba
0

)(  – разложение бинома Ньютона;        (23) 

2) 10  n
nn CC ; 

3) kn
n

k
n C

knk

n
C 




)!(!

!
 – свойство симметрии биномиальных 

коэффициентов; 

4) n
n

k

k
nC 2

0




 – свойство суммы биномиальных коэффициентов. (24) 
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Доказательство 

Из формулы (23) при 1 ba  находим  



n

k

k
n

n C
0

2 ; 

5) 








 0  ,0

;0  ,1
)1( 0

0 n

n
C n

n

k

k
n

k  –свойство суммы  m
nC .               (25) 

Доказательство 

Из формулы (23)   1a , 1b , 0n   .00)1(
0




n
n

k

k
n

k C  

Из формулы (23)   0n    1000
0 baC .  

6) kl
kn

k
n

ln
kn

k
n

k
l

l
n CCCCCC 



   – мультипликативное свойство.  (26) 

Доказательство 

Используя выражение для k
nC  через факториалы, находим: 

 ln
kn

k
n

CCC

k
l

l
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n
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k
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Что и требовалось доказать.  

7)  













.  ,0

;  ,1
)1(
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kn
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CC k

n
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l
n

k
l
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l
n

kl

l
k

l
k

                                              (27) 

Доказательство 

Используя соотношение (26), получаем: 
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заметим,
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;1  ,00
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Ckn

Ckn
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Что и требовалось доказать. 
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Сравнивая (27) и (21), выбираем коэффициенты в виде  

 
. )1()(

,)(

l
k

lkl
k

l
k

l
k

Cn

Cn




  (28) 

Доказательство 
Имеем: 
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l

m
l

l
k
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n

l

m
l

l
k

lk
n

l

m
l

l
k CCklCCnn

000

)1()1()()(
 

 










  
    )27.(ф

00

)1()1()1()1(

m
k

k

l

m
l

l
k

mlmk
k

l

m
l

l
k

lk CCCC    

 m
k

m
k

mk  )1(    ф. (21). 

Что и требовалось доказать. 

Выбирая коэффициенты в форме (28), связь между числами 

knа )(   и  knb )(   можно записать как 

 



k

l
l

l
kk nbCna

0

)()( ; 



k

l
l

l
k

lk
k naCnb

0

)()1()( ,  (29) 

где nk  . 
Применим этот результат для получения явных формул для чи-

сел Стирлинга. 
Рассмотрим множество всех возможных отображений из n-мно-

жества А в k-множество В. Легко описать это отображение в виде  
таблицы 

 

1a  2a  ... na  
BA


  

1i
b  

2i
b  ... ni

b  
 

Число различных отображений такого рода равно 

 n

n

kkkkN  
раз  

... . 

С другой стороны, это же число можно найти, используя и числа 
Стирлинга первого рода, выбирая из множества В для отображений 
сначала 1 элемент, затем 2 элемента и т. д. Поэтому получаем равенство 
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k

l

l
k

n lnsCk
1

),( .  (30) 

С учетом доопределения 0)0,( ns  суммирование можно начи-

нать с 0. Тогда, используя равенство (29), находим: 

 






 
k

l

nl
k

lk
k

l

nl
k

lk lClCkns
10

)1()1(),( ;  (31) 

 


 
k

l

nl
k

lk lC
k

kns
k

knS
1

)1(
!

1
),(

!

1
),( .  (32) 

ЛЕКЦИЯ 4  

ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ОБЩИХ  

АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Всякую функцию типа 

 MMMM
n

   
раз  

...:  

будем называть n-арной операцией, определенной на множестве M . 
При этом число аргументов n называется арностью операции. В ча-
стности, при 2n  имеем бинарную операцию^ 

 MMM  :    ),( vuw  .  

Определение 1. Множество M  вместе с заданной на нем сово-
купностью операций }...,,,{ 21 m  называется алгеброй 

 ,MA . При этом само множество M  называется носителем 

алгебры, а совокупность операций   – сигнатурой алгебры. 
Набор арностей операций из сигнатуры   ),...,,( 21 mnnn  называ-

ется типом алгебры. 
Множество MM   называется замкнутым относительно неко-

торой операции  , определенной на ,M  если значения   на аргумен-

тах из M   сами принадлежат ,M   т. е. 

 MM  )( . 
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Если M   замкнуто относительно всех операций из сигнатуры ал-

гебры }...,,,{ 21 m , то M   называется подалгеброй алгебры .A  

 

 
Пример 
1. Для алгебры },{ , },{,   RR MA . 

Так как обе операции бинарные, то тип алгебры )2,2(A . Такая 

алгебра называется полем действительных чисел. 
Очевидно, что   },{,ZA  есть подалгебра A . 

2. Пусть задано некоторое множество ,M  а )(MB  – его булеан. 

Тогда алгебра ,,);(  MBB ¯  имеет сигнатуру ,,{    ¯} ,  

а ее тип )1,2,2( . Данная алгебра называется булевой алгеброй мно-

жеств или алгеброй Кантора.  
Если M – конечное множество, то бинарные операции могут 

быть заданы таблицами.  
Пример 
1. Рассмотрим квадрат с вершинами в точках 1A , 2A , 3A , 4A  и 

повороты вокруг центра квадрата, переводящие вершины друг в дру-
га. Зафиксируем некоторое направление поворота как положительное. 
Существует  всего 4 различных поворота, переводящих вершины в 

себя, а именно,  повороты на 0, 
2


,  , 

2

3
 радиан. Таким образом, по-

лучаем алгебру с носителем {M 1A , 2A , 3A , }4A  и четырьмя унарны-

ми операциями-поворотами },,,{  . Таблица имеет вид: 
 

         

1A  1A  2A  3A  4A  

2A  2A  3A  4A  1A  

3A  3A  4A  1A  2A  

4A  4A  1A  2A  3A  
 

Тип алгебры (1, 1, 1, 1). У этой алгебры нет подалгебр. 
2. Рассмотрим множество поворотов },,,{   с  бинарной 

операцией:   – композицией преобразований. Тогда   ;A  есть 

алгебра поворотов с носителем   и сигнатурой, состоящей из одной 
операции }{ . Тип алгебры (2). Ее таблица Кэли имеет вид: 
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◦         

          

          
          

        .  

Множество },{   образует подалгебру алгебры   ; : 
 

◦     

      

    .  
 

Далее рассмотрим различные алгебры с одной операцией. 
Определение 2. Алгебра вида  2, fM , где 2f  – некоторая би-

нарная операция MMf 2
2 :  называется группоидом. Если 2f  – 

операция типа умножения, то группоид называется мультипликатив-
ным, а если тип сложения – аддитивным. 

Для бинарной операции удобно ввести некоторые общие обо-
значения: 

 babaf 2 .  

Определение 3. Группоид называется коммутативным, если 

 abba **  ,  (33) 

и ассоциативным, если 

 cbacba **** )()(  .  (34) 

Важным примером ассоциативного группоида является множе-
ство отображений с композицией. Примером некоммутативного груп-
поида является множество матриц с операцией – матричное умноже-
ние. Пример не ассоциативного группоида – булеан )(UB  с 
декартовым произведением  . 

Определение 4. Элемент e  группоида  *;M  называется еди-

ничным для операции *, если выполняются равенства  

 aaeea  ** .  (35) 

Для мультипликативных группоидов e  есть 1, а для аддитивных – 0. 
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Замечание: Вообще-то возможно введение левого или правого единичных 
элементов. Однако, если в группоиде есть Le  и Re , то они совпадают. 

Определение 5. Группоид с ассоциативной операцией * называ-
ется полугруппой. Полугруппа с единицей называется моноидом. 

Пример 
1)  ;Z  – полугруппа, так как )()( cbacba   для лю-

бых чисел из Z . 
2)  ;Z  – группоид, но не полугруппа, так как 

)()( cbacba  . 

Рассмотрим следующий важный пример полугрупп. 
Пусть имеется множество символов ,...},{ 21 ssS  , которые на-

зовем алфавитом. Тогда некоторая упорядоченная совокупность сим-
волов образует слово. Для удобства вводится в качестве отдельного 

символа пробел . Рассмотрим множество всех символов *S . Введем 
над символами следующую бинарную операцию: 

 UVVU  .  (36) 

Ее называют конкатенацией (другие названия – сцепление, при-
писывание, слияние). Очевидно, что эта операция слияния не комму-

тативна, но ассоциативна. Следовательно, наш группоид  ,*S  яв-

ляется полугруппой. Она называется свободной полугруппой. 

Безусловно, можно выделить не все слова, а только их часть *SL  . 

Такое подмножество удобно называть языком. 
Понятие языка можно ввести на любом множестве, в частности,  

на двухэлементном множестве }1,0{ . На языке можно вводить раз-
личные грамматики типа mnba , mnabb  и т. п. Развитие такой алгеб-
раической теории приводит нас к теории автоматов. 

Всякую полугруппу можно получить из свободных полугрупп 
путем задания так называемых определяющих соотношений: 

 aa 2 ,  baab    и т. п. 

Из любого слова, используя определяющие соотношения, можно 
получить эквивалентные слова.  

Намного более сложной является обратная задача – установле-
ние эквивалентности двух слов. Эта задача приводит к теории алго-

ритмов. 
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Определение 6. Пусть G  – непустое множество с бинарной опе-
рацией  . Тогда, если выполняются следующие условия: 

1) операция   – ассоциативна; 
2) в множестве G  имеется единичный элемент e ; 

3) для 1 gGg     :  egggg    11 ; 

то множество G  называется группой. 
Таким образом, группа – это обратимый моноид. Число элемен-

тов в группе называется ее порядком. 
Группа, в которой операция   – коммутативна, называется абе-

левой. Если Gg   есть kag  , то группа называется циклической. 

Пример 
1)  ;Z  – абелева группа; 
2)   };0/{Q  – абелева группа; 
3) Пусть nS  – множество всех перестановок n -го порядка 

),...,,( 21 n . Тогда   ;nS  – симметрическая группа, где   – опе-
рация композиции перестановок. 

Определение 7. Подмножество H  группы G  называется под-

группой, если H  само образует группу. 
Очевидно, что H  должно содержать единицу e . 
Определение 8. Если H есть подгруппа G  и Ga , то множество  

 }  { HhahHa    

называется левым смежным классом для а. Обозначим его как ][aH . 

Аналогично вводится и правый смежный класс: HaaH ][ . 

Свойства смежных классов и подгрупп по подгруппе Н: 
I. Смежные классы задают разбиение группы G . 
II. (теорема Лагранжа) Порядок конечной подгруппы H  являет-

ся делителем порядка конечной группы G . 
III. Если порядок || G  есть  простое число, то у группы G  нет 

нетривиальных подгрупп. 
IV. Число различных смежных классов равно отношению 

||/|| HG . 

Алгебры с различными типами являются различными. Однако, 
если алгебры имеют один тип, то они могут быть похожи друг на дру-
га. Степень схожести характеризуется понятием «морфизм». 

Определение 9. Пусть имеются две алгебры 

  ;KA   и   *;MB . 
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Тогда отображение BA  : , удовлетворяющее условию 

 )()()( baba  * , 

называется гомоморфизмом. 
Если гомоморфизм взаимно-однозначный, то он называется 

изоморфизмом. Если установлен изоморфизм алгебр, то, получив не-
которые соотношения в алгебре А, можно их распространить на ал-
гебру В. 

Теорема 1. Любая подгруппа с единицей (моноид) изоморфна 
некоторой полугруппе преобразований носителя М. 

Теорема 2. (теорема Кэли) Всякая конечная группа изоморфна 
группе подстановок на множестве ее элементов. 

Замечание. В группе при любом количестве «умножений» не теряется ин-
формация об исходном элементе. В подгруппе это не всегда так. 

Множества, на которых кроме операций заданы отношения, на-
зываются алгебраическими системами. Если заданы только отноше-
ния, то такие множества называются  моделями.  

Определение 10. Решеткой (структурой) называется частично 
упорядоченное множество с введенными операциями: 

 },inf{ baba   – «меньше», 

 },sup{ baba   – «больше». 

Пример 
1. Любое линейно-упорядоченное множество – решетка. 
2. Введем на множестве натуральных чиселN  отношение 

 }делитель{| yxyx  . 

Тогда ),.(.. yxKOHyx  , ),.(.. yxDOHyx  . Следовательно, 

  ),.(..),,.(..; |; yxDOHyxKOHN  – решетка. 

3. Пусть )(UB  – булеан некоторого множества ,U  тогда  

  ,;);(UB  – решетка. 
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ЛЕКЦИЯ 5  

АЛГЕБРА ВЫСКАЗЫВАНИЙ И БУЛЕВЫ 

ФУНКЦИИ 

Определение 1. Высказывание – это повествовательное утвер-
ждение или математическое предложение, относительно которого 
можно точно судить истинно оно или ложно. 

Примеры 

– 21  – ложное высказывание, 
– 422   – истинное высказывание, 
– 310   и 5 – высказыванием не является. 

Всякое высказывание принимает два значения – «истина» или 
«ложь». 

Обозначения: p , q , r  – высказывания; 

  

}0  ,1{

}  ,{

}  ЛИ,{

FT – значения высказываний. 

Пример 

 0Л}21{  Fp . 

Определение 2. Конъюнкцией высказываний p  и q называется 

высказывание, которое истинно тогда и только тогда, когда истинны 
p  и q . 

Обозначение: qpqp & .  

Конъюнкция как операция соответствует использованию союза «и». 
Определение 3. Дизъюнкцией двух высказываний p  и q  назы-

вается высказывание, которое ложно тогда и только тогда, когда лож-
ны p  и q . 

Обозначение: qp .  

Дизъюнкция как операция соответствует использованию союза 
«или».  

Определение 4. Импликацией p  и q  называется высказывание, 
которое ложно тогда и только тогда, когда  p  истинно, а q  ложно. 

Обозначение: qp  .  

Импликация соответствует связи «если …, то …». p  называется 

посылкой, а q  – следствием. 
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Определение 5. Эквиваленцией высказываний p  и q называет-
ся высказывание, которое истинно тогда и только тогда, когда p  и q  

принимают одинаковые значения. 
Обозначение: p~q .  

Эквиваленция соответствует связке «р тогда и только тогда, ко-
гда q», «для p  необходимо и достаточно q». 

Определение 6. Отрицанием p  является высказывание, которое 
принимает значение обратное p . 

Обозначение: pp  .  

Отрицание есть унарная операция, которая соответствует сою-
зу «не». 

Удобной формой представления действий логических операций 
являются таблицы истинности: 

 
p  p   p  q  qp  qp   qp   p~q  

1 0  0 0 0 0 1 1 
0 1  0 1 1 0 1 0 
   1 0 1 0 0 0 
   1 1 1 1 1 1 

 
Формулой алгебры логики называется всякое высказывание, по-

строенное из элементарных высказываний с использованием введен-
ных операций. При этом важным является только значение результи-
рующего высказывания, а не его смысл. Так верными с точки зрения 
математической логики являются, например, такие удивительные вы-
сказывания: 

 «если арбуз – ягода, то снег белый». 

Действительно, введем следующие высказывания: p {арбуз – 

ягода}, q {снег – белый}.  Тогда имеем ТТТqp  . 

Для упрощения записи сложных высказываний принят следую-
щий порядок логических действий: 

 

1 2 3 4 5 

      ~ 
 

Кроме этого порядок действий регулируется скобками. 
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Определение 7. Две формулы А и В называются равносильными, 
если они принимают одинаковые логические значения на любом наборе 
значений элементарных высказываний. 

Пример 
Проверить равносильность формул: 

 )( qppA  ,  pB  . 

Решение 
 

p  q  qp  )( qpp  p  

0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
1 0 0 1 1 
1 1 1 1 1 
   А В 

 
Пример 
Проверить равносильность высказываний: 

 qpA  ,  qpB  . 

Решение 
 

p  q  qp   p qp  

0 0 1 1 1 
0 1 1 1 1 
1 0 0 0 0 
1 1 1 0 1 

    qpqp  . 

 
Простейшие равносильности составляют таблицу законов ал-

гебр высказываний. 
1. Закон идемпотентности: ,ppp  ;ppp   
2. Закон коммутативности: ,pqqp  ;pqqp   

3. Закон ассоциативности: ,)()( rqprqp    
);()( rqprqp   

4. Закон дистрибутивности: ,)()()( rpqprqp   
);()()( rpqprqp   

5. ,pFp  ;FFp   

6. ,TTp   ;pTp   
 

  BA  , т. е. pqpp  )( .
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7. ,Tpp   ;Fpp   

8. Закон инволюции: ;pp   

9. Законы де Моргана: ,qpqp  .qpqp   

Высказывания, которые на любом наборе аргументов принима-
ют значение T, называются тавтологиями, а F – контрадикциями.  

Задача. По обвинению в ограблении перед судом предстали три 
лица  А, В и С. Следствием достоверно было установлено: 

1) если А не виновен или В виновен, то С виновен; 
2) если А не виновен, то С не виновен. 
Установить, виновен ли А? 
Решение 
Введем следующие высказывания:    

 p  {А виновен}, q  {В виновен}, r  {С виновен}. 

По условию имеем: 

 























Trp

Trqp

Trp

Trqp

rp

Trqp )()(
 

 






















 Trprp

Trp

Trq

Trp

Trp

Trqrp
)()(

)()(
 

 виновен.)(  ATpTFpTrrp       

Здесь были выполнены равносильные преобразования. 
Обобщением понятия сложного высказывания является понятие 

булевой функции.  
Рассмотрим двухэлементное множество }1,0{B . 

Определение 8. Всякое отображение :f  BBBB
n

 
раз  

...  назы-

вается булевой функцией. 
Обозначение: )...,,,( 21 nxxxf , где }1,0{ix  и }1,0{f .  

Иногда булевы функции называют логическими функциями. 
Набор элементов, на которых ,1f  называются единичными. 

Булевы функции можно задавать таблицей. Удобно набор эле-
ментов записывать в порядке возрастания соответствующего двоич-
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ного числа. Такой порядок называется лексикографическим. Число 
различных наборов для функции n -аргументов ),...,,( 21 nxxxf  равно 

 n

n

22...22
раз  

  . 

Таким образом, соответствующая таблица будет иметь n2  строк. 
В каждой строке на позиции для значения булевой функции f  имеет-
ся 2 возможности – 0 или 1. Поэтому число различных булевых функ-
ций  аргументов равно  

 
n

n

2

раз  2

22...22   . 

В частности, при 1n  имеем 422   функций; 

      при 2n  имеем 1622 422

  функций; 

      при 3n  имеем 25622 823

  функций. 
С ростом n  резко возрастает число различных функций. Кроме то-

го, при больших n  таблицы истинности становятся громоздкими. По-
этому возникает необходимость в разработке алгебры булевых функций. 

Прежде чем переходить к изучению этой алгебры, рассмотрим 
более подробно функции одного и двух аргументов (табл. 1, 2). 

Таблица 1 

 

 1f  2f  3f  4f  

x  0 x  x  1 

0 0 1 0 1 

1 0 0 1 1 

 

1 константа 

 переменная 

 отрицание 

0 константа 

4

3

2

1






f

xf

xf

f

 

 

Функцию xf 2  можно рассматривать как унарную операцию. 
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Таблица 2 

  1f  2f  3f  4f  5f  6f  7f  8f  

1x  2x  0 21 xx   1x  1x  21 xx   2x  21 xx   21 | xx  

0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 
1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

 
 
 
 

 
 

Продолжение табл. 2 

  9f  10f  11f 12f  13f 14f  15f  16f

1x  2x  21 xx   
1x ~ 2x  2x  21 xx   1x  21 xx   21 xx   1 

0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 
1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 

Функции 21 xx  , 21 xx  , 21 xx  , 21 xx  , 21 xx  , 1x ~ 2x , 

21 xx  , 21 xx  , 21 | xx , 21 xx   можно рассматривать и как бинарные 
операции. А поскольку аргументы и функции f  принимают значения 

на одном и том же множестве }1,0{B , то булевы функции ...},,{ gf  

могут быть аргументами другой булевой функции. Тем самым мы 
приходим к тесной связи между композицией функций и логическими 
операциями. 

Пусть имеется некоторое множество M  булевых функций оди-
накового числа аргументов. 

Определение 9. Множество M  булевых функций называется 
замкнутым классом, если всякая суперпозиция из M  снова принад-
лежит .M  

Очевидно, что в силу конечности M  любая система  булевых 
функций порождает замкнутый класс. Такой класс называется замы-
канием ][ . 

Пример 
1. Множество всех дизъюнкций есть замкнутый класс. 
2. Множество всех конъюнкций есть замкнутый класс. 

стрелка 
Пирса 

 

21 xx   

сложение 
по mod2 

 

21 ~ xx  

штрих 
Шеффера 

 

21 xx   

правая и левая 
компликации 



 37

Чрезвычайно интересны системы функций, чьи замыкания сов-
падают со всем множеством булевых функций. В этом случае любая 
булева функция может быть представлена через композицию булевых 
функций из такой системы. 

Определение 10. Система функций  называется функцио-

нально полной, если любая логическая функция представима в виде 
суперпозиций функций из системы . 

Важнейшей функционально полной системой является система 
},,{0  . 

Очевидно, что если все функции функционально полной систе-
мы  представимы в виде композиции (суперпозиции) функции из 
системы * , то система *  тоже будет функционально полной. 

Пример 

1. Так как 2121 xxxx  , то },{   есть функционально полная 

система. 
2. 2121 xxxx   },{  – функционально полная система. 
3. }1,,{   – функционально полная система (алгебра Жегалкина). 
4. } | {  и }{  – функционально полные системы, состоящие всего 

лишь из одной булевой функции. 
Линейная функция – это функция, представленная в виде 

 nnxxx ...2211 , где i  и   – константы 0 и 1 (линейный 

многочлен Жегалкина). 
Монотонная функция – это функция, для которой из того, что 

  следует, что )()(  ff . (Порядок на двоичных наборах вво-

дится так: ),...,(),...,( 11 nn  , если kk   для   nk ,1 .) 

Самодвойственная функция – это функция, для которой 

),...,,(),...,,( 2121 nn xxxfxxxf  . 

Сохраняющая 0 функция – это функция, для которой 
0)0,..,0,0( f . 

Сохраняющая 1 функция – это функция, для которой 
1)1..,,1,1( f . 

Вообще имеется общий критерий функциональной полноты. 
Теорема Поста. Для того, чтобы система функций   была функ-

ционально полной, необходимо и достаточно, чтобы она содержала 
хотя бы одну: 

1) нелинейную;   
2) немонотонную;   
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3) несамодвойственную;  
4) не сохраняющую 0;  
5) не сохраняющую 1 функции. 

ЛЕКЦИЯ 6 

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ 

И ИХ УПРОЩЕНИЕ 

Как следует из предыдущей лекции, всякую булеву функцию 
можно представить в виде композиции функций, образующих полную 
систему. Среди всех полных систем выделяется (в силу простоты) 
система  
 } , ,{0  . 

Всякая формула, образованная с помощью системы ,0  называ-
ется булевой формулой. 

Пример 
Булевы формулы: 

 zyx  ; zyx    и т. п. 

Однако среди всех булевых формул можно выделить наиболее 
простые. 

Определение 1. Элементарной конъюнкцией (одночленом) на-
зывается булева функция, составленная из символов 

}..,,.,;...,,,{ 2121 nn xxxxxx   с помощью только операций конъюнкции.  

Очевидно, что длина конъюнкции, т. е. число «сомножителей», 
не превышает n, так как в противном случае обязательно появится 
контрадикция kk xx  . 

Определение 2. Конъюнкции максимальной длины n  называют-
ся конституэнтами 1. 

Общее число конституэнт 1 равно .2n  Название отражает тот 
факт, что конституэнта обращается в 1 только на одном единственном 
наборе аргументов. 

Далее удобно ввести следующие обозначения: 

 









.0   ,

,1   ,

x

x
x   (37) 

Тогда произвольная конъюнкция может быть записана в виде  
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 mi

m

ii
iii xxx
 ...2

11
,    nm  ,  

а конституэнты единицы есть 

 n
nxxx
 ...21

21 . 

Пример 
Выписать все элементарные конъюнкции, составленные для 

двух аргументов, отличные от констант. 
Решение 

 },,,,,, ,{ 212121212121 xxxxxxxxxxxx . 

Всего их восемь. Последние 4 формулы являются конституэнтами 1. 
Определение 3. Всякая дизъюнкция элементарных конъюнкций 

называется дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ): 

 mi

m

ii

miii
iii xxx



... 2

2

1

1
21

)...(
V .  (38)  

Естественно, что ДНФ есть булева функция.  
Интересна обратная задача сопоставления произвольной буле-

вой функции некоторой ДНФ. Эта задача всегда имеет решение в си-
лу полноты системы } , ,{0  . Однако возникает вопрос о коли-

честве решений этой задачи. К сожалению, в случае произвольной 
постановки, т. е. без фиксирования числа аргументов, она имеет неог-
раниченное множество решений. Другими словами, всякая булева 
функция может быть записана в форме ДНФ бесчисленным количест-
вом способов. Поэтому для определенности зафиксируем число аргу-
ментов, т. е. будем рассматривать класс булевых функций n  аргумен-
тов. Как было установлено нами в лекции 4, число различных 

функций вида ),...,,( 21 nxxxf   равно 
n22 . 

Подсчитаем число различных ДНФ, которые можно составить 
из n  аргументов. Число различных элементарных конъюнкций 

mi

m

ii

iii xxx


...2

2

1

1
, nm ,1   равно n3 . Следовательно, число различных 

ДНФ будет равно 
n32 . Так как ,22 32 nn

  то очевидно, что некоторые 
ДНФ представляют одни и те же функции. Среди таких ДНФ выде-
лим особый класс, в который входят только ДНФ, составленные из 
конституэнт единицы. Такие ДНФ называются совершенными дизъ-
юнктивными формами (СДНФ).  
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Теорема 1. Всякая булева функция представляется единствен-
ным образом в виде своей СДНФ: 

 n

n
n

f
n xxxxxxf




 ... ),...,( 21

21
21

1),...,,(
21 V ,  (39) 

где дизъюнкция берется по  единичным наборам функции f . 

Из теоремы следует, что СДНФ можно построить по таблице 
истинности, используя единичные наборы. 

Пример 
 

1x  2x  21 xx 
0 0 1 
0 1 1 
1 0 0 

21 xx  : 

1 1 1 

  СДНФ: 21212121 xxxxxxxx  . 

 
Единственность СДНФ позволяет легко установить равенство 

булевых функций, а именно, булевы функции, для которых СДНФ 
совпадают, равны. 

Как уже отмечалось, при большом количестве аргументов пред-
ставление булевых функций таблицами неудобно. При этом важность 
приобретают алгебраические способы получения ДНФ и СДНФ. 
Можно отметить следующие приемы и методы: 

1) с помощью правил де Моргана и двойного отрицания ( xx  ) 
все отрицания преобразуются в отрицания для переменных; 

2) лишние конъюнкции и повторения переменных удаляются с 
помощью соотношений 

 xxx  ,   xxx  ,   0xx ,   1 xx ; 

3) константы удаляются с помощью соотношений  

 00 x ,  xx 1 ,   xx  0 ,   11 x ; 

4) упрощение ДНФ часто достигается с помощью правила по-
глощения  xxFx  ; 

5) восстановление фиктивных переменных для получения 
СДНФ достигается с помощью расщепления единицы: ii xx 1 . 

Пример 

Получить СДНФ для функции 2321 xxxxF  . 
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Решение 
Последовательно находим: 

  )(   232123212321 ДНФxxxxxxxxxxxxF  

  3213213213213221 11 xxxxxxxxxxxxxxxx  

 СДНФ     321321321  xxxxxxxxx . 

Существуют и другие формы представления булевых функций, 
в частности, конъюнктивная нормальная форма (КНФ), совершенная 
конъюнктивная нормальная форма (СКНФ) и др. 

В 30-х годах прошлого века французский физик Эренфест пред-
ложил использовать аппарат булевых функций для анализа работы 
контактно-релейных схем (РКС). В настоящее время это направление 
привело к широкому проникновению алгебры булевых функций в 
расчет электронных схем. 

Пример 
Описать работу системы электронного голосования для трех го-

лосующих. 
Решение 
При голосовании трех человек решение будет принято, если за 

него проголосуют не менее двух голосовавших. Сопоставим каждому 
голосующему переключатели A , B  и C . Тогда, если в качестве при-
нятия решения рассматривать положение ключей в разомкнутом виде, 
то схема будет иметь вид: 

А 

А 

А 

А 

В

В
В
В

С

С
С
С

 

 .),,( CABCBABCAABCCBAF   

Одной из важнейших задач в алгебре булевых функций является 
задача минимизации формы функционального представления. Здесь на 
первом этапе необходимо выработать критерии минимальной формы. 

Пусть имеется ДНФ булевой функции 
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 sn KKKxxxf  ...),...,( 2121 , 

где iK , si ,1  – элементарные конъюнкции. Назовем число s  длиной 

ДНФ. 
Определение 4. ДНФ булевой функции ),...,,( 21 nxxxf  называет-

ся кратчайшей, если она содержит наименьшее число s  элементар-
ных конъюнкций по сравнению с другими ДНФ этой же функции 

),...,,( 21 nxxxf . 

Рассмотрим некоторую элементарную конъюнкцию 

 r
rxxxK
 ...21

21 . 

Число входящих в нее символов r  называют ее рангом. Тогда 
ДНФ можно характеризовать числом, равным сумме рангов конъ-
юнкций: 

 srrrR  ..21 .  (40) 

Это число естественно назвать рангом ДНФ булевой функции. 
Определение 5. ДНФ булевой функции ),...,,( 21 nxxxf  называет-

ся минимальной, если ей соответствует наименьший суммарный 
ранг R  по сравнению с другими ДНФ этой же функции. 

Таким образом, в классе ДНФ обычно формулируют одну из 
следующих задач: найти кратчайшую или минимальную ДНФ задан-
ной функции )...,,,( 21 nxxxf . При 5n  эти ДНФ могут не совпадать. 

Поиск минимальной ДНФ есть достаточно сложная задача. При 
этом весьма полезно следующее понятие. 

Определение 6. Пусть f  и g  две булевы функции, определен-

ные на множестве )},...,,{( 21 nxxx . Тогда если  

 1 gf ,  (41) 

то говорят, что функция f  имплицирует g. 

Соотношение (5) может быть заменено эквивалентным ему со-
отношением 

 ggf  .  (42) 

Из последнего легко установить, что все нулевые наборы функ-
ции f  являются также нулевыми и для функции g . 
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Если функция g  представлена в форме ДНФ, то в качестве им-

плицирующей функции f  может выступать любая элементарная 

конъюнкция из ДНФ: 

 sisii KKKKKKK ......)......( 11  . 

По этой причине элементарная конъюнкция 

 r
rxxxK
 ...21

21  

называется импликантой, соответствующей булевой функции. Если 
при удалении хотя бы одного символа из K  конъюнкция перестает 
быть импликантой, то она называется простой импликантой.  

Пример 

3121321 ),,( xxxxxxxf     211 xxK   и 312 xxK   – простые им-

пликанты. Нетрудно убедиться, что 3213 xxxK   тоже импликанта f : 

 fxxxxxxxxxxxxKf 


31

1

32132131213 )1(  . 

Но 3K  не является простой импликантой.  

Понятно, что чем меньше символов содержит импликанта, тем 
проще ДНФ. 

Теорема 2. Всякая булева функция может быть представлена в 
виде ДНФ простых импликант. 

Определение 7. Дизъюнкция всех простых импликант функции 
),...,,( 21 nxxxf  называется ее сокращенной ДНФ. 

Вообще сокращенную ДНФ можно получить из СДНФ, про-
сматривая каждую конституэнту единицы. Но, во-первых, эта задача 
очень громоздкая, а во-вторых, она зависит от порядка просмотра. 
Было установлено, что сокращенная ДНФ может содержать 

n
nl

n

c

3
)(   простых импликант, что больше, чем конституэнт едини-

цы! (Сокращенная ДНФ может иметь длину большую, чем СДНФ). 
Определение 8. ДНФ, из которой нельзя удалить ни одного им-

пликанта, называется тупиковой. 
Пример 

xyzyxzzyxf ),,(  – сокращенная ДНФ. Преобразуем ее: 
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zxyxyzzyxzxyzyxzzyxf
zz

  1  ),,(
 

 

zyxzxyyzxyxz

yx




)()(   – другая сокращенная ДНФ. 

Видно, что из первой ДНФ можно удалить одну импликанту, 
следовательно, она может быть упрощена. Вторая ДНФ является ту-
пиковой ДНФ. 

Для поиска тупиковых ДНФ полезен метод, основанный на по-
строении таблицы покрытия единицы. Множество единичных набо-
ров функции f  называется ее единичным интервалом. Понятно, что 

совокупность единичных интервалов элементарных конъюнкций, 
входящих в какую-нибудь сокращенную ДНФ f  покрывает единич-

ный интервал f . Если удаление конъюнкции не меняет покрытия, то 

мы приходим к более простой ДНФ. 
Пример 
Построить таблицу покрытия единицы для функции 

 xyzyxzzyxf ),,( . 

Решение 
Таблица имеет вид: 

 0  1  1  1  1  1  1  0  1 0 0 1
xy  1 1   
xz   1 1  
zx  1   1 
zx  1   1 
     

 )}100(),101(),111(),110{(fM – 

единичный интервал для функ-
ции f . Удаление xy  не меняет 
множества fM , следовательно, 

zyxzxyzyxzf   – тупи-

ковая ДНФ. 
 
Общая схема минимизации: 
– построение сокращенной ДНФ; 
– нахождение тупиковых ДНФ; 
– нахождение минимальной ДНФ. 
В общем случае для реализации этой схемы используется целый 

ряд приемов и методов кроме рассмотренных выше: геометрический 
метод, метод Квайна-Мак-Класки, метод Блейка, метод Петрика, ме-
тод таблиц Вейча и др. 
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ЛЕКЦИЯ 7  

СИНТЕЗ СХЕМ ИЗ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 

ЭЛЕМЕНТОВ 

В современной электронике, т. е. в технике управляющих и вы-
числительных устройств, важное место занимают дискретные преоб-
разователи: 

вход выход 
pznx  

F
1z1x  

 

Устройство F  осуществляет преобразование входных сигналов 
},...,,{ 21 nxxx  в выходные },...,,{ 21 pxzz . Важным подклассом дискрет-

ных преобразователей является класс устройств, в которых временем 
преобразования можно пренебречь по сравнению с длительностью 
сигналов. 

Математической моделью таких устройств являются так назы-
ваемые схемы из функциональных элементов (СФЭ). 

Понятие СФЭ довольно сложное и в нем можно выделить две 
части: 

1) структурную, которая включает в себя описание способов 
соединения конструкционных элементов; 

2) функциональную, которая, по существу, и ответственна за ра-
боту всей СФЭ. 

Конструкционные особенности схемы можно описать, предва-
рительно проклассифицировав способы соединения элементов. Вве-
дем основные способы соединения. 

Определение 1. Устройство, имеющее n  входов и p  выходов 

назовем логической сетью  : 

n

p
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Сеть, у которой имеется только одна вершина и при этом вход и 
выход совпадают, естественно назвать тривиальной логической се-
тью: 

вход выход
 

Определение 2. Логическую сеть с одним выходом назовем эле-
ментом F : 

n

F

 

Далее введем операции над элементной базой. 
Определение 3. Объединением двух непересекающихся сетей 

  и  , имеющих n  и m  входов и p  и q  выходов, соответственно, 

называется логическая сеть, имеющая mn   входов и qp   выходов. 


 

n

p



m

q

= 

mn 

qp 



 

Определение 4. Пусть в заданной логической сети   выделено 
m  выходов с номерами mjjj ...,,, 21 .  Подключим к   элемент ,F  

входами которого будут выделенные выходы  mjj ...,,1 . Такая опера-
ция называется присоединением элемента F  к логической сети  . 
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1mp

F

1j mj

2


 

В результате присоединения F  к   получается сеть 2 , входы 

которой совпадают с входами  , а число выходов равно )1(  mp , 

где p  – число выходов  . Очевидно, что эта операция определена 
только если pm  . 

Определение 5. Операция, в результате которой выход j  сети 

  заменяется несколькими выходами ,...,,1 kjj  называется операци-

ей расщепления выхода: 

k


3

 

Сопоставим входам переменные }...,,,{ 21 nxxx , а выходам – 

}...,,,{ 21 pzzz . Тогда удобно логическую сеть обозначить как  

 )...,,,;...,,,( 2121 pn zzzxxx . 

Функционирование СФЭ описывается системой функций алгеб-
ры логики: 

 

pz  

... 

... 
x1 nx

1z  
 

Если на вход подаются сигналы в виде двоичных кодов, а с вы-
хода также снимаются показания в виде двоичных наборов, то функ-

    












)....,,(

;

);...,,(

1

111

npp

n

xxfz

xxfz

  



 48

ции if  есть булевы функции. В дальнейшем будем рассматривать 

только этот случай. 
Пример 
Описать работу следующей схемы 

F

1j mj

2


 

Решение 
Введем входной набор }...,,,{ 21 nxxx  и выходной набор 

}...,,{ 1 
pzz , где вместо символов }...,,{

1 mjj zz  добавляется символ 

1pz , соответствующий выходу элемента F . Получим следующую 

систему, которая описывает работу заданной схемы: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Проблема синтеза СФЭ состоит в следующем. Задан базис }{F  

функциональных элементов и взята произвольная система булевых 
уравнений: 

).)...,,(,...,)...,,((

);...,,(

;

);...,,(

);...,,(

;

);...,,(

);...,,(

;

);...,,(

111

1

111

111

111

111

111

1

1

11

1









mj

n

j

mm

mm

z

nj

z

njp

npp

njj

njj

njj

njj

n

xxfxxfFz

xxfz

xxfz

xxfz

xxfz

xxfz

xxfz
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)....,,(

;

);...,,(

1

111

npp

n

xxfz

xxfz

   (43) 

Требуется сконструировать систему )...,,;...,,( 11 pn zzxx  из 
имеющихся функциональных элементов }{F , реализующих эту сис-
тему уравнений. Понятно, что решение существует, если система }{F  

полна. Но так как имеется в общем случае много решений, то из всех 
решений необходимо выбрать оптимальное. Для оценки меры опти-
мальности вводится число )(L , которое называется сложностью 

схемы. 
Вообще можно доказать, что существует алгоритм, который для 

каждой системы булевых уравнений строит минимальную схему  . При 
этом в качестве параметра )(L  выбирается число элементов в схеме. 

Простейший алгоритм – это алгоритм перебора. Однако он не 
имеет практического значения в силу его трудоемкости и больших 
временных затрат на реализацию. 

В качестве примера рассмотрим задачу построения СФЭ, реали-
зующую только одну булеву функцию 

 )...,,( 1 nxxfz  .  (44) 

Естественно, что схема );...,,( 1 zxx n  имеет один вход. Обозна-
чим сложность этой схемы как )( fL . В качестве элементарной базы 

возьмем базис F , состоящий из инвертора, дизъюнктора и конъюнктора: 

–  

 

I. Метод синтеза, основанный на СДНФ 

Представим функцию f  в виде СДНФ: 

 i

s

i
n kxxxfz V

1
21 )...,,,(


 ,  

где n
ni xxxk
 ...21

21)(  – конституэнты единицы. 
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Введем вспомогательный элемент: 

  

– при   = 0 – инвертор;

при   = 1 – тривиальное соединение 
            (конституэнта 1). 

=

 

Тогда схема k , соответствующая конъюнкции ,k  реализуется 

следующим образом: 



1 2 n



nx2x1x

n – 1  
элемент

n элементов    Здесь набор        

– или 

Используется 
ассоциативность 
конъюнкции 

k

 

Очевидно, что )1(][  nnL k . Далее, объединяя схемы ,
1k  

,
2k  …, 

sk , получим схему с выходами skkk ...,,, 21 . Подключая 

дизъюнкторы, окончательно получаем: 



1k  2k  nk

 

nx  2x  1x  

 f 

  Сложность этого алгоритма 
.2)(

1

n
A nnL   
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II. Метод синтеза, основанный на реализации ДНФ 

Рассмотрим последовательное конструирование многополюсни-

ка n , который реализует множество всех конъюнкций }...{ 1
1

p

pxx
 : 

 

– 

1  
1x

1x  1x  

1x

 

–

2x

1 2
2

и  т. д. 

 

 

 

1x  

 

–

nx

 12 n  

1n

1nx  

Для этого алгоритма  
523)(

2
 nnL n

A  

n

 

Для построения схемы, реализующей конкретную функцию 

)...,,( 1 nxxf , необходимо в многополюснике n  отобрать выходы, со-

ответствующие членам СДНФ skk ...,,1  функции ,f  и подключить их 

к схеме из дизъюнкторов, осуществляющей логическое сложение. 
При этом можно удалить лишние элементы. 

Существуют и другие схемы реализации .f  Следует отметить, 

что алгоритмы со сложностью min)( LnL   становятся более конст-
рукционно сложными. 

Пример 

Универсальный многополюсник, реализующий все функции од-

ной переменной. 
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–

1x

11xx  



1x
1x

1 11 xx 
 

Его можно рассматривать как основной блок для реализации ме-
тода Шеннона. При этом 

 
n

nUL 222][  . 

В методе Шеннона  

 
n

L
n

An

2
8 . 

Общая теория синтеза СФЭ приводит к важному выводу о том, 
что большинство булевых функций при больших n  имеют сложные 
минимальные схемы. Это означает, что практическую ценность пред-
ставляет очень узкий класс булевых функций. Поэтому наряду с уни-
версальными методами синтеза необходимо иметь методы синтеза, 
приспособленные к отдельным классам булевых функций, полнее 
учитывающие свойства этих функций. 

В качестве примера рассмотрим синтез сумматора. 
Синтез сумматора. Рассмотрим построение многополюсной 

схемы, реализующей сложение двух чисел, заданных в двоичной сис-
теме счисления. Известен алгоритм сложения «столбиком»: 

 ... 

...       

   ...

    )...(

11

1

1

11

zzz

yy

xx

qqq

nn

n

n

nn





       

 

Здесь числа qqn ...,,1  означают результаты переносов из преды-

дущих разрядов ( 01 q ). Очевидно,  
 

 )2(mod   iiii qyxz  . 

+
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Справедливо тождество 

 iiiiiiiiiiiiiiii qyxqyxqyqxyxqyxz  )( . 

Тогда ее реализация имеет вид: 

 

iz

ix iy iq

ii yx)( ii yx 

iii qyx )( 

iii qyxiiiii yxqyx  )(
iii qyx )( 

1iq

iiii yxqx 













 

–

 

Обозначим этот блок как )1( ni iB  . Тогда сумматор для двух 

n  разрядных двоичных чисел получается путем последовательного 
соединения блоков iB . 

 

nnn qyx   222   qyx 11  yx

 

1B2B  nB  

1z2znz  
1

1




nq

nz  

5][  nn qL  

 
 



 54

ЛЕКЦИЯ 8  

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ГРАФОВ 

Начало теории графов можно отнести к 1736 году, когда 
Л. Эйлер решил популярную в то время задачу о кенигсбергских мос-
тах. Этот результат более ста лет был единственным результатом в 
теории графов. И лишь в конце 19 века инженер-электрик 
Г. Кирхгофф применил теорию деревьев к анализу электрических це-
пей. Затем математик Кэли решил перечислительную задачу соедине-
ния углеводородов опять же с помощью теории деревьев. К этому пе-
риоду относится и задача о четырех красках. 

В настоящее время теория графов является неотъемлемой ча-
стью инженерного образования. Достаточно отметить в связи с этим 
проектирование систем управления, исследование автоматов, логиче-
ских цепей, блок-схем программ, теории расписаний и т. п. 

Сам термин «граф» впервые ввел в 1936 году венгерский мате-
матик Кениг. Для универсального введения понятия графа использу-
ется язык теории множеств. 

Определение 1. Пусть V  – непустое конечное множество, а )2(V  – 

множество всех его двух элементарных подмножеств. Если )2(VE  , 

то пара ),( EVG  называется конечным неориентированным гра-

фом. При этом элементы V  называются вершинами, а E  – ребрами 
графа G .  

Число вершин естественно называть порядком графа: 

 nVG || . 

Наглядно граф изображается на плоскости в виде точек, соеди-
ненных отрезками-ребрами. 

3v

1v

2v

4v
 

Если отрезок Evu ],[ , то вершины u  и v  называются смеж-

ными. Смежными также называются и ребра, имеющие общий конец. 
Если вершина v  является концом ребра e , то v  и e  называются инци-

дентными. 
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Определение 2. Множество всех вершин, смежных с вершиной v , 
называются окрестностью vN  вершины v . 

Пример 

1

2 3

4
 

Окрестность вершины 4v : }2,1{4 N ; вершины 3v  и 4v  несмеж-

ны; ребра )3,2(  и )4,1(  несмежны. 

Определение 3. Если E , т. е. нет ребер, то граф G  называет-
ся пустым. 

 

Обозначение: nO                              …  

 

Определение 4. Граф, у которого все вершины смежны, называ-
ется полным. 

 

Обозначение: nK                          … 

 
Задача. Найти число ребер графа nK . 

Решение 
Так как ребро определяется выбором двух вершин, то число ре-

бер для полного неориентированного графа равно числу сочетаний 

двух элементов из n: 
2

)1(
|| 2 


nn

CE n . 

Ответ:  )1(
2

1
nn . 

Определение 5. Если множество вершин графа VG  можно раз-
бить на 2 подмножества GV1  и GV2  так, что в каждом подмножестве 
нет смежных вершин, а любые две вершины GVu 1  и GVw 2  смеж-

ны, то граф называется полным двудольным. 
 
 

Обозначение: nmK ,                                        

 

О1 О2

К2 К3

К1,5К3,3
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Кроме простых неориентированных графов вводятся также сле-
дующие типы графов: 

 
 

 

– мультиграф: граф, допускающий  кратные ребра; 

 

– псевдограф: граф, допускающий петли; 

 

– орграф (ориентированный граф). 

 
Язык теории множеств очень удобен как для выделения частей 

графов, так и для ввода операций над ними. 
Определение 6. Граф H  называется подграфом графа G, если 
VGVH   и EGEH  . 

Важными случаями подграфа являются 
– остовный подграф:  VGVH  , EGEH  ; 

– порожденный подграф: VGVH   и в подграфе присутствуют 
все ребра, которые имелись в графе G ;  

– дерево графа: VGVH  , при этом остается минимальное число 
ребер, сохраняющих связанность. 

Пример 

 

1 5 4

2 3 

Граф G 

1 5 4

2 3

Остов
1 5 4

2 3

Дерево
1 5 4

2 3 

Дерево 

  
 ,

 

Основные операции над графами 

1. Объединение 21 GG  :  21 VGVGVG  ,  21 EGEGEG  . 

2. Дополнение G : VGGV  ,  EGVGE G \)2( . 

3. Отождествление вершин: EGNNvu u   . 
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4. Стягивание ребра (отождествление его концов). 
Стягивание ребра, по существу, есть отождествление смежных 

вершин. 
Пример 

1 

2 
3 4 

1G  

  
3 4 

5 

6 
2G

=

1

2
3 4 

21 GGG   

5

6

1 

2 
3 4 

G  

 
3 4

G

  

1

2

1 

2 

3 4 
  – отождествление 1v  и 4v  

1

2
3

1

2 
3 4 

  –  стягивание ребра }3,2{   

1

2 4

 

Определение 7. Чередующаяся последовательность вершин и 
ребер  

 },...,,,,,{ 12211 kk evevev , 

такая, что }{ 1 iii vve  называется маршрутом. 

Естественно число ребер отождествить с длиной маршрута l . 
Если в маршруте нет совпадающих ребер, то он называется цепью,  
а если различны как ребра, так и вершины, то простой цепью: 

цепь, но не простая простая цепь
 

 
Важным типом маршрутов является циклические маршруты,  

у которых 11  kvv . В частности, циклическая цепь называется цик-

лом, а простая циклическая цепь – простым циклом. 
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Определение 8. Минимальная длина циклов графа называется 
его обхватом. 

Задача. Найти обхват графа 

 

Ответ: 3.  
Определение 9. Граф называется связным, если любые две его 

вершины могут быть соединены маршрутом. 
Пример 

связный граф двусвязный граф 

 

Понятно, что каждый граф может быть представлен в виде 
дизъюнктивного объединения своих связных компонент. 

Интересна следующая задача: сколько ребер может иметь  
k-связный граф (т. е. граф, имеющий k-связных  компонент) порядка n ? 

Теорема 1. Если kGk )( , то для n -вершинного графа G  число 

ребер m  удовлетворяет неравенству 

 
2

)1)((
)(




knkn
Gmkn . 

Определение 10. Степенью вершины vdeg  называется число 

ребер с ней инцидентных. 

Лемма «о рукопожатиях» 

Сумма степеней всех вершин графа G  равна удвоенному числу 
ребер: 

 G
Vv

mv

G

2deg 


. 

Следствие. Во всяком графе число вершин нечетных степеней 
четно. 
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Определение 11. Графы, у которых все вершины имеют одина-
ковые степени, называются регулярными. 

Относительно регулярных графов можно сказать, что не суще-
ствует регулярных графов нечетного порядка с нечетной степенью 

Gdeg . 

Интересным с точки зрения компьютерной реализации является 
матричный способ задания графов. Введем в рассмотрение так назы-
ваемые булевы матрицы, элементы которых есть целые неотрица-
тельные числа. 

Определение 12. Матрица А, элементы которой равны 1, если 
вершины i  и j  смежны, и 0, если несмежны, называется матрицей 

смежности графа G . 
Ясно, что матрица смежности симметрична, а число единиц в  

i -ой строке равно степени вершины i . Безусловно, матрицу смежно-
сти можно ввести и для более общих типов графов. 

Пример 
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1 2 3  
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Матрицы смежности полезны для установления изоморфизма 

графов, т. е. графов, которые совпадают с точностью до переобозна-
чения вершин. Так у изоморфных графов матрицы смежности имеют 
одинаковые ранги: 

 UGUG rangrang  . 

Другой тип задач, который легко решается с помощью матрицы 
смежности, связан с определением числа маршрутов, которыми мож-
но соединить вершины iv  и jv . 
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Теорема 2. Пусть ),( EVG   – граф, а A  – его матрица смежно-

сти. Тогда ij
mA )(  есть число маршрутов длины m , которыми можно 

соединить вершины iv  и jv . 

Следствие: Граф G  порядка n  связен тогда и только тогда, ко-

гда матрица 12 ...  nAAAB , где n  – порядок графа, не имею-
щий нулевых элементов. 

При разработке теории графов было сформулировано много ин-
тересных задач, в которых решение находилось в классах специаль-
ных графов. Следует отметить проблему планарности, существование 
эйлеровых и гамильтоновых циклов, задачу о четырех красках и т. п. 

Интересны также и алгоритмы решения задач, например, алго-
ритм Краскала для двудольности. Ценность алгоритмов заключается  
в том, что они позволяют при решении задач со сложными графами 
использовать вычислительную технику. 

Рассмотрим следующий алгоритм. 

Алгоритм поиска в ширину 
Начиная с произвольной вершины, приписываем ей номер 0. 

Каждой из вершин ее окрестности приписываем номер 1. Теперь рас-
сматриваем поочередно окрестности вершины с номером 1 и каждой 
непомеченной вершине присваиваем номер 2. Продолжаем данный 
процесс, пока не останется непомеченных вершин. Если граф G  связ-
ный, то поиск в ширину занумерует все вершины графа. 

Далее разобьем множество VG  на две части – А и В, отнеся к А 
все вершины с четными номерами, а к В – с нечетными, и рассмотрим 
порожденные подграфы  )(AG  и )(BG . Если оба графа пусты, т. е. не 
содержат смежных вершин, то граф ),,( EBAG   – двудольный граф. 

В противном случае граф G  двудольным не является. 
Простых способов распознавания k-дольного графа при 2k  не 

существует. 
Очевидно, что данный алгоритм поиска в ширину позволяет ре-

шить следующие задачи: 
1) разбить множество вершин графа на области связности; 
2) для несовпадающих вершин u  и v  найти кратчайшую цепь, 

их соединяющую; 
3) в орграфе найти множество всех вершин, достижимых из вер-

шины v . 
В последнее время важным является направление в теории графов, 

связанное с понятием сети. Сеть – это, по существу, взвешенный орграф 
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(т. е. орграф, каждому ребру которого поставлено в соответствие некото-
рое число). Такие графы позволяют моделировать графики выполнения 
технологических процессов, оптимизировать пропускную способность 
сети, оптимизировать процессы строительства и т. п. 

Рассмотрим следующую задачу. 

Задача о коммивояжере 
Предположим, что Вы – коммивояжер (анг. – traveling salesman, 

и Вам требуется посетить, например, 5 городов А, В, С, D, E. На карте 
отмечены города, которые вязаны друг с другом дорогами. Числа для 
каждого участка соответствуют расстоянию или длине дороги. Стар-
туя из пункта А, Вы должны решить, какой порядок посещения горо-
дов выбрать так, чтобы пройденное расстояние после посещения всех 
городов и возвращения в начальный пункт А было бы минимальным. 

30D 

E

BC 
14

2632 

30
17

40

20

15 22

 

Имеется множество алгоритмов решения этой задачи, но ни 
один из них не является универсальным. Чтобы это осознать, рас-
смотрим простейший алгоритм перебора: 

1) выписать все возможные маршруты; 
2) подсчитать длины маршрутов; 
3) выбрать оптимальный маршрут, т. е. minll  . 

Результаты анализа представим в следующем виде: 
 

1. ABCDEA 109 9. ACDBEA 141 17. ADEBCA 116 
2. ABCEDA 105 10. ACDEBA 130 18. ADECBA 105 
3. ABDECA 131 11. ACEBDA 137 19. AEBCDA 115 
4. ABDCEA 130 12. ACEDBA 131 20. AEBDCA 141 
5. ABEDCA 130 13. ADBCEA 116 21. AECBDA 116 
6. ABECDA 125 14. ADBECA 137 22. AECDBA 130 
7. ACBDEA 121 15. ADCBEA 115 23. AEDBCA 121 
8. ACBEDA 116 16. ADCEBA 125 24. AEDCBA 109 
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Из таблицы следует, что оптимальными маршрутами с наикрат-
чайшей длиной являются  

 ABCEDA   и   ADECBA. 

Фактически оба маршрута совпадают, но противоположны по 
направлению. Для нашего примера алгоритм перебора дает решение 
достаточно быстро. Однако имеется одна очень серьезная проблема, 
связанная с тем, что с увеличением числа пунктов резко возрастает  
число возможных маршрутов. Закон роста – факториальный.  По этой 
причине алгоритм перебора относится к классу тривиальных алго-
ритмов и для решения прикладных задач практически не применятся. 

Разработка оптимальных алгоритмов является одной из важ-
нейших задач так называемой теории алгоритмов. 
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