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1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ОБЪЕКТОВ 
ПРОЕКТИРОВАНИЯ 

Для эффективного использования технических и языковых 
средств САПР инженер должен ориентироваться в вопросах матема-
тического обеспечения, которое определяет содержание процедур 
взаимодействия инженера с ЭВМ. Знание особенностей математиче-
ских моделей, методов и алгоритмов решения проектных задач необ-
ходимо инженеру для постановки задач, правильной формулировки 
исходных данных и интерпретации получаемых результатов, при 
принятии решения об использовании компонентов математического 
обеспечения в процессе решения проектных задач [1]. 

Математической моделью (ММ) называют совокупность мате-
матических объектов (чисел, переменных, матриц, множеств и т. п.) и 
связей между ними, отображающих важнейшие для проектирования 
свойства технического объекта (ТО). Выполнение проектных опера-
ций и процедур в САПР основано на оперировании ММ. С их помо-
щью прогнозируются характеристики и оцениваются возможности 
предложенных вариантов схем и конструкций, проверяется их соот-
ветствие предъявляемым требованиям, проводится оптимизация па-
раметров, разрабатывается техническая документация и т. д. 

При автоматизации проектирования специфика проектируемых 
объектов находит свое отражение, прежде всего, в их ММ. При про-
ектировании таких сложных объектов, как трактор, приходится иметь 
дело с множеством ММ отдельных агрегатов, узлов, деталей, причем 
каждый из элементов конструкции требует, как правило, разработки 
нескольких ММ, описывающих ограниченный круг свойств элемента. 
Так, такой относительно простой, на первый взгляд, элемент конст-
рукции, как пневматическое колесо, имеет отдельные ММ для описа-
ния его состава, формы, тяговых, упругих и амортизирующих 
свойств, свойств, определяющих его грузоподъемность, влияние на 
управляемость и устойчивость движения машины и т. д. 

Несмотря на многообразие ММ, применяемых в САПР трактора 
и комбайна, они имеют много общего; в частности, это относится к 
классификации, требованиям, принципам и методам создания ММ и 
использования их в процессе моделирования. Прежде чем знакомить-
ся с ММ, остановимся вкратце на таких понятиях, как структура, па-
раметры и фазовые переменные ТО (модели). 
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Структура – это упорядоченное множество элементов и их от-
ношений. ТО при системном подходе представляется системой, со-
стоящей из упорядоченно взаимодействующих элементов. 

Структура технического объекта характеризуется качествен-
ным и количественным составом элементов и их взаиморасположени-
ем или взаимосвязями. Качественное различие элементов определяет-
ся их физическими свойствами. Количественно физические свойства 
элементов выражаются некоторыми скалярными величинами, назы-
ваемыми параметрами элементов [2]. 

Характеристики функционирования ТО зависят от его физиче-
ских свойств и внешних воздействий окружающей среды. 

Физические свойства объекта определяются его структурой и 
параметрами элементов, из которых он состоит. Внешние воздействия 
зависят от свойств внешней среды и характера ее взаимодействия с 
ТО. Физические свойства внешней среды также определяются ее па-
раметрами. 

Параметр – это величина, характеризующая свойство или ре-
жим работы, объекта. Под объектом здесь понимается как отдельный 
элемент технической системы, так и вся система в целом. Следует от-
метить, что параметрами технической системы являются показатели 
качества и эффективности: производительность, рабочая скорость, 
грузоподъемность, удельная материалоемкость, удельная энергоем-
кость, габариты, масса, показатели надежности, показатели качества 
переходных процессов и др. Эти параметры называют выходными па-
раметрами ТО. 

Вектор выходных параметров ТО – )....,,,( 21 myyyY   
Если структура ТО определена, то его выходные параметры за-

висят только от параметров элементов и параметров внешней среды:  

 ),,( QXfY


  (1.1) 

где f – функциональная зависимость, определяемая структурой ТО; 
)...,,,( 21 nxxxX 


 – вектор внутренних параметров; 

)...,,,( 21 kqqqQ 


 – вектор внешних параметров. 
Внутренние параметры – это параметры элементов, из которых 

состоит ТО. Например, двигатель и трансмиссия являются элемента-
ми трактора. Их выходные параметры – это мощность двигателя, пе-
редаточные числа трансмиссии и одновременно это внутренние пара-
метры для трактора.  
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Внешние параметры – это параметры внешней среды, оказы-
вающей влияние на функционирование ТО.  

Например, для комбайна внешняя среда – убираемая культура и 
опорная поверхность. Параметры опорной поверхности включают в 
себя углы продольного и поперечного уклонов, коэффициенты сопро-
тивления качению и сцепления колес с почвой. Параметры убираемой 
культуры – урожайность, ее плотность и влажность, а также другие 
физико-механические свойства. 

В большинстве случаев связь между выходными, внутренними и 
внешними параметрами известна не в виде явной зависимости (1.1),  
а задается в алгоритмической форме, например, через числовое реше-
ние системы уравнений. 

Уравнения, решение которых требуется для определения вы-
ходных параметров, обычно являются математическим описанием 
функционирования проектируемого объекта. В этих уравнениях неза-
висимыми переменными могут быть время, частота, пространствен-
ные координаты, а зависимыми переменными – фазовые переменные 
(величины, характеризующие состояние объекта и поэтому называе-
мые также переменными состояниями). Примерами фазовых пере-
менных могут служить скорости, силы, напряжения и деформации в 
механических системах, давления и расходы в гидравлических систе-
мах, напряжения, токи и заряды в электрических системах и т. д. Век-
тор фазовых переменных задает точку в пространстве, называемом 
фазовым пространством. 

К типичным фазовым переменным на микроуровне относятся 
механические напряжения и деформации, давления, температуры, 
электрические потенциалы, концентрации частиц, плотности токов.  
В связи с учетом характера воздействий и фазовых переменных, рас-
пределенных в пространстве, эти модели называют распределенными. 
Подобные модели используются, например, для определения распре-
деления напряжений в деталях конструкции, распределения темпера-
туры по поверхности и внутри накладок фрикционного сцепления в 
процессе его включения, исследования процесса взаимодействия 
пневматического колеса с дорогой. Усложнение задачи при увеличе-
нии протяженности пространственных и временных областей приво-
дит к необходимости перехода к следующему иерархическому уров-
ню – макроуровню. 

На макроуровне производится дискретизация пространства с 
выделением в качестве элементов отдельных деталей. Такая дискре-
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тизация означает переход от распределенных моделей к сосредото-
ченным, при этом из числа независимых переменных исключают про-
странственные координаты. Элементами этого уровня являются объ-
екты, которые на микроуровне рассматривались как системы 
(например, валы, пружины, элементы сопротивления). Параметры 
этих элементов, будучи на микроуровне выходными, становятся 
внутренними. Примерами выходных параметров макроуровня явля-
ются касательная сила тяги колеса, время и работа буксования фрик-
ционного сцепления, уровень нагрузки в отдельных элементах конст-
рукции. 

Математические модели на макроуровне представляют собой 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), кото-
рые в частных случаях решения статических задач превращаются в 
системы алгебраических или трансцендентных уравнений. Для их по-
лучения и решения используют численные методы. В качестве фазо-
вых переменных фигурируют силы, скорости, температуры, расходы, 
электрические напряжения, токи и т. д. Они характеризуют проявле-
ния внешних свойств элементов при их взаимодействии между собой 
и внешней средой. 

С увеличением числа элементов системы возможности решения 
задач с использованием ММ макроуровня резко сужаются. В этом 
случае целесообразен переход к следующему, более высокому иерар-
хическому уровню. 

На метауровне с помощью дальнейшего абстрагирования от ха-
рактера физических процессов удается получить приемлемое по 
сложности описание процессов, протекающих в проектируемых объ-
ектах. Математические модели на метауровне – системы ОДУ, систе-
мы алгебраических уравнений, системы логических уравнений, ими-
тационные модели систем массового обслуживания. Здесь роль 
элементов и внутренних параметров выполняют системы и выходные 
параметры предыдущего иерархического уровня. Так, элементами 
трактора на метауровне можно считать двигатель, коробку передач, 
ведущий мост, колесо. Моделирование на метауровне позволяет вы-
полнить тяговый расчет трактора, решить вопросы компоновки ма-
шин, выполнить основные расчеты на прочность и сопротивление ус-
талости деталей. 
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1.1. Технология автоматизированного  
проектирования 

Технология автоматизированного проектирования ТО базируется 
на системном подходе, использующем принципы декомпозиции, иерар-
хичности, итеративности, локальной оптимизации и комплексного 
осуществления процесса проектирования, включающего функциональ-
ный, конструкторский и технологический аспекты [1]. Схема типово-
го маршрута проектирования ТО в среде автоматизированного проек-
тирования представлена на рис. 1.1. Основные компоненты маршрута 
предусматривают выполнение процедур анализа и синтеза, выступаю-
щих в диалектическом единстве. 

Анализ технического объекта – это изучение его физических 
свойств, характеризуемых выходными параметрами. При анализе не 
создаются новые объекты, а исследуются заданные на основе изуче-
ния процессов их функционирования. Для этого проводятся вычисли-
тельные эксперименты с использованием математических моделей 
объектов. 

Синтез технического объекта – это создание новых вариантов, 
обеспечивающих заданный алгоритм функционирования и выполне-
ние технических требований к объекту. 

Если определяют наилучшие в некотором смысле структуру и 
параметры, то синтез называют оптимизацией. При определении оп-
тимальных значений параметров говорят о параметрической оптими-
зации. Задачу выбора оптимальной структуры называют структурной 
оптимизацией. 

Иерархичность и декомпозиция процесса проектирования ТО 
обусловливают многообразие решаемых задач, их целей и используе-
мых ММ на различных стадиях и этапах.  

В общем случае задачей синтеза является определение структу-
ры и параметров ТО. В связи с различием ММ непрерывных и дис-
кретных объектов методы решения задач их синтеза различны. 

Рассмотрим подробнее проектирование ТО на основе маршрута, 
приведенного на рис. 1.1. Объектом проектирования может быть лю-
бой элемент ТО, выделенный в результате декомпозиции. 

Формализовать и автоматизировать процедуру синтеза структу-
ры сложно, поэтому синтез структуры объекта обычно осуществляет-
ся перебором возможных вариантов, генерируемых эвристическими 
методами. Для каждого варианта структуры формируется своя ММ,  
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и выбираются исходные значения внутренних параметров. Сравни-
вать альтернативные варианты структур можно лишь после определе-
ния оптимальных параметров элементов объекта.  

 
Рис. 1.1. Схема типового маршрута проектирования  

технического объекта в САПР 

Математические описания элементов структуры проектируемо-
го объекта известны и хранятся в базе данных. В результате формиро-
вание ММ представляет собой синтез абстрактной модели объекта. 
Процедура синтеза при этом легко формализуется и может быть ав-
томатизирована. Оптимизации подлежат обычно не все параметры 
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объекта, а только некоторая их часть. Это обусловлено тем, что при 
проектировании технических объектов широко используются стан-
дартные и унифицированные элементы, параметры которых не могут 
быть изменены. Параметры элементов объекта, подлежащие оптими-
зации, называют управляемыми параметрами. 

При проектировании часто ограничиваются сравнением не-
скольких альтернативных вариантов структур, а иногда поиск реше-
ния заканчивают, если найден вариант, удовлетворяющий техниче-
ским требованиям. Такое проектное решение называют допустимым. 

Если сравнивается ограниченное число вариантов структур, то 
основными компонентами технологического маршрута проектирова-
ния являются синтез структуры, анализ и оптимизация параметров 
вариантов структур, процедура оценки и принятия решения. 

1.2. Основные этапы математического  
моделирования 

Для обсуждения и обоснования основных подходов к разработке 
проблем математического моделирования технических объектов (ТО) 
представляется целесообразным предварительно рассмотреть условную 
схему (рис. 1.2), определяющую последовательность проведения от-
дельных этапов общей процедуры вычислительного эксперимента. Ис-
ходной позицией этой схемы служит (ТО), под которым будем пони-
мать конкретное техническое устройство, его агрегат или узел, систему 
устройств, процесс, явление или отдельную ситуацию в какой-либо сис-
теме или устройстве. 

На первом этапе осуществляют неформальный переход от рас-
сматриваемого ТО к его расчетной схеме (PC). При этом в зависимо-
сти от направленности вычислительного эксперимента и его цели ак-
центируют те свойства, условия работы и особенности ТО, которые 
вместе с характеризующими их параметрами должны найти отраже-
ние в PC, и, наоборот, аргументируют упрощения, позволяющие не 
учитывать в PC те качества ТО, влияние которых предполагают в рас-
сматриваемом случае несущественным. Иногда вместо PC использу-
ют термины содержательная модель ТО, а в некоторых случаев – 
концептуальная модель. 

В сложившихся инженерных дисциплинах (в механике материа-
лов, электротехнике, гидравлике и электронике) помимо описатель-
ной информации для характеристики PC разработаны специальные 
приемы и символы наглядного графического изображения.  
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Рис. 1.2. Основные этапы математического моделирования 

При разработке новых ТО успешное проведение первого этапа в 
значительной мере зависит от профессионального уровня инженера, 
его творческого потенциала и интуиции. Полнота и правильность 
учета в PC свойств ТО, существенных с точки зрения поставленной 
цели исследования, являются основной предпосылкой получения дос-
товерных результатов математического моделирования. И наоборот, 
сильная идеализация ТО ради простоты PC может обесценить все по-
следующие этапы исследования. 

Содержание второго этапа состоит в математическом описании PC. 
Это описание в виде математических соотношений, устанавливающих 
связь между параметрами, характеризующими PC TO, и называют ма-
тематической моделью. 

Для некоторых типовых PC существуют банки ММ, что упрощает 
проведение второго этапа. Более того, одна и та же ММ может соответ-
ствовать PC из различных предметных областей. Однако при разработке 
новых ТО часто не удается ограничиться применением типовых PC  
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и отвечающих им уже построенных ММ. Создание новых ММ должно 
опираться на достаточно глубокую математическую подготовку и вла-
дение математикой как универсальным языком науки. 

На третьем этапе проводят качественный и оценочный количе-
ственный анализ построенной ММ. При этом могут быть выявлены 
противоречия, ликвидация которых потребует уточнения или пере-
смотра PC (штриховая линия на рис. 1.2). Количественные оценки мо-
гут дать основания упростить модель, исключив из рассмотрения не-
которые параметры, соотношения или их отдельные составляющие, 
несмотря на то, что влияние описываемых ими факторов учтено в PC. 
Иногда удается построить несколько ММ для одного и того же ТО, 
отличающихся различным уровнем упрощения. В этом случае говорят 
об иерархии ММ, что означает упорядочение ММ по признаку их 
сложности и полноты. 

Построение иерархии ММ связано с различной детализацией 
свойств изучаемого ТО. Сравнение результатов исследования различ-
ных ММ может существенно расширить и обогатить знания об этом 
ТО. Кроме того, такое сравнение позволяет оценить достоверность 
результатов последующего вычислительного эксперимента: если бо-
лее простая ММ правильно отражает некоторые свойства ТО, то ре-
зультаты исследования этих ММ должны быть близки к результатам, 
полученным при использовании более полной и сложной ММ. 

Итог анализа на рассматриваемом этапе – это обоснованный вы-
бор рабочей ММ ТО, которая подлежит в дальнейшем детальному ко-
личественному анализу. Успех в проведении третьего этапа зависит 
от глубины понимания связи отдельных составляющих ММ со свой-
ствами ТО, нашедшими отражение в его PC, что предполагает соче-
тание владения математикой и инженерными знаниями в конкретной 
предметной области. 

Четвертый этап состоит в обоснованном выборе метода количе-
ственного анализа ММ, в разработке эффективного алгоритма вычис-
лительного эксперимента, а пятый этап – в создании работоспособной 
программы, реализующей этот алгоритм средствами вычислительной 
техники. Для успешного проведения четвертого этапа необходимо 
владеть арсеналом современных методов вычислительной математи-
ки, а при математическом моделировании довольно сложных ТО вы-
полнение пятого этапа требует профессиональной подготовки в об-
ласти программирования на ЭВМ. 

Получаемые на шестом этапе результаты вычислений должны, 
прежде всего, пройти тестирование путем сопоставления с данными 
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количественного анализа упрощенного варианта ММ. Тестирование 
может выявить недочеты, как в программе, так и в алгоритме, и по-
требовать доработки программы или же модификациии алгоритма и 
программы. Анализ результатов вычислений и их инженерная интер-
претация могут вызвать необходимость в корректировке PC и соот-
ветствующей ММ. После устранения выявленных недочетов триаду 
«модель – алгоритм – программа» можно использовать в качестве ра-
бочего инструмента для проведения вычислительного эксперимента и 
выработки практических рекомендаций, направленных на совершен-
ствование ТО, что составляет содержание седьмого, завершающего 
«цикл» этапа математического моделирования. 

Представленная последовательность этапов носит общий и уни-
версальный характер, хотя в некоторых конкретных случаях она может 
и несколько видоизменяться. Если при разработке ТО можно использо-
вать типовые PC и ММ, то отпадает необходимость в выполнении ряда 
этапов, а при наличии и соответствующего программного комплекса 
процесс вычислительного эксперимента становится в значительной сте-
пени автоматизированным. Однако математическое моделирование ТО, 
не имеющих близких прототипов, как правило, связано с проведением 
всех этапов описанного «технологического цикла». 

1.3. Математические модели  
в инженерных дисциплинах 

Осуществление отдельных этапов математического моделирова-
ния, рассмотренных в п. 1.2, требует определенных знаний, навыков  
и практической подготовки. Если первый, седьмой и частично шестой 
этапы применительно к моделированию технических объектов типичны 
для амплуа инженера, то второй, третий и четвертый этапы предполага-
ют наличие серьезной математической подготовки, а пятый – навыков  
в разработке и отладке ЭВМ-программ. Поэтому к математическому мо-
делированию сложных ТО приходится привлекать и инженеров, и мате-
матиков, и программистов. Однако для координации их усилий необхо-
димы специалисты, способные осуществить каждый из рассмотренных 
этапов на высоком профессиональном уровне. 

Подготовка таких специалистов составляет одну из ключевых 
проблем, от успешного решения которой зависит эффективное ис-
пользование возможностей математического моделирования при соз-
дании технических устройств и их систем.  
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Успех в решении указанной проблемы в значительной степени 
зависит от укрепления междисциплинарных связей между курсами 
высшей математики, физики, теоретической механики, информатики 
и инженерными дисциплинами. Связующим звеном при этом могут 
быть математические модели явлений и процессов, являющихся 
предметом изучения в дисциплинах естественно-научного цикла и 
лежащих в основе функционирования ТО в конкретных областях тех-
ники. Эта связь может обеспечить методическое единство и преемст-
венность циклов математической, естественно-научной и специаль-
ной подготовки будущего инженера [3]. 

Такие инженерные дисциплины, как прикладная механика, гид-
равлика, электротехника, электроника и некоторые другие можно с оп-
ределенных позиций рассматривать как упорядоченное множество 
расчетных схем (PC) и ММ соответствующих ТО. Прежде всего, в ин-
женерных дисциплинах изучают PC и ММ так называемых типовых 
элементов, часто встречающихся в данной отрасли техники. Например, 
в электротехнике роль простейших типовых элементов играют пассив-
ные электрические двухполюсники: резисторы, конденсаторы и катуш-
ки индуктивности. Но даже каждому из таких простых элементов в за-
висимости от условий его работы соответствуют несколько PC, 
поэтому «говорят» об иерархии ММ. 

В электротехнике и электронике, по существу, сформирован так 
называемый банк PC и ММ типовых элементов, что в сочетании с 
принятой системой наглядного графического представления связей 
между этими элементами позволяет строить ММ достаточно сложных 
устройств. Аналогичная ситуация существует в инженерных дисцип-
линах, предметом изучения которых являются механические, тепло-
вые, пневмогидравлические системы и системы, в которых одновре-
менно протекают процессы различной физической природы. Так, в 
механике материалов банк PC построен с учетом формы типовых 
элементов на основе принятых предположений (гипотез) о распреде-
лении перемещений или механических напряжений в этих элементах. 
Причем каждой PC (стержню, балке, пластине, оболочке) соответст-
вует ММ, область применения которой ограничена принятыми гипо-
тезами. 

Следует отметить определяющую роль гипотез при формирова-
нии PC типовых элементов. При этом целесообразно отдавать пред-
почтение более простым гипотезам по сравнению с искусственными и 
обычно трудно проверяемыми. Если простая гипотеза верна, то ее 
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обычно легко аргументировать и подтвердить экспериментально. Ес-
ли же она вызывают сомнение, то ее нетрудно опровергнуть либо на 
основе контрпримеров и непосредственных наблюдений, либо исходя 
из соответствующим образом поставленных экспериментов, либо при 
получении противоречивых результатов уже на стадии количествен-
ного анализа ММ, построенной с использованием этой гипотезы. Од-
нако, принятие простой гипотезы не всегда равносильно построению 
простых PC и ММ изучаемого ТО. 

Остановимся на особенностях построения ММ в инженерыx 
дисциплинах. Математик-теоретик обычно выбирает для исследова-
ния уже построенную ММ, т. е. начинает работу с формулировки ма-
тематической задачи и затем уже не подвергает сомнению эту форму-
лировку, а лишь обосновывает свои преобразования и этапы решения 
задачи. При этом в некоторых случаях полученные результаты удает-
ся применить непосредственно к конкретному ТО. Но в технике ни 
одну достаточно сложную задачу нельзя поставить таким образом. 
Любое формулирование технической задачи является условным. Если 
некоторое следствие формулировки такой задачи неверно или непри-
емлемо, то задачу приходится переформулировать, так как любая по-
следовательность математических символов, записанных при по-
строении ММ, является в действительности последовательностью 
утверждений содержательного характера, связанных с конкретным 
исследуемым ТО. Поэтому при математическом моделировании ТО 
необходимо учитывать как математическую, так и содержательную 
сторону задачи, связывая одну с другой. Забвение относительного со-
ответствия ММ реальному ТО может привести к ошибкам, связанным 
с приписыванием ТО свойств его ММ.  

Отмеченные особенности дают повод для того, чтобы еще раз 
подчеркнуть важность умения согласовывать этап формирования PC с 
этапом построения ММ изучаемого ТО (этапы I и II на рис. 1.2). Это 
умение обычно складывается у студентов при выполнении междис-
циплинарных курсовых работ, проектов, при самостоятельном реше-
нии прикладных математических задач, имеющих конкретное техни-
ческое содержание. Для формирования таких навыков необходимы 
специальные учебные пособия, в которых на примерах ТО, изучаемых 
в инженерных дисциплинах, была бы детально и аргументированно 
раскрыта взаимная связь рассматриваемых этапов. В качестве приме-
ра такого пособия можно назвать выдержавшую пять изданий книгу 
В. И. Феодосьева «Избранные задачи и вопросы по сопротивлению 
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материалов», содержание и методическое значение которой для уг-
лубленного понимания особенностей математического моделирова-
ния ТО существенно шире ее названия. 

Акцент на взаимной связи этапов формирования PC и построе-
ния ММ исследуемого ТО не противоречит, а дополняет совершенст-
вование триады «модель–алгоритм–программа» и ее внедрение в со-
временные информационные технологии. В этой триаде основное 
внимание уделено проблемам анализа построенных ММ, методам вы-
числительной математики при помощи средств вычислительной тех-
ники (т. е. этапам IV и V на рис. 1.2). Изолирования этапов, связанных 
с построением ММ или разработкой алгоритмов и пакетов программ, 
как и обучение, выполнению этих этапов по отдельности, недостаточ-
но для эффективного использования преимуществ математического 
моделирования. Наличие современных ЭВМ само по себе еще не ре-
шает проблему. Необходимо «интеллектуальное ядро» вычислитель-
ной техники, которым является ее математическое обеспечение, со-
ставляющее, по оценкам, не менее 80 % от общей стоимости 
разработки информационных технологий. 

Удобства, предоставляемые программным обеспечением совре-
менных ЭВМ их пользователям, часто приводят к стремлению обра-
титься при количественном анализе ММ к существующим и постоян-
но совершенствуемым универсальным пакетам типа MathCAD, Matlab 
и т. п. Более того, универсальность ММ и формирование банков ти-
повых ММ позволяют создавать программные комплексы типа 
NASTRAN или ANSYS, в которые исходная информация вводится 
даже не в виде ММ, а в виде PC изучаемого ТО. 

Однако метод, который годится для решения многих стандарт-
ных задач, часто не является наилучшим при решении конкретной за-
дачи, особенно нестандартной, а нередко и вообще неприменим. Но в 
инженерной практике решать приходится в основном нестандартные 
задачи, потому что стандартные почти все решены или могут быть ре-
шены без особых творческих усилий. При решении новых и сложных 
задач, не имеющих близких аналогов, путь формального обращения к 
универсальным пакетам и программным комплексам может привести к 
получению результатов, которые не удастся интерпретировать приме-
нительно к рассматриваемому ТО. В таких случаях анализ ММ нужно 
строить на умелом сочетании качественных оценок, аналитических ме-
тодов и применения ЭВМ, помня, что цель расчетов – не числа, а по-
нимание.  
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1.4. Классификация математических моделей 

При проектировании ТО используют разные ММ в зависимости 
от уровня иерархии, степени декомпозиции системы, аспекта, стадии 
проектирования. На любом уровне иерархии объект проектирования 
представляют в виде некоторой системы, состоящей из элементов.  
В этой связи различают ММ элементов и систем [4]. 

При переходе к более высокому иерархическому уровню струк-
турирования система низшего уровня становится элементом системы 
нового уровня, и, наоборот, при переходе к низшему уровню элемент 
становится системой. В этом случае часто оказывается нецелесооб-
разным использование одних и тех же видов ММ на разных уровнях. 
Обычно, чем ниже уровень иерархии структурирования ТО, тем более 
детально описание его физических свойств. Следовательно, на низ-
ших уровнях используют наиболее сложные ММ. На высших уровнях 
могут быть с успехом применены более простые модели. Их можно 
получить путем аппроксимации моделей низших иерархических 
уровней. 

В общем случае уравнения ММ связывают фазовые переменные 
(фазовые координаты), характеризующие состояние ТО в процессе 
его функционирования. Вектор фазовых переменных задает точку в 
пространстве, называемом фазовым пространством. Фазовое про-
странство многомерное, его размерность определяется количеством 
используемых фазовых координат. 

К ММ предъявляются требования точности, адекватности, 
экономичности, универсальности. Эти требования противоречивы, 
поэтому обычно для проектирования каждого объекта используют 
свою оригинальную модель [4]. 

Модель считается адекватной, если отражает исследуемые свой-
ства с приемлемой точностью. Точность оценивается степенью сов-
падения предсказанных в процессе вычислительного эксперимента на 
модели значений выходных параметров с истинными их значениями. 
Погрешность модели   по всей совокупности т учитываемых выход-
ных параметров оценивается одной из норм вектора 

:)...,,,( 21 mМ   

 ,max jm  
 ],:1[ mj   (1.2) 
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где j  – относительная погрешность модели по j-му выходному пара-

метру: 

 ,/)( jjjj yyy   

где jy  – значение j-го выходного параметра, полученное в результате 

вычислительного эксперимента на принятой для проектирования ма-
тематической модели; yj – значение того же параметра, полученное 
при испытаниях ТО в контролируемых тестовых условиях или в вы-
числительном эксперименте на более сложной ММ, точность которой 
проверена и отвечает принятой норме. 

Математические модели ТО, используемые при проектирова-
нии, предназначены для анализа процессов функционирования объек-
тов и оценки их выходных параметров. Они должны отображать фи-
зические свойства объектов, существенные для решения конкретных 
задач проектирования. При этом ММ должна быть как можно проще, 
но в то же время обеспечивать адекватное описание анализируемого 
процесса. 

Классификация ММ, используемых при проектировании техни-
ческих объектов, приведена на рис. 1.3. 

В зависимости от степени абстрагирования при описании физи-
ческих свойств технической системы различают три основных иерар-
хических уровня: верхний или метауровень; средний или макроуро-
вень; нижний или микроуровень. 

Метауровень соответствует начальным стадиям проектирова-
ния, на которых осуществляется научно-технический поиск и прогно-
зирование, разработка концепции и технического решения, разработ-
ка технического предложения. Для построения ММ метауровня 
используют методы морфологического синтеза, теории графов, мате-
матической логики, теории автоматического управления, теории мас-
сового обслуживания, теории конечных автоматов. 

На макроуровне объект проектирования рассматривают как дина-
мическую систему с сосредоточенными параметрами [5], [6]. ММ мак-
роуровня представляют собой системы ОДУ. Эти модели используют 
при определении параметров ТО и его функциональных элементов. 
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На микроуровне объект представляется как сплошная среда с рас-
пределенными параметрами. Для описания процессов функционирова-
ния таких объектов используют дифференциальные уравнения в частных 
производных. На микроуровне проектируют неделимые по функцио-
нальному признаку элементы технической системы, называемые базо-
выми элементами. Примерами таких элементов являются рамы, панели, 
корпусные детали, валы, диски фрикционных механизмов и др. Проекти-
рование их основано на анализе сложнонапряженного состояния. При 
этом, естественно, базовый элемент рассматривается как система, со-
стоящая из множества однотипных функциональных элементов одной и 
той же физической природы, взаимодействующих между собой и нахо-
дящихся под воздействием внешней среды и других элементов ТО.  

На всех рассмотренных иерархических уровнях используют сле-
дующие виды ММ: детерминированные и вероятностные, теоретиче-
ские и экспериментальные факторные, линейные и нелинейные, дина-
мические и статические, непрерывные и дискретные, функциональные  
и структурные. 

По форме представления ММ различают инвариантную, алго-
ритмическую, аналитическую и графическую модели объекта проек-
тирования. 

В инвариантной форме ММ представляется системой уравне-
ний (дифференциальных, алгебраических) вне связи с методом реше-
ния этих уравнений. 

В алгоритмической форме соотношения модели связаны с вы-
бранным численным методом решения и записаны в виде алгоритма – 
последовательности вычислений. 

Аналитическая модель представляет собой явные зависимости 
искомых переменных от заданных величин. Такие модели получают 
на основе физических законов либо в результате прямого интегриро-
вания исходных дифференциальных уравнений, используя табличные 
интегралы. К ним относятся также регрессионные модели, получае-
мые на основе результатов эксперимента. 

Графическая (схемная) модель представляется в виде графов, 
эквивалентных схем, динамических моделей, функциональных, кине-
матических и алгоритмических схем, диаграмм, циклограмм и т. п. 
Для использования графических моделей должно существовать пра-
вило однозначного соответствия условных изображений элементов 
графической и компонентов инвариантной математических моделей. 
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Математические модели могут представлять собой функцио-
нальные зависимости между выходными, внутренними и внешними 
параметрами: 

 ),,( QXFY


  (1.4) 

где ,Y


 ,X


 Q


 – векторы выходных, внутренних и внешних параметров 

соответственно: ),( jyY 


 j = 1, т; ),( ixX 


 i = l, n; ),( kqQ 


 k = 1, l;  

m, n, l – число выходных, внутренних и внешних параметров, соот-
ветственно; F


 – вектор-функция. 

Математическая модель вида (1.4) относится к аналитической. 
Она позволяет легко и просто решать задачи определения оптималь-
ных параметров. Поэтому, если представляется возможность получе-
ния модели в таком виде, ее всегда целесообразно реализовать, даже 
если при этом придется выполнить ряд вспомогательных процедур. 
Такие модели обычно получают методом планирования эксперимента 
(вычислительного или физического). 

Деление ММ на функциональные и структурные определяется 
характером отображаемых свойств ТО. 

Структурные модели отображают только структуру объектов и 
используются при решении задач структурного синтеза. Параметрами 
структурных моделей являются признаки функциональных или кон-
структивных элементов, из которых состоит ТО и по которым один 
вариант структуры объекта отличается от другого. Эти параметры на-
зывают морфологическими переменными. Структурные модели имеют 
форму таблиц, матриц и графов. Наиболее перспективно применение 
древовидных графов типа И-ИЛИ дерева. Они позволяют аккумули-
ровать накопленный опыт, используя описания всех существующих 
аналогов, известных из патентной литературы и гипотетических объ-
ектов. Такие модели наиболее широко используют на метауровне при 
выборе технического решения. 

По способам получения функциональные ММ делятся на теоре-
тические и экспериментальные. 

Теоретические модели получают на основе описания физиче-
ских процессов функционирования объекта, а экспериментальные – 
на основе изучения поведения объекта во внешней среде, рассматри-
вая его как кибернетический «черный ящик». Эксперименты при этом 
могут быть физические (на ТО или его физической модели) или вы-
числительные (на теоретической математической модели). 
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При построении теоретических моделей используют физический 
и формальный подходы. 

Физический подход сводится к непосредственному применению 
физических законов для описания объектов, например, законов Нью-
тона, Гука, Кирхгофа, Фурье и др. 

Формальный подход использует общие математические принци-
пы и применяется при построении как теоретических, так и экспери-
ментальных моделей. 

Построение теоретических формальных моделей основано на 
вариационном принципе Гамильтона–Остроградского. Для динамиче-
ских систем с сосредоточенными параметрами вариационный прин-
цип приводит к уравнениям Лагранжа второго рода. 

Экспериментальные модели – формальные. Они не учитывают 
всего комплекса физических свойств элементов исследуемой техниче-
ской системы, а лишь устанавливают обнаруживаемую в процессе экс-
перимента связь между отдельными параметрами системы. Варьируе-
мые параметры при этом называют факторами. Такие модели дают 
адекватное описание исследуемых процессов лишь в ограниченной об-
ласти факторного пространства, в которой осуществлялось варьирова-
ние факторов в эксперименте. Поэтому экспериментальные ММ носят 
частный характер, в то время как физические законы отражают общие 
закономерности явлений и процессов, протекающих в технической 
системе или в каждом ее элементе в отдельности. Методы, применяе-
мые для построения этих моделей (метод статистических испытаний, 
регрессионный анализ, корреляционный анализ, планирование экспе-
римента и др.), широко используются при проверке научных гипотез. 

Функциональные ММ могут быть линейными и нелинейными. 
Линейные модели содержат только линейные функции фазовых 

переменных и их производных. Характеристики многих элементов 
реальных ТО – нелинейные. Математические модели таких объектов 
включают нелинейные функции фазовых переменных и (или) их про-
изводных и относятся к нелинейным. С целью упрощения задач про-
ектирования на высших иерархических уровнях используют простые 
линейные модели. Если описание ТО представлено системой линей-
ных ОДУ, то, применяя преобразование Лапласа, ее можно привести 
к системе алгебраических уравнений с комплексными переменными, 
решение которой значительно проще, чем исходной системы ДУ. Та-
кой подход используется для построения ММ на метауровне. В моде-
лях макроуровня следует учитывать нелинейные свойства ТО. 
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Если при моделировании учитываются инерционные свойства ТО 
и (или) изменение во времени параметров объекта или внешней среды, 
то модель называют динамической. В противном случае модель стати-
ческая. Выбор динамической или статической модели определяется ре-
жимом работы ТО, положенным в основу проводимой процедуры ана-
лиза в маршруте проектирования. Большинство задач функционального 
проектирования требует использования динамических моделей. При 
конструкторском проектировании часто применяют статические моде-
ли, а динамические эффекты процесса функционирования ТО учитыва-
ют при формировании нагрузочных характеристик посредством коэф-
фициентов динамичности, определяемых в процессе функционального 
проектирования. 

Математическое представление ДМ в общем случае может быть 
выражено системой дифференциальных уравнений, а статической – 
системой алгебраических уравнений. ДМ может также представлять 
собой интегральные уравнения, передаточные функции, а в аналити-
ческой форме – явные зависимости фазовых координат или выходных 
параметров ТО от времени. 

Воздействия внешней среды на ТО носят случайный характер и 
описываются случайными функциями. При проектировании также 
учитывается случайный разброс параметров элементов объекта, обу-
словленный технологическим процессом изготовления. Все процессы, 
происходящие в объекте, также случайны и могут быть оценены ве-
роятностными и статистическими характеристиками: вероятностью 
выполнения тех или иных требований, корреляционной функцией, 
спектральной плотностью, математическим ожиданием, дисперсией  
и др. Анализ функционирования объекта в этом случае требует по-
строения вероятностной ММ. Однако такая модель весьма сложная, 
и ее использование при проектировании требует больших затрат ма-
шинного времени. Поэтому ее применяют чаще на заключительном 
этапе проектирования. 

Большинство проектных процедур выполняется на детерминиро-
ванных моделях. Детерминированная ММ характеризуется взаимно 
однозначным соответствием между внешним воздействием на динами-
ческую систему и ее реакцией на это воздействие. В вычислительном 
эксперименте при проектировании обычно задают некоторые стан-
дартные типовые воздействия на объект: ступенчатые, импульсные, 
гармонические, кусочно-линейные, экспоненциальные и др. Их называ-
ют тестовыми воздействиями. 
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2. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ФОРМИРОВАНИЯ 
ТЕОРЕТИЧЕСКИХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

ТЕХНИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ И ПРОЦЕССОВ 

2.1. Режимы функционирования  
технических объектов 

В зависимости от характера возмущающих и управляющих воз-
действий ТО может находиться в установившемся или неустановив-
шемся состоянии [5]. Изменение его состояния выявляется анализом 
поведения фазовых координат. 

Установившееся состояние технической системы достигается 
при неизменных характеристиках внешних воздействий. Если воздей-
ствия непрерывно меняются, то состояние системы будет неустано-
вившимся. Режим работы системы при этом называют динамическим. 
Он сопровождается непрерывным изменением фазовых координат, 
определяющих характер движения системы в динамическом неуста-
новившемся режиме [2]. 

Характерные примеры установившегося режима – состояние 
покоя и состояние равномерного движения всех элементов техниче-
ской системы. Такие состояния также называют статическими или 
равновесными. Статичность состояния определяется неизменностью 
реакций взаимодействия всех элементов технической системы при 
постоянных внешних воздействиях. 

Предположим, что на техническую систему, находящуюся в ус-
тановившемся состоянии равновесия, в некоторый момент времени t0 
приложено ступенчатое воздействие вида: 

 ,
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   (2.1) 

где F0 = const – модуль ступенчатого воздействия. 
Движение системы будет определяться ее внутренними физиче-

скими свойствами и внешним воздействием. Пусть состояние техни-
ческой системы характеризуется фазовой координатой x(t). Измене-
ние ее после приложения ступенчатого воздействия можно 
представить в виде суммы двух составляющих: переходной xп(t) и вы-
нужденной xв(t). Переходная составляющая устойчивой технической 
системы с течением времени затухает (стремится к нулю) и система 
приходит в новое установившееся состояние равновесия, характери-
зуемое вынужденной составляющей xв(t). Следовательно, при прило-
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жении ступенчатого воздействия система осуществляет переход из 
одного установившегося состояния в другое, находясь при этом в те-
чение некоторого времени в динамическом режиме. Такой динамиче-
ский режим называют переходным процессом, а графики изменения 
фазовых координат системы – переходными характеристиками. 

Если внешние воздействия на систему переменны во времени, 
то они вызывают в ней непрерывный ряд переходных процессов и со-
стояние системы в течение всего времени наблюдения будет неуста-
новившимся. 

Переходные процессы возникают также при изменении структу-
ры или параметров технической системы в процессе ее функциониро-
вания. 

Если внешнее воздействие F(t) – периодическая функция, для 
которой )sin( в0  tAF  [см. формулу (2.1)], то после затухания 
свободных колебаний (переходной составляющей) в устойчивой сис-
теме установятся вынужденные колебания с частотой в  и некото-
рыми постоянными амплитудами ,в AkА ii   где ik  – постоянный ко-

эффициент; i – номер фазовой координаты системы. Такое состояние 
системы также относится к установившемуся, а режим называют 
стационарным режимом колебаний. 

Рассмотренные динамические режимы ТО являются модельны-
ми. Они предназначены для проведения сравнительного анализа мно-
жества альтернативных вариантов в процессе синтеза. На самом деле 
в ТО такие режимы в чистом виде практически не встречаются. Одна-
ко модельные режимы позволяют значительно облегчить и ускорить 
решение проектных задач, так как детерминированные модели гораз-
до проще вероятностных.  

Внешние воздействия реальной среды обитания технической 
системы описываются случайными функциями, а изменения фазовых 
координат системы представляют собой случайные процессы. Техни-
ческая система в этом случае все время находится в динамическом 
режиме. 

При постоянных характеристиках случайных процессов их назы-
вают стационарными, а при переменных – нестационарными. Способы 
анализа и оценки выходных параметров системы при стационарных и 
нестационарных случайных процессах различны. В последнем случае 
они значительно сложнее, чем в первом, поэтому необходимость учета 
нестационарности при моделировании должна быть обоснованной. 
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В зависимости от модельного режима, положенного в основу 
решения конкретной проектной задачи, различают следующие виды 
анализа: статических состояний; переходных процессов; устойчиво-
сти; стационарных режимов колебаний; частотных характеристик; 
чувствительности; статистический. 

Анализ статических состояний относится к задачам статики,  
а остальные виды анализа – к задачам динамики. 

На макроуровне проектирования исходная ММ ТО представляет 
собой систему нелинейных ОДУ, которая в нормальной форме Коши 
имеет следующий вид: 

 ),,,(/ tUVFdtVd


  (2.2) 

где V


 – вектор фазовых координат; U


 – вектор внешних воздействий; 
t – независимая переменная время. 

Параметры элементов ТО X


 тоже входят в ММ (2.2), но только 
в качестве коэффициентов при переменных .V


 

Выходные параметры объекта Y


 непосредственно не фигури-
руют в системе (2.2). Они определяются по результатам решения )(tV


 

системы уравнений. Большинство выходных параметров имеют 
смысл функционалов зависимостей фазовых координат  .)(tVФY


  

Функционал представляет собой отображение класса функций в класс 
чисел. Примеры функционалов: определенные интегралы, экстре-
мальные значения функций, значения функций при заданных значе-
ниях аргументов и т. п. 

Система уравнений (2.2) описывает динамические режимы 
функционирования ТО. Анализ этих режимов заключается в решении 
системы уравнений (2.2) и последующем определении выходных па-
раметров объекта. Задавая начальные условия ,)0( 0VV


  находят ре-

шения ,)(tV


 а затем вычисляют значения выходных параметров ,Y


 
используемых в качестве критериев при оптимизации внутренних па-
раметров объекта X


. 

Математическая модель в виде (2.2) непосредственно использу-
ется при анализе переходных процессов, устойчивости, стационарных 
режимов колебаний. Она позволяет решать и задачи анализа статиче-
ских состояний. Численное решение системы уравнений (2.2) при не-
изменных внешних воздействиях через отрезок времени кt  приводит к 

стационарной точке ,V


 в которой .0/ dtVd


 Это и будет точкой ре-
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шения задачи статики; ММ статических состояний является система 
алгебраических уравнений [7]. Очевидно, что при 0/ dtVd


 система 

дифференциальных уравнений (2.2) оказывается системой алгебраиче-
ских уравнений: 

 .0),( UVF


 (2.3) 

Решение уравнений (2.3), безусловно, проще, однако не всегда 
процедура перехода от уравнений (2.2) к уравнениям (2.3) тривиаль-
на. Например, для получения ММ, описывающей состояние покоя 
технической системы, требуются соответствующие преобразования 
уравнений, обусловленные необходимостью перехода к геометриче-
ским координатам, определяющим пространственное положение эле-
ментов системы. Этим и объясняется широкое применение в САПР 
уравнений (2.3), когда анализ статических состояний лежит в основе 
технологического маршрута проектирования технического объекта 
(см. рис. 1.1). 

Частотный анализ проводится для определения резонансных режи-
мов, для исследования передачи или преобразования информационных 
сигналов, представленных в частотной области. Если ММ – линейная, 
используют преобразование Фурье, и система уравнений (2.2) преобразу-
ется в систему линейных алгебраических уравнений с комплексными пе-
ременными, которая затем используется для определения частотных ха-
рактеристик объекта. Процедура преобразования дифференциальных 
уравнений в алгебраические называется алгебраизацией исходной диф-
ференциальной задачи. Но полученная при этом модель, тем не менее, 
описывает динамические свойства объекта. При алгебраизации нелиней-
ной системы применяют метод гармонической линеаризации. 

Частотными методами можно также решать задачи анализа ус-
тойчивости и стационарных режимов колебаний. Они часто исполь-
зуются на верхнем иерархическом уровне проектирования. 

Анализ чувствительности выполняется для оценки влияния ва-
риации внутренних параметров объекта на изменение внешних пара-
метров, определяющих уровень оптимальности ТО [1].  

2.2. Методы получения математических моделей 

Математическая модель ТО в САПР обычно создается пользова-
телем на основе уже разработанных и имеющихся в библиотеке ММ 
элементов и соответствующего программного обеспечения [8]. 
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Получение моделей элементов (моделирование элементов) в 
общем случае – процедура неформализованная. Основные решения, 
касающиеся выбора вида математических соотношений, характера 
используемых переменных и параметров, принимает разработчик мо-
дели. В то же время такие операции, как расчет численных значений 
параметров модели, определение областей адекватности и другие 
операции, алгоритмизированы и решаются на ЭВМ. Поэтому модели-
рование элементов обычно выполняется специалистами конкретных 
технических областей с помощью традиционных средств эксперимен-
тальных исследований и средств САПР. 

Методы получения функциональных моделей элементов делят 
на теоретические и экспериментальные. 

Теоретические методы основаны на изучении физических за-
кономерностей протекающих в объекте процессов, определении соот-
ветствующего этим закономерностям математического описания, 
обосновании и принятии упрощающих предположений, выполнении 
необходимых выкладок и приведении результата по принятой форме. 
Основу получаемых моделей обычно составляют системы уравнений, 
отражающих зависимости фазовых переменных. Такие модели чаще 
всего относятся к алгоритмическим и адекватны в сравнительно ши-
роких диапазонах изменения переменных [4]. 

Экспериментальные методы основаны на использовании экспе-
риментально полученных зависимостей между параметрами и фазо-
выми переменными объекта. Эксперименты при этом могут прово-
диться на самих объектах, на их физических моделях (макетах и 
стендах) или с использованием их полных ММ. Для целей моделиро-
вания используются пассивные и активные эксперименты. При пас-
сивных экспериментах условия опыта остаются постоянными. В слу-
чае использования активного целенаправленного эксперимента опыты 
проводятся по заранее разработанному плану, определяющему коли-
чество опытов и значения факторов в каждом опыте. В зависимости 
от методов планирования преимущества активных экспериментов пе-
ред пассивными могут выражаться в сокращении сроков разработки 
модели и в получении оптимального положения области ее адекват-
ности. 

В процессе преобразования экспериментальных данных в ММ 
возможны их аппроксимация, усреднение, статистическая обработка. 
Последнее характерно при постановке пассивных экспериментов, ко-
гда связь между выходными и внешними параметрами носит не 
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функциональный, а статистический характер. Для получения модели 
в такой ситуации часто применяют регрессионный анализ [1]. 

Экспериментальные методы получения ММ удобны для моде-
лирования безынерционных объектов с относительно гладкими зави-
симостями между переменными. Результатом применения этих мето-
дов становятся модели, имеющие частный характер. 

Несмотря на неформальный характер большинства операций, 
используемых при разработке моделей элементов различных объек-
тов, имеется ряд общих положений и приемов. Достаточно общий ха-
рактер имеют методика макромоделирования, математические мето-
ды планирования экспериментов, а также алгоритмы формализуемых 
операций расчета численных значений параметров и определения об-
ласти адекватности. 

В общем случае методика получения ММ элементов объекта 
включает в себя следующие этапы [1]: 

1. Выбор свойств объекта, которые подлежат отражению в мо-
дели. Этот выбор основан на анализе возможных применений модели 
и определяет степень ее универсальности. 

2. Сбор априорной информации о свойствах моделируемого 
объекта. Источниками собираемых сведений могут служить знания и 
опыт инженера, научно-техническая литература, прежде всего, спра-
вочная, ММ и результаты эксплуатации существующих аналогичных 
объектов и т. п. 

3. Синтез структуры ММ – получение общего вида уравнений мо-
дели без конкретизации численных значений фигурирующих в них па-
раметров. Часто проектировщику модели удобнее оперировать не урав-
нениями, а эквивалентными схемами, с помощью которых инженеру 
проще устанавливать физический смысл различных элементов ММ. 

4. Определение численных значений параметров ММ. Данная 
задача решается как минимизации погрешности модели заданной 
структуры. Возможны следующие приемы выполнения этого этапа: 

– использование специфических расчетных соотношений с уче-
том собранных на этапе 2 сведений; 

– решение экстремальной задачи, в которой в качестве целевой 
функции выбирается степень совпадения известных значений выход-
ных параметров объекта с результатами использования модели, а 
управляемыми параметрами являются параметры модели; 

– проведение экспериментов и обработка полученных результатов. 
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6. Оценка точности полученной модели и определение областей 
адекватности. Для оценки точности должны использоваться значения 
выходных параметров, которые не фигурировали в задаче минимиза-
ции погрешности. При неудовлетворительных результатах оценки 
выполняют итерационное приближение к желаемому результату по-
вторением этапов 3–5. 

7. Представление полученной модели в форме, принятой в ис-
пользуемой библиотеке моделей. 

Наличие в методике макромоделирования эвристических и фор-
мальных операций обусловливает целесообразность разработки моде-
лей элементов в диалоговом режиме с ЭВМ. Язык взаимодействия че-
ловека с ЭВМ должен позволять оперативный ввод исходной 
информации о структуре модели, об известных характеристиках и па-
раметрах объекта, о плане экспериментов. Диалоговое моделирование 
должно иметь программное обеспечение, в котором реализованы ал-
горитмы статистической обработки результатов экспериментов, рас-
чета выходных параметров эталонных моделей и создаваемых макро-
моделей, в том числе расчета параметров по методам планирования 
экспериментов и регрессионного анализа, алгоритмы методов поиска 
экстремума и др. Пользователь, разрабатывающий модель, должен 
иметь возможность менять уравнения модели, задавать их в аналити-
ческой, схемной или табличной формах, обращаться к нужным под-
программам и тем самым оценивать результаты своих действий, при-
ближаясь к получению модели с требуемыми свойствами. 

Не следует, однако, считать, что необходимость использования 
при получении моделей элементов в основном неформальных мето-
дов снижает уровень автоматизации выполнения большинства про-
ектных процедур. Дело в том, что при моделировании любого техни-
ческого объекта используется типовой набор элементов, причем 
количество типов элементов в объектах определенного назначения, 
как правило, существенно меньше количества самих элементов. Более 
того, эти типы элементов повторяются во многих проектируемых объ-
ектах не только аналогичного, но и иного назначения, и даже в объек-
тах другой физической структуры. Поэтому получение моделей эле-
ментов требуется однократно при многократном их использовании  
в моделях различных объектов; это позволяет для каждого типа эле-
ментов тщательно отработать ряд моделей, различающихся показате-
лями точности, экономичности и универсальности. Модели всех уни-
фицированных типов элементов в САПР данной предметной области 
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заносят в библиотеку моделей элементов. При эксплуатации САПР 
повседневно решаемыми задачами становятся задачи формирования и 
анализа моделей систем объекта. 

В отличие от процедур получения ММ элементов процедуры 
получения модели блока или всего объекта могут быть полностью 
формализованы. Используемые при этом методы инвариантны по от-
ношению ко многим областям техники. Примерами могут служить 
методы перемещений в механике, методы узловых потенциалов в 
электротехнике и др. 

При моделировании на метауровне часто принимаются допуще-
ния о однонаправленности распространения внешних воздействий от 
входов к выходам элементов, т. е. предполагается, что изменение со-
стояния элемента-нагрузки не передается к элементу-источнику и все 
внешние связи разделяются на входные и выходные. На макроуровне 
подобные допущения чаще всего неправомерны. Используемые здесь 
методы более сложны в реализации, их инвариантность обусловлена 
наличием аналогий физических систем, поэтому такие методы назы-
вают методами моделирования на основе прямой аналогии. 

2.3. Иерархия математических моделей 

Реализация ММ на ЭВМ подразумевает выбор численного мето-
да решения уравнений и преобразование их в соответствии с особен-
ностями выбранного метода. Конечная цель преобразований – получе-
ние рабочей программы в виде последовательности элементарных 
действий над числами (арифметических и логических операций). 

Все преобразования исходной ММ в последовательность эле-
ментарных действий ЭВМ выполняются автоматически по специаль-
ным программам, создаваемым разработчиком САПР. Пользователь 
САПР должен лишь указать, какие программы из имеющихся он хо-
чет использовать. Однако ему важно знать методы решения уравне-
ний, прежде всего, для правильного выбора прикладных программ в 
конкретных ситуациях. Обычно имеется несколько программ одина-
кового целевого назначения, но с разными реализованными в них 
численными методами. Программы различаются затратами машинно-
го времени и памяти, вероятностью получения решения, точностью 
результатов. Значения перечисленных показателей зависят от многих 
факторов. Их успешный прогноз при анализе конкретного объекта 
основан на знании особенностей численных методов. Кроме того, 
знание численных методов позволяет инженеру в необходимых слу-
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чаях составлять свои оригинальные программы решения проектных 
задач. При этом для инженера важно не абстрактное знание числен-
ных методов, а знание показателей эффективности и резервов повы-
шения эффективности методов в условиях их применения к задачам 
проектирования. 

Подробно эти методы рассматриваются при изучении дисцип-
лин «Математика» и «Информатика». Здесь остановимся на них лишь 
вкратце. 

Процесс преобразования ММ, относящихся к различным иерар-
хическим уровням, иллюстрирует рис. 2.1. 

 
Рис. 2.1. Преобразование математической модели 

Ветвь 1 соответствует постановка задачи, относящейся к микро-
уровню. Описание объекта в данном случае обычно сводится к диффе-
ренциальным уравнениям в частных производных (ДУЧП), численные 
методы решения которых основаны на дискретизации переменных и 
алгебраизации задачи. Дискретизация заключается в замене перемен-
ных конечным множеством их значений в заданных пространственном 
и временном интервалах, алгебраизация – в замене производных ал-
гебраическими соотношениями. 

Используют два основных подхода к дискретизации и алгебраи-
зации задачи, составляющих сущность методов конечных разностей и 
конечных элементов [6]. 
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Если ДУЧП стационарные (описывают статическое состояние, и 
время не фигурирует в качестве независимой переменной), дискрети-
зация и алгебраизация преобразуют систему ДУЧП в систему алгеб-
раических уравнений (АУ) – ветвь 2 (см. рис. 2.1). Если система 
ДУЧП нестационарная, дискретизацию и алгебраизацию можно пред-
ставить состоящими из двух этапов: устранение производных по про-
странственным координатам (ветвь 3), в результате чего получается 
система обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), и уст-
ранение производных по времени (ветвь 4 или ветвь 9). 

Для решения ОДУ при заданных начальных условиях разрабо-
тано большое количество численных методов. Как правило, эти мето-
ды являются пошаговыми: на каждом шаге интегрирования произво-
дится алгебраизация уравнений с помощью аппроксимирующих 
выражений, связывающих производные переменных по времени в не-
которой точке кt  со значениями переменных в этой же точке и в од-
ной или нескольких соседних точках. Каждый метод использует свое 
аппроксимирующее выражение и алгоритм его вычисления. С точки 
зрения пользователя методы отличаются степенью универсальности, 
скоростью вычислений и требованиями к объему оперативной памя-
ти. В САПР широко используются методы Гира, Адамса и Рунге–
Кутта. 

Алгебраические уравнения в общем случае нелинейные. Если 
нелинейность несущественная, уравнения предварительно линеари-
зуют (рис. 2.1, ветвь 6). Основу решения системы нелинейных алгеб-
раических уравнений (ветвь 5) составляют итерационные методы. 
Различия между методами в основном заключаются в способе вычис-
ления поправки на каждом шаге итерации. Необходимо, чтобы; ите-
рационный процесс был сходящимся к решению задачи. Однако схо-
димость имеет место не всегда; для каждого метода существуют свои 
условия сходимости, поэтому важной характеристикой метода явля-
ется его надежность, оцениваемая как вероятность получения реше-
ния с заданной точностью. Очевидно, что такая вероятность зависит 
не только от метода, но и от особенностей решаемой системы уравне-
ний. Сравнение методов между собой следует производить также с 
учетом объема требующихся вычислений и затрат машинной памяти. 

В САПР для решения систем нелинейных алгебраических урав-
нений обычно применяют метод Ньютона как обладающий наиболь-
шей эффективностью по показателю затрат машинного времени. Ос-
новным его недостатком является то, что сходимость к решению 
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имеется не всегда, причем заранее предсказать ее наличие или отсут-
ствие довольно сложно. Стремление повысить надежность метода 
привело к появлению ряда его модификаций. В случаях большой раз-
мерности задач при нехватке емкости оперативной памяти вместо ме-
тода Ньютона применяют метод последовательной верхней релакса-
ции, в отдельных случаях – методы Якоби и Зейделя [1]. 

Ветви 7 (рис. 2.1) соответствует решение систем линейных ал-
гебраических уравнений (ЛАУ). Методы простой итерации, Якоби, 
Зейделя и другие методы используются редко из-за малой скорости 
сходимости. Наиболее часто применяется метод Гаусса и его разно-
видности. 

Ветви 8 соответствует преобразование исходного описания за-
дачи, относящейся к макроуровню, в систему ОДУ с начальными ус-
ловиями. Если это система нелинейных ОДУ, дальнейшее преобразо-
вание происходит по ветвям 4, 6, 7 или 4, 5; если это система 
линейных ОДУ – осуществляется переход к системе ЛАУ (ветвь 9). 

Для анализа объектов на метауровне осуществляют либо пере-
ход к системе ОДУ (ветвь 10), либо переход к системам логических 
уравнений, моделям массового обслуживания или аналитическим мо-
делям, отображающим упрощенно технико-экономические показате-
ли объекта (ветвь 11).  

2.4. Компонентные и топологические уравнения 
элементов и систем 

Основными методами создания ММ на макроуровне являются 
инвариантные методы. Они предполагают разбиение всей системы на 
отдельные элементы, описание свойств каждого элемента на уровне 
взаимодействия их между собой с помощью ММ и последующее объ-
единение их в единую структуру на основе связей между фазовыми 
переменными. Процедура выделения элементов выполняется челове-
ком, а составление общей системы уравнений для полученной струк-
туры объекта ЭВМ [1]. 

Математические модели элементов получают одним из спосо-
бов, рассмотренных выше. Уравнения, входящие в ММ элементов, 
называются компонентными. Они отражают законы функционирова-
ния элемента и связывают разнородные фазовые переменные, отно-
сящиеся к этому элементу. Так, уравнение второго закона Ньютона 
связывает силу и ускорение. Уравнения могут быть алгебраическими 
или дифференциальными, линейными или нелинейными. 
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Для объединения элементов в систему используются топологи-
ческие уравнения. Они отражают способ связи элементов между собой 
в составе системы. Топологические уравнения могут выражать законы 
сохранения, условия неразрывности, равновесия и т. п. Топологиче-
ские уравнения связывают однотипные фазовые переменные, относя-
щиеся к разным элементам системы; их получают на основе сведений 
о структуре системы. Рассмотрим пример одномассовой колебатель-
ной системы. Пусть требуется, например, определить вертикальные 
ускорения на месте тракториста, если известен закон вертикального 
перемещения остова трактора в месте установки подрессоренного си-
денья. Задача может быть решена с использованием одномассовой 
схемы динамической системы, показанной на рис. 2.2. Здесь масса си-
денья и водителя т выделена в отдельный инерционный элемент, свя-
занный с внешней средой посредством двух элементов, учитывающих 
упругие c  и демпфирующие   свойства сиденья. Рассмотрим движе-
ние системы вдоль вертикальной оси ,x  совершающей перемещение  
в горизонтальном направлении совместно с остовом. 

 
Рис. 2.2. Схема одномассовой механической системы 

Фазовыми переменными для инерционного элемента являются 
сила инерции Fm и перемещение хт, а компонентное уравнение имеет 
следующий вид: 

 ,/ 22 dtxmdF mm   

где t – текущее время (независимая переменная). 
Для упругого элемента фазовыми переменными являются сила 

упругости Fc и деформация ,  а компонентное уравнение имеет вид 

 . cFc  

Здесь внутренний параметр с – жесткость упругого элемента. 
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Фазовыми переменными элемента сопротивления будут сила 
сопротивления амортизатора FR и скорость деформации ,/ dtd  a 
внутренним параметром – коэффициент демпфирования .  Компо-
нентное уравнение имеет следующий вид: 

 ./ dtdFR   

Источником колебаний системы являются вертикальное пере-
мещение кузова хк (фазовая переменная источника), закон изменения 
которого известен: хк = хк(t). 

Для получения ММ объекта необходимо полученные компо-
нентные уравнения дополнить топологическими. Согласно схеме ди-
намической системы (рис. 2.2) и принципу Д'Аламбера 

 .0 Rcm FFF  

Из уравнения непрерывности 

 .к mxx   

Решение системы этих уравнений при выбранных значениях ко-
эффициентов и законе перемещения остова позволяет определить 
вертикальное ускорение на месте водителя 22 / dtxda mm   для любого 
момента времени. 

В качестве фазовой переменной в механических системах часто 
используется не перемещение, а скорость, поэтому компонентные и 
топологические уравнения рассматриваемой системы могут иметь не-
сколько иной вид. 

В используемых САПР методах формирования ММ объектов 
принято моделируемую систему представлять в виде совокупности 
физически однородных подсистем. Каждая из них описывает процес-
сы определенной физической природы, например, механические, гид-
равлические, тепловые, электрические. Важно, что форма компонент-
ных и топологических уравнений одинакова для большинства из них, 
что объясняется наличием аналогий между разнородными физиче-
скими подсистемами. Подобные аналогии подмечены давно и широко 
используются в науке и технике для анализа ТО. Установление анало-
гий важно для эффективного использования САПР, так как позволяет 
использовать одни и те же математические методы для решения мно-
гих проектных задач с разным физическим содержанием.  

Использование аналогий предполагает, что для описания со-
стояния одной подсистемы достаточно использовать фазовые пере-
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менные двух типов, а в большинстве ТО можно выделить три типа 
простейших элементов: элемент диссипации, преобразующий энер-
гию соответствующего данной подсистеме вида в теплоту, и элемен-
ты, накапливающие потенциальную или кинетическую энергию. 

Аналогию компонентных и топологических уравнений удобно 
проводить на основе электрической подсистемы. Рассмотрим исполь-
зование аналогий на примерах подсистем, наиболее характерных для 
трактора и автомобиля – механической, гидравлической (пневматиче-
ской), тепловой и электрической. 

Электрическая подсистема. Типовыми простейшими элемен-
тами электрической подсистемы являются электрическое сопротивле-
ние R, электрическая емкость С и электрическая индуктивность L. 
При описании их функционирования используются фазовые перемен-
ные типа потока (сила тока I) и типа потенциала (напряжение U). Зна-
чение напряжения на этих элементах совпадает с разностью значений 
электрического потенциала на концах элементов, напряжение на эле-
менте источника тока равно его ЭДС. 

Согласно основным законам электротехники, компонентные 
уравнения этих типовых элементов, соответственно, имеют вид 

 ;/ RUI     ;/ dtCdUI     ./ dtLdIU   

Уравнения равновесия (первый закон Кирхгофа) и непрерывно-
сти (второй закон Кирхгофа), устанавливающие равенство нулю сум-
мы токов в узлах схемы и суммы напряжений на элементах схемы при 
их обходе по произвольному контуру, дают топологические уравне-
ния подсистемы: 

  
 


n

j

k

i
ij UI

1 1

,0;0  

где n – число ветвей в узле схемы; k – число элементов в контуре схемы. 
Механические поступательная и вращательная подсистемы. 

Типовыми элементами этих подсистем являются элементы трения, 
элементы массы и упругие элементы. В качестве фазовых перемен-
ных выступают сила F  и скорость   для поступательной подсистемы 
и момент ,M  и угловая скорость   – для вращательной. 

Математические модели элементов трения получаются из сле-
дующих уравнений вязкого трения: 

 );/1/(отот F   ,)/1/(отот kkM   
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где   и k – коэффициенты диссипации, соответственно, для поступа-
тельной и вращательной подсистем; ,от  от  – относительные скоро-
сти контактируемых тел. 

Введем понятия механического сопротивления при поступа-
тельном движении  /1MR  и вращательном ./1вр kR   Тогда 

 ;/ Mот RF   ./ врот RM   

Математическую модель массы выражает второй закон Ньютона: 

  от mdF /dt; M = ,/ dtJd  

где m – масса элемента; J – момент инерции массы относительно ее 
оси вращения. 

Математическая модель упругого элемента получается из закона 
Гука. Для поступательной подсистемы 

 ,/ llE  

где   и l  – соответственно, напряжение и удлинение стержня в про-
дольном направлении; Е – модуль упругости первого рода; l – на-
чальная длина стержня. 

Так как   = F/S, где S – площадь поперечного сечения стержня, 
после дифференцирования по времени получим: 

 dF/dt = SE от /l = c от  или от  = (1/c)(dF/df) = LМ dF/dt, 

где с – жесткость; от  = dl/dt – скорость деформации; LM = 1/с – по-
датливость. 

Для вращательной системы при закрутке вала на угол   получа-
ем аналогичное компонентное уравнение: 

 ,/)//()/1( врот dtdMLdtdMс    

где c  – крутильная жесткость; dtd /от   – угловая скорость де-

формации;  cL /1вр  – крутильная податливость. 

Топологические уравнения подсистемы получаются из уравнений 
равновесия (принцип Д'Аламбера) и уравнений непрерывности (сумма 
абсолютной, переносной и относительной скоростей равна нулю): 
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Особенностью механической поступательной системы является 
то, что в топологических уравнениях фигурируют не алгебраические, 
а геометрические суммы. Другими словами, топологические уравне-
ния в виде алгебраических сумм должны записываться для проекций 
сил и скоростей на каждую ось координат. 

Гидравлическая и пневматическая подсистемы. Основными 
фазовыми переменными этих подсистем являются массовый расход 
Qm и давление р. 

Рассмотрим компонентные уравнения гидравлической подсис-
темы для участка трубопровода длиной l и диаметром d. 

Потери давления 21 ppp   (р1, р2 – давление на начальном и 
конечном участках трубопровода соответственно) при стационарном 
ламинарном течении жидкости с кинематической вязкостью   могут 
быть определены по формуле Пуазейля: 

 ,  или  
128

Г
Г4 R

p
QQR

d

lQ
p mm

m 



  

где RГ = l128 /(πd4) – гидравлическое сопротивление. 
Любая полость в гидравлической подсистеме может рассматри-

ваться как емкость. Если полость заполнена жидкостью, компонент-
ное уравнение гидравлической системы получается из обобщенного 
закона Гука: 

 ,Г

dt
dpC

Qm   

где CГ – приведенная гидравлическая емкость, СГ = V /Eж; V – объем 
емкости;   – плотность жидкости; Еж – модуль упругости жидкости. 

Инерционные свойства жидкости позволяет учесть одномерное 
уравнение Эйлера (закон движения идеальной жидкости): 

 ,1
l
p

dt
d 


  

где   – скорость течения жидкости; 12 pp   – изменение давления 
на участке трубопровода длиной l, обусловленное инерционными 
свойствами жидкости.  
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Умножив обе части уравнения на pS и заменив p  на ,p  получим: 

 ,  или  Г

dt
dQL

dt
dQ

S
lpp

l
S

dt
dQ mmm   

где LГ = l/S – гидравлическая индуктивность. 
Топологические уравнения гидравлической подсистемы выво-

дятся на основе законов, утверждающих, что сумма потоков в любой 
общей точке системы и сумма перепадов давления на замкнутом кон-
туре равны нулю: 
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Для пневматической подсистемы все уравнения имеют анало-
гичный вид, разница будет заключаться только в значениях коэффи-
циентов. 

Тепловая подсистема. Компонентные и топологические урав-
нения для тепловой подсистемы идентичны по форме уравнениям 
рассмотренных подсистем за исключением того, что в тепловой под-
системе присутствуют только два типа основных элементов: элемен-
ты теплопроводности и теплоемкости. Фазовыми переменными явля-
ются температура Т и тепловой поток Ф = dQ/dt, где Q – количество 
теплоты. 

При выделении элементов твердое тело разбивается на участки, 
каждый из которых характеризуется средней теплоемкостью СТ. По 

определению ,T dT
dQ

C   следовательно: 

 .Ф  или  TT

dt
dTC

dt
dTC

dt
dQ   

Кроме того, каждый участок обладает теплопроводностью. ММ 
теплового сопротивления получается из уравнения Фурье: 

 ,gradTq   

где q – плотность теплового потока;   – коэффициент теплопровод-
ности; Т – температура. 

Если рассматривать передачу теплоты вдоль участка однородно-
го тела с площадью поперечного сечения S и длиной l, то 
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где )/(T SlR   – тепловое сопротивление; 21 TTT   – разность 
температур на границах элемента. 

Для участков контакта твердого тела с жидкой или газообразной 
средой тепловое сопротивление определяется теплопередачей (кон-
векцией). Компонентное уравнение элемента сопротивления имеет в 
данном случае аналогичный вид, но ),/(T SlR   где S – площадь кон-
такта;   – коэффициент теплопередачи. 

Топологические уравнения для тепловых подсистем следуют из 
уравнения теплового баланса для стационарного процесса теплопере-
дачи и закона, устанавливающего, что сумма изменений температуры 
при обходе по замкнутому контуру равна нулю: 
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Таблица 2.1 

Фазовые переменные и компоненты для различных подсистем 

Фазовые переменные Компоненты 

Подсистемы типа  
потока I 

типа  
потенциала 

U 

типа  
сопротивления 

типа  
емкости 

типа  
индуктив-
ности 

Электри- 
ческая 

Ток I 
Напряжение 

U 
Сопротивле-

ние R 
Емкость 

C 
Индуктив-
ность L 

Механиче-
ская посту-
пательная 

Скорость  
  

Сила F 
Механическое 
сопротивление 

RM 

Масса  
m 

Податли-
вость LM 

Механиче-
ская враща-
тельная 

Угловая 
скорость 

ω 
Момент M 

Вращательное 
сопротивление 

Rвр 

Момент 
инерции 

J 

Крутиль-
ная подат-
ливость Lвр

Гидравли-
ческая 
(пневма-
тическая) 

Расход 
Qm 

Давление р 
Гидравлическое 
сопротивление 

RГ 

Гидрав-
личе-

ская ем-
кость CГ 

Гидравли-
ческая ин-
дуктив-
ность LГ 

Тепловая 
Тепловой 
поток Ф 

Температура 
Т 

Тепловое со-
противление  

RT 

Тепло-
емкость 

CT 
– 
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В уравнениях рассмотренных подсистем используются фазовые 
переменные двух типов: типа потока и типа потенциала, а также ком-
поненты трех типов: типа сопротивления R, типа емкости С и типа 
индуктивности L (у тепловой подсистемы компонент типа индуктив-
ности L отсутствует). Нетрудно убедиться, что при правильном выбо-
ре аналогий (табл. 2.1) для описания всех рассмотренных подсистем 
можно использовать идентичные уравнения. Данное обстоятельство 
дает возможность автоматизировать процесс получения ММ объектов 
после выполнения предварительных процедур, связанных с получе-
нием формального представления структуры этих объектов. 

2.5. Формальное представление структуры  
объекта на макроуровне 

Для формального представления структуры ТО удобно исполь-
зовать графические изображения, облегчающие пользователю вос-
приятие ММ и приводящие к представлению модели в той или иной 
схемной форме. Топологические уравнения систем, представленных 
выше, записывались применительно к узлам и контурам. Следова-
тельно, сама форма топологических уравнений требует отождествле-
ния участков реальной структуры объектов или характеризующих эти 
участки величин с некоторыми ветвями и узлами, поэтому первым 
этапом моделирования объектов должна быть замена реального объ-
екта некоторым графическим представлением, состоящим из связан-
ных между собой ветвей, – графами и эквивалентными схемами [7]. 

Графы применяются не только для представления топологиче-
ских уравнений в ММ макроуровня. Ими широко пользуются для по-
лучения структурных и функциональных ММ на разных уровнях про-
ектирования, а также при решении задач синтеза структуры. 

Графом называют совокупность вершин (узлов) и связывающих 
их ребер (ветвей). Если для ребер графа указываются определенные на-
правления, такой граф является направленным. Любая последователь-
ность ребер, в которой соседние ребра инцидентны одной и той же вер-
шине, называется маршрутом. Термин «инцидентность» означает 
соотношение объектов типа «проходит через...» или «находится на...». 
Если в маршруте нет повторяющихся ребер, маршрут называют цепью. 
Если цепь начинается и заканчивается в одной и той же вершине, имеем 
цикл. Связным графом называют граф, в котором можно указать мар-
шрут, связывающий любые вершины. Частным случаем связного графа 
без циклов является дерево. Его ребра называют ветвями. 
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Граф – удобное средство отображения структуры проектируемо-
го ТО. Чаще всего при таком отображении вершины графа отождест-
вляются с элементами структуры, а ребра соответствуют связям меж-
ду элементами. При моделировании ТО, наоборот, ребрами 
изображают элементы, а вершинами – связи между элементами. 

Если граф отображает только такие структурные особенности, 
как способ связи элементов друг с другом, то эквивалентная схема 
содержит более полную информацию об объекте, отображает физиче-
скую сущность отдельных элементов. Рассмотрим особенности пред-
ставления моделей в виде эквивалентных схем. 

В разных областях техники применяют специфические системы 
обозначений элементов на эквивалентных схемах. Будем использо-
вать в дальнейшем единую систему обозначений для элементов всех 
подсистем, обычно применяемую при изображении электрических 
эквивалентных схем, а при составлении схем придерживаться правил, 
приведенных ниже. 

1. Эквивалентная схема, как и граф, состоит из множества вет- 
вей и множества узлов. 

2. Каждая ветвь относится к одному из пяти возможных типов, 
изображенных на рис. 2.3. 

3. Каждой ветви соответствует свое компонентное уравнение:  
для емкостной (рис. 2.3, а) I = CdU/dt; для индуктивной (рис. 2.3, б)  
U = LdI/dt; для резистивной (рис. 2.3, в) I = U/R; для ветви источника 
типа потенциала (рис. 2.3, г) уравнение, связывающее разность по-
тенциалов U на узлах данной ветви с независимой переменной t и, 
возможно, (для зависимой ветви) с фазовыми переменными других 
ветвей: ),,(1 tVfU


  где V


 – вектор фазовых переменных; t – время.  

В частном случае U = const; для ветви источника типа потока  
(рис. 2.3, д) уравнение, связывающее поток I в данной ветви со време-
нем t и, возможно, (для зависимой ветви) с фазовыми переменными 
других ветвей: ).,(2 tVfI


  В частном случае I = const. 

 
а)  б) в)  г)  д) 

Рис. 2.3. Типы ветвей в эквивалентных схемах 
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4. Каждому узлу схемы соответствует определенное значение 
фазовой переменной типа потенциала, а каждой ветви – значения пе-
ременных I и U, фигурирующих в компонентных уравнениях. Соеди-
нение ветвей друг с другом, т. е. образование узлов, должно отражать 
взаимодействие элементов в системе. Выполнение этого условия 
обеспечивает справедливость топологических уравнений для узлов и 
контуров схемы. 

Зависимая ветвь – ветвь, параметр которой (U – в источнике ти-
па потенциала, I – в источнике типа потока или R, С, L) зависит от ка-
ких-либо фазовых переменных. 

Для отражения взаимосвязей подсистем в их эквивалентные схе-
мы вводят специальные преобразовательные элементы. Различают 
три вида связей подсистем. Трансформаторная и гираторная связи 
выражают соотношения между фазовыми переменными двух подсис-
тем. Этим типам связей соответствуют элементы, представляемые па-
рами источников тока или напряжения. Их называют зависимыми ис-
точниками. Третий вид связи выражает влияние фазовых переменных 
одной подсистемы на параметры элементов другой и задается в виде 
зависимостей С, L или R от фазовых переменных. Примеры изобра-
жения связей в эквивалентных схемах приведены на рис. 2.4. Здесь 
запись вида А(В) означает, что фазовая переменная А является функ-
цией фазовой переменной В. 

 
а)  б) в) 

Рис. 2.4. Примеры изображения связей в эквивалентных схемах 

Таким образом, если нужно отобразить только топологические 
уравнения, достаточно использования графов; если нужно отобразить 
топологические и компонентные уравнения, целесообразно восполь-
зоваться эквивалентными схемами. Следует, однако, отметить, что 
если эквивалентные схемы строить по приведенным выше правилам, 
между ними и графами в отношении структуры имеется строгое соот-
ветствие. Тогда можно проставить у ветвей графа условные буквен-
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ные обозначения типов ветвей. В этом случае граф содержит ту же 
информацию, что и эквивалентная схема, и можно с равным успехом 
использовать оба графических представления объекта. 

Рассмотрим общие правила составления эквивалентной схемы на 
примере механической системы. Сначала выбирается инерциальная 
система отсчета, с которой связывается система координат (обычно 
декартова). После этого разрабатывается структурная схема, отра-
жающая состав объекта и связи его элементов. Схема должна содер-
жать все элементы, свойства которых предполагается учитывать в рам-
ках поставленной задачи. На схему наносятся источники внешних 
силовых и кинематических воздействий в виде сил (моментов) и ско-
ростей. Инерционные элементы представляются в виде сосредоточен-
ных масс. Элементы, отражающие упругие и демпфирующие свойства 
и внешние воздействия, часто ориентируются относительно осей коор-
динат. Назначаются обобщенные координаты системы – взаимноодно-
значные функции координат, определяющие положение объекта в про-
странстве в каждый момент времени. Число обобщенных координат 
равно числу степеней свободы. Обобщенные координаты фигурируют 
в дальнейшем в компонентных и топологических уравнениях: фазовые 
переменные типа потока являются функциями производных по време-
ни от обобщенных координат (функциями обобщенных скоростей). 

На основании структурной схемы строится эквивалентная схема: 
– задается базовый узел, который в дальнейшем интерпретиру-

ется как инерциальная система отсчета. В приведенных ниже приме-
рах он обозначен номером 0; 

– для каждого тела с учитываемыми инерционными свойствами 
в эквивалентной схеме выделяется отдельный узел. Если тело имеет 
несколько степеней свободы относительно осей координат, каждой из 
них должен соответствовать свой узел тела. Узел тела в дальнейшем 
интерпретируется как само тело, совершающее движение относитель-
но соответствующей оси координат: к узлу прикладываются силы 
(моменты), действующие на тело в выбранном направлении; потенци-
ал узла характеризует скорость тела в этом направлении относительно 
инерциальной системы координат (обобщенную скорость); 

– между узлом тела и базовым узлом включается емкостная 
ветвь, она характеризует силу (момент) инерции; 

– трение между контактируемыми телами отражается резистив-
ной ветвью, включенной между их узлами; 
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– упругие элементы, соединяющие тела, отражаются индуктив-
ной ветвью между соответствующими узлами схемы; 

– внешние силы (моменты) и внешние источники скорости, дей-
ствующие на систему, учитываются в схеме соответственно ветвями 
источника типа потока и источника типа потенциала, включенными 
между базовым узлом и узлом элемента, к которому они приложены; 

– узлы схемы нумеруются в произвольном порядке, начиная с 1. 
В ряде случаев невозможно непосредственно связать все ветви 

схемы подобным образом. Наличие в системе преобразователей ско-
рости и силы (момента), таких, например, как рычажные механизмы 
или зубчатые передачи, приводит к тому, что фазовые переменные 
контактируемых элементов требуют дополнительного согласования. 
То же самое может возникнуть, когда тело совершает одновременно 
поступательное и вращательное движения. В подобных случаях при 
построении эквивалентной схемы используются схемы, разработан-
ные для отдельных подсистем и объединенные между собой с помо-
щью трансформаторных связей. Если в системе не учитываются упру-
гие свойства связи между контактируемыми телами, в одну из 
подсистем между базовым узлом и узлом тела помещают зависимый 
источник типа потока, а в другую – зависимый источник типа потен-
циала. При этом безразлично, какой из источников, в какую подсис-
тему будет включен. Если в системе присутствуют элементы подат-
ливости между контактируемыми телами, их характеристики должны 
быть приведены к фазовой переменной типа потока одной из связы-
ваемых подсистем, а сами они должны быть включены в эту подсис-
тему посредством ветвей, один конец которых подсоединен к узлу те-
ла. Между другим концом ветвей и базовым узлом помещают 
зависимый источник типа потенциала. Зависимый источник типа по-
тока размещают между узлом тела и базовым узлом другой подсисте-
мы. Следует отметить, что скорости и силы (моменты) – это векторы, 
и поэтому при размещении в схеме их источников следует правильно 
указывать их направление. Более подробно правила составления эк-
вивалентных схем с зависимыми источниками будут рассмотрены в 
примерах.  
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а)  б) 

Рис. 2.5. Эквивалентная схема и граф одномассовой  
колебательной системы 

На рис. 2.5 изображены эквивалентная схема и соответствую-
щий ей граф для ранее рассмотренного примера одномассовой коле-
бательной системы, структурная схема которой приведена на рис. 2.2. 
Начало координат 0 здесь связано с инерциальной системой отсчета, 
совершающей движение в горизонтальной плоскости совместно с 
корпусом транспортного средства. Система имеет одну степень сво-
боды: рассматривается движение сиденья водителя в вертикальном 
направлении. В качестве обобщенной координаты выбрано верти-
кальное перемещение центра масс водителя и сиденья. Инерционные 
свойства водителя и сиденья учтены емкостной ветвью т, включен-
ной между узлами 0 и 2. Потенциал узла 2 характеризует вертикаль-
ную скорость сиденья, а поток в емкостной ветви – силу инерции. 
Упругие и демпфирующие свойства подвески сиденья отражены в 
схеме ветвями L и R. Разность потенциалов в узлах 1 и 2 соответству-
ет скорости деформации элементов подвески, а потоки в ветвях – дей-
ствующим в них силам. Согласно условию задачи, колебания водите-
ля на сиденье совершаются вследствие вертикального перемещения 
корпуса, что отражено в схеме введением ветви v источника типа по-
тенциала (источника кинематических воздействий). Изменение по-
тенциала в узле 1 характеризует изменение вертикальной скорости 
корпуса. Закон этого изменения должен быть задан в характеристике 
источника кинематических воздействий. 
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2.6. Составление эквивалентных схем  
технических объектов 

Механические поступательные системы. Рассмотрим пример 
поступательного движения мобильного энергетического средства 
(МЭС) с нагруженным прицепом. Закон изменения силы тяги колес 
МЭС известен. Пусть требуется определить скорости поступательно-
го перемещения МЭС, прицепа и груза, а также усилия взаимодейст-
вия этих тел. Основными факторами, влияющими на поведение сис-
темы, являются инерционные свойства МЭС, прицепа и груза, 
упругие свойства сцепки и элементов крепления груза, силы сопро-
тивления перемещению МЭС и прицепа с грузом, сила трения груза о 
платформу прицепа. Допустим, что прочие факторы в расчет не при-
нимаются, жесткость учитываемых упругих элементов постоянна,  
силы сопротивления и трения пропорциональны относительной ско-
рости перемещения элементов системы. Структурная схема динами-
ческой системы МЭС с прицепом в этом случае будет иметь вид, 
представленный на рис. 2.6, а. 

 
а) б) 

 
в) 

Рис. 2.6. Динамическая схема энергосредства с прицепом: 
а – структурная схема; б – эквивалентная схема; в – граф 
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Здесь т1 – масса МЭС; т2 – масса прицепа; т3 – масса груза; L1 – 
упругость сцепки; L2 – упругость элементов крепления груза; F – каса-
тельная сила тяги колес МЭС; R1 – сила сопротивления перемещению 
МЭС; R2 – сила сопротивления перемещению прицепа с грузом. Внут-
ренняя сила R3 трения груза о платформу прицепа на схеме не показана. 
Система имеет три степени свободы. В качестве обобщенных координат 
выбираем продольные перемещения МЭС q1, прицепа q2 и груза q3. На-
чало координат связываем с дорогой. На рис. 2.6, б представлена эквива-
лентная схема объекта, а на рис. 2.6, в – ее граф. Инерционные свойства 
МЭС, прицепа и груза учтены емкостными ветвями, включенными меж-
ду узлом 0 (дорога) и узлами 1 (МЭС), 2 (прицеп) и 3 (груз). Ветвь F ис-
точника силы между узлами 0 и 1 отражает воздействие на МЭС внеш-
ней силы со стороны дороги. Для учета силы сопротивления движению 
МЭС введена ветвь R1 между узлами 0 и 7, а для учета силы сопротивле-
ния движению прицепа – ветвь R2 между узлами 0 и 2. Трение груза о 
платформу прицепа учитывается введением ветви R3 между узлами 2 и 3. 
Упругая связь между МЭС и прицепом учтена посредством введения ин-
дуктивной ветви L1 между узлами 1 и 2, а упругость элементов крепления 
груза – индуктивной ветвью L2, включенной между узлами 2 и 3. Потен-
циал узла 1 характеризует скорость перемещения МЭС, узла 2 – скорость 
перемещения прицепа, узла 3 – скорость перемещения груза относитель-
но дороги. Разность потенциалов в узлах 1 и 2 соответствует скорости 
перемещения прицепа относительно МЭС, в узлах 2 и 3 – скорости пере-
мещения груза относительно прицепа, а в узлах 1 и 3 – скорости переме-
щения груза относительно МЭС. Величины потоков в ветвях схемы со-
ответствуют: для ветви т1 – силе инерции МЭС, ветви m2 – силе инерции 
прицепа, ветви m3 – силе инерции груза, ветви R1 – силе сопротивления 
передвижению МЭС, ветви R2 – силе сопротивления передвижению при-
цепа, ветви R3 – силе трения груза о платформу прицепа, ветви L1 – уси-
лию в сцепном устройстве, ветви L2 – усилию в элементах крепления 
груза. 

На рис. 2.7 представлены структурная схема трехмассовой ди-
намической системы, эквивалентная схема и ее граф, которые могут 
быть использованы для исследования вертикальных колебаний остова 
и сиденья водителя транспортного средства в продольной плоскости. 
В отличие от примера на рис. 2.2 здесь дополнительно учтены: ради-
альная податливость шин L1 и демпфирование в них R1, податливость 
элементов подвески L2 и трение в них R2, неподрессоренная масса т1. 
Масса остова представлена сосредоточенной массой m2; масса сиде-
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нья с водителем – массой m3; элементы L3 и R3 учитывают упругие и 
демпфирующие свойства сиденья. Начало координат 0 связано с 
инерциальной системой, совершающей движение вдоль горизонталь-
ной оси совместно с транспортным средством. Система имеет три 
степени свободы вдоль вертикальной оси. Обобщенными координа-
тами являются вертикальные перемещения q1 неподрессоренной мас-
сы, центра масс остова q2 и сиденья с водителем q3. Кинематические 
воздействия на колеса со стороны дороги учтены источником скоро-
сти v. Потенциалы в узлах 2, 3 и 4 эквивалентной схемы характеризу-
ют абсолютные вертикальные скорости, соответственно, неподрессо-
ренных масс, остова и водителя на сиденье. Следует заметить, что 
эквивалентная схема составлена без учета внешних постоянных сил, 
обусловленных весом остова, неподрессоренных масс и водителя, по-
тому ММ будет описывать поведение системы относительно ее ста-
тического состояния. 

 
в) 

Рис. 2.7. Трехмассовая динамическая система: 
а – структурная схема; б – эквивалентная схема; в – граф 

а) 

б)
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Механические вращательные системы. Рассмотрим фрагмент 
динамической системы зубчатого редуктора (рис. 2.8, а). Входной нал 
под действием крутящего момента Мвх вращается на подшипниках со-
вместно с зубчатым колесом. Потери на трение в подшипниках учиты-
ваются в эквивалентной схеме сопротивлениями R1 и R2, крутильные 
податливости участков валов – элементами L1 и L2, инерционные свой-
ства вала и колеса – элементом J. Влияние остальных элементов редук-
тора на рассматриваемую подсистему учитывается посредством внеш-
него момента нагрузки Мн. Эквивалентная схема подсистемы зубчатого 
редуктора и граф представлены на рис. 2.8, б и в, соответственно. Здесь 
базовый узел 0 соответствует невращающейся части редуктора – корпу-
су. В качестве обобщенной координаты q1 выбран угол поворота колеса 
относительно оси вала в направлении действия момента Мвх. 

 
а) б) 

 
в) 

Рис. 2.8. Динамическая схема фрагментов зубчатого редуктора: 
а – структурная схема; б – эквивалентная схема; в – граф  

Другим примером механической вращательной системы может 
служить фрагмент расчетной схемы для исследования динамических 
процессов, возникающих при включении фрикционного сцепления. 
Схема динамической системы фрикционного сцепления, его эквива-
лентная схема и соответствующий ей граф представлены на рис. 2.9. 
Здесь Мвщ и Мвм – соответственно, моменты на ведущем и ведомом 
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валах сцепления; J1 и J2 – моменты инерции, учитывающие инерци-
онные свойства соответственно ведущих и ведомых частей; L1 и L2 – 
крутильные податливости валов; R1 и R2 – элементы, учитывающие 
трение в подшипниках; R = R(t) – элемент, определяющий закон из-
менения величины момента трения между дисками в процессе вклю-
чения сцепления. 

  

а) б) 

 
в) 

Рис. 2.9. Динамическая схема фрикционного сцепления: 
а – структурная схема; б – эквивалентная схема; в – граф 

Сложные механические подсистемы. Рассмотрим схему зуб-
чатого редуктора (рис. 2.10, а). Здесь Мвщ, Мвм – крутящие моменты, 
соответственно, на ведущем и ведомом валах редуктора; J1–J4 – мо-
менты инерции вращающихся масс зубчатых колес и примыкающих к 
ним участков валов относительно осей вращения; L–L3, L5–L7, L9 – 
крутильные податливости участков валов; L4, L – крутильные подат-
ливости зубчатых колес первой и второй пары зацепления, приведен-
ные, соответственно, к угловой скорости промежуточного и выходно-
го валов; R1–R6 – элементы, учитывающие трение в подшипниках;  
q1–q4 – обобщенные координаты (углы поворота колес). 

0



 54

В этой системе две пары зубчатых колес исполняют роль преоб-
разователей фазовых переменных (крутящего момента и скорости), 
поэтому можно выделить три подсистемы, элементы которых имеют 
общие фазовые переменные: подсистему ведущего вала, подсистему 
промежуточного вала и подсистему выходного вала. 

  
а) 

 
б) 

Рис. 2.10. Схема зубчатого редуктора: 
а – структурная; б – эквивалентная 

Рассмотрим механизм взаимодействия первой пары зубчатых ко-
лес. Колесо с моментом инерции J1 вращаясь с угловой скоростью 

,/11 dtdq  имеет контакт с одним концом податливого элемента L4 
колеса с моментом инерции J2 и сообщает ему (концу податливого эле-
мента) угловую скорость .2  Если в данный момент времени 

,/22 dtdq  податливый элемент деформируется и в нем возникает 
упругий момент Муп. Этот момент воспринимается колесом с моментом 
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инерции J2 непосредственно, а колесом с моментом инерции J1 – в виде 
реакции со стороны упругого элемента. Обозначим: М' – крутящий мо-
мент на первом колесе; М" = Муп – крутящий момент на втором колесе; 
D1 и D2 – диаметры начальных окружностей, соответственно, первого  
и второго колес; и1 – передаточное число первой пары зубчатых колес. 
Тогда, пренебрегая потерями в зацеплении, получим: 

 ./// 11221 uDDMM   

Таким образом, между фазовыми переменными рассматривае-
мых подсистем существуют однозначные связи, определяемые пере-
даточными числами зубчатых колес, находящихся в зацеплении; это 
позволяет объединить подсистемы и создать ММ объекта. 

На рис. 2.10, б приведена эквивалентная схема данного редукто-
ра, состоящая из 14 узлов и 25 ветвей. Они являются элементами трех 
подсистем – по числу валов редуктора. Базовый узел 0 связан с кор-
пусом редуктора. Для учета взаимного влияния подсистем ведущего и 
промежуточного валов используется трансформаторная связь: в под-
систему ведущего вала между базовым узлом и инерционным элемен-
том включен зависимый источник момента М1, а в подсистему про-
межуточного вала – зависимый источник угловой скорости 1  между 
базовым узлом и ветвью L4. Поток в ветви М1 пропорционален потоку 
в ветви ,1  а потенциал узла 5 пропорционален потенциалу узла 2. 
Коэффициенты этих зависимостей определяются передаточным чис-
лом u1 первой пары зубчатых колес. Компонентные уравнения момен-
та и скорости с учетом выбранного направления обобщенных коор-
динат имеют вид 

 ;/ 16020 uMM      .125 u  

Здесь индексы при переменных соответствуют номерам узлов 
схемы. Аналогичная трансформаторная связь с использованием зави-
симых источников М2 и 2  включена между второй и третьей подсис-
темами. 

В рассмотренном примере упругие свойства первого зубчатого 
зацепления учитывались крутильной податливостью колес, приведен-
ной к угловой скорости промежуточного вала, которую можно было 
бы привести к угловой скорости ведущего вала и учитывать в первой 
подсистеме. В этом случае индуктивную ветвь следует подсоединить 
к узлу 2, между ней и базовым узлом поместить зависимый источник 
скорости, а между базовым узлом и инерционным элементом второй 
подсистемы (узел 6) – зависимый источник момента. 
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Рассмотрим пример сложной механической поступательной сис-
темы (рис. 2.11), которая представляет собой транспортное средство, 
движущееся по дороге на пневматических шинах с подрессоренным пе-
редним мостом и подрессоренным сиденьем водителя. Схема динами-
ческой системы транспортного средства представлена на рис. 2.11, а. 
Требуется составить эквивалентную схему объекта для исследования 
вертикальных колебаний на сиденье водителя, вертикальных колебаний 
переднего моста и вертикальных и угловых колебаний остова машины в 
продольной плоскости. При решении задачи в расчет принимаются: 
инерционные свойства переднего моста (масса m1); инерционные свой-
ства остова (масса т2 и момент инерции J); инерционные свойства си-
денья с водителем (масса m3); упругие и демпфирующие свойства пе-
редних шин (L1 и R1); упругие и демпфирующие свойства задних шин 
(L2 и R2); упругие и демпфирующие свойства передней подвески  
(L3 и R3); упругие и демпфирующие свойства сиденья (L4 и R4); место 
расположения элементов конструкции относительно центра масс ос-
това О (lA, lB, lC). Принято, что законы изменения высоты неровностей 
известны и одинаковы для левого и правого колес. 

Основным отличием данного примера от примера (рис. 2.7) яв-
ляется то, что здесь учитывается вращение остова в продольной плос-
кости вокруг его центра масс. Система имеет четыре степени свобо-
ды: вертикальные перемещения сосредоточенных масс т1, т2, т3 и 
поворот массы с моментом инерции J вокруг оси, проходящей через 
центр O и перпендикулярной продольной плоскости. В соответствии с 
этим выбраны обобщенные координаты q1, q2, q3, q4. 

Здесь, как и в примере с редуктором (см. рис. 2.10), уравнения 
контактируемых элементов содержат разные фазовые переменные. 
Так, точка А (см. рис. 2.11, а) является общей для элементов т2, J и L3. 
Но в компонентных уравнениях элемента L3 фигурируют вертикаль-
ная скорость точки А и вертикальная сила (vA и FA), для массы осто- 
ва т2 уравнения содержат переменные dq2/dt и FA, a в уравнения эле-
мента J входят переменные dq3/dt и момент МА. Однако между одно-
родными фазовыми переменными этих подсистем существуют одно-
значные связи: 

 ;)/(/ 32 AА ldtdqdtdq   .AAA lFM   

Аналогичные связи есть и в других общих точках системы (В и С): 

 ;)/(/ 32 ВВ ldtdqdtdq   ;ВВВ lFM   

 ;)/(/ 32 СС ldtdqdtdq   .ССС lFM   
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Наличие таких связей позволяет с помощью дополнительных 
уравнений, отражающих законы функционирования зависимых ис-
точников типа потока и потенциала, связать между собой отдельные 
подсистемы [9]. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2.11. Схема колесного трактора: 
а – расчетная (структурная); б – эквивалентная 

На рис. 2.11, б приведена эквивалентная схема данного объекта. 
Здесь базовый узел 0 связан с инерциальной системой, совершающей 
движение вдоль горизонтальной оси совместно с машиной. Массе т2 
остова, совершающей поступательное движение, соответствует узел 3, 
вращающейся массе с моментом инерции J – узел 7, массе т1 передне-
го моста – узел 5, массе т3 водителя – узел 9. 
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Для связи подсистем использованы зависимые источники скоро-
сти v3, v4, v5 и зависимые источники момента М1, М2, М3. Внешние ки-
нематические возмущения со стороны дороги учтены источниками 
скорости v1 и v2. Точке А структурной схемы соответствует узел 4 в 
эквивалентной схеме; точке В – узел 2, а точке С – узел 8. Влияние 
вращательной подсистемы на поступательную отражено введением 
зависимых источников скорости, а влияние поступательной на враща-
тельную – введением зависимых источников момента. Чтобы пра-
вильно учесть взаимное влияние подсистем, необходимо должным 
образом задать направления действия источников. 

Если вместо расстояний используются продольные координаты 
общих точек относительно центра масс остова О, направления момен-
тов и скоростей учитываются в компонентных уравнениях зависимых 
источников. На схеме же все зависимые источники скорости будут 
направлены от узла 3, а все источники момента – к узлу 7. 

Гидравлические (пневматические) подсистемы. При состав-
лении эквивалентных схем гидравлических и пневматических подсис-
тем за базовый узел обычно принимается внешняя среда. Любой тру-
бопровод можно представить состоящим из нескольких секции, 
эквивалентная схема каждой из которых имеет вид, представленный 
на рис. 2.12. 

 
Рис. 2.12. Эквивалентная схема секции трубопровода 

Пользователь, учитывая конкретные условия, может пренебре-
гать какими-либо из элементов RГ, СГ или LГ. Резервуары, скорость 
течения жидкости в которых относительно мала, и поэтому потери на 
трение и изменение кинетической энергии потока незначительны, 
часто изображаются только емкостными ветвями, подсоединенными 
одним полюсом к базовому элементу, а вторым – к другим элементам 
трубопровода. Участок трубы относительно большой длины и с ма-
лым поперечным сечением изображается ветвями гидравлического 
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сопротивления и гидравлической индуктивности, включенными по-
следовательно; изменением объема жидкости пренебрегают. 

На рис. 2.13 представлены гидравлическая и эквивалентная схе-
мы гидравлической подсистемы. 

 
а) б) 

Рис. 2.13. Схема гидравлической подсистемы: 
а – общая; б – эквивалентная 

Гидравлический насос р качает жидкость, которая по трубопро-
воду поступает в открытый резервуар С. В эквивалентной схеме насос 
представлен источником давления р, участок трубопровода – индук-
тивной L и резистивной R ветвями, а резервуар – переменной гидрав-
лической емкостью С. 

Разнородные физические подсистемы. В сложных ТО часто 
используют элементы, для описания процессов которых требуются 
фазовые переменные, характерные для разных физических систем [9].  
В подобных случаях целесообразно составить системы уравнений от-
дельно для электрической, тепловой и механической частей (подсис-
тем) сложной системы. Взаимосвязи частей должны проявляться в 
объединении таких автономно составленных систем уравнений в об-
щую систему уравнений на определенном этапе моделирования. В эк-
вивалентных схемах каждая подсистема физической системы имеет 
свое самостоятельное изображение. 

Физические элементы, в которых происходит преобразование 
переменной одной подсистемы на переменные другой, должны иметь 
описание в более чем одной подсистеме. Компонентные уравнения 
этих элементов должны содержать соотношения между фазовыми пе-
ременными двух разнородных подсистем. 

Ранее предполагалось, что внешние параметры при анализе про-
цессов в подсистеме считаются постоянными (например, температура) 
или зависящими только от времени (например, параметры внешней на-
грузки). Если же анализу подвергаются процессы взаимодействия под-
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систем, то, очевидно, что многие из внешних параметров уже не могут 
быть заданы до начала анализа как функции времени. Их текущие зна-
чения становятся известными только в процессе совместного решения 
систем уравнений всех подсистем. 

Таким образом, взаимовлияние подсистем может быть отраже-
но, если внешние параметры одной подсистемы рассматривать как 
функции фазовых переменных другой подсистемы. При составлении 
эквивалентных схем это взаимовлияние находит отражение либо 
включением дополнительных ветвей типа источников, либо учетом 
зависимостей внутренних параметров (сопротивлений, емкостей, ин-
дуктивностей) уже имеющихся в схеме ветвей от фазовых перемен-
ных других подсистем. 

Рассмотрим гидромеханическую систему с силовым гидравли-
ческим цилиндром, схема которой представлена на рис. 2.14, а. Насос 
качает жидкость в цилиндр и заставляет перемещаться поршень, на-
груженный внешней силой. Давление жидкости на выходе из насоса и 
закон изменения силы на штоке поршня известны. 

 
а) б) 

 
в) 

Рис. 2.14. Схема нагруженного  
гидропривода (силового гидроцилиндра) 
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Можно выделить две подсистемы: гидравлическую и механиче-
скую поступательную. Для каждой из них строится своя эквивалент-
ная схема. В эквивалентной схеме гидравлической подсистемы насос 
отображается ветвью внешнего источника давления р, потери в тру-
бопроводе учитываются ветвями L1 и R1, а влияние внутренней полос-
ти гидроцилиндра – емкостной ветвью C1. В схеме механической под-
системы учитываются инерционные свойства поршня (ветвь т1), 
трение поршня о стенки цилиндра (ветвь R2), трение штока в контакте  
с уплотнением (ветвь R3), податливость штока (ветвь L2) и внешняя 
нагрузка (ветвь F2). 

Взаимодействие подсистем заключается в том, что давление р в 
цилиндре (узел 3) создает силу F1, действующую на поршень. Под ее 
воздействием поршень перемещается со скоростью v (узел 4), изменяя 
поток Qm в цилиндре. На рис. 2.14, б связь подсистем учитывается 
включением в схему зависимых источников типа потока – ветви Qm  
и F1, компонентные уравнения которых имеют следующий вид: 

 ;1 pSF     , SQm  

где S – площадь поршня;   – плотность рабочей жидкости. 
Взаимодействие подсистем можно учесть и другим образом. 

Поток жидкости в полости цилиндра вызывает перемещение поршня 
со скоростью v. При этом давление жидкости в цилиндре зависит от 
силы, действующей со стороны поршня. Тогда связь между подсис-
темами может быть учтена включением зависимых источников типа 
потока – ветви pF и   (рис. 2.14, в), компонентные уравнения которых 
имеют вид 

 ;/1 SFp   ./ SQm   

2.7. Использование уравнения Лагранжа  
для моделирования динамических  
процессов в технических объектах 

При моделировании сложных технических систем применяют 
уравнения Лагранжа второго рода. Их можно использовать при по-
строении ММ ТО любой физической природы, если они рассматри-
ваются как системы с сосредоточенными параметрами. При этом ни-
каких ограничений на структуру и физические свойства объекта не 
накладывается [1]. 
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Уравнения Лагранжа второго рода для системы с голономными 
связями имеют вид 
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где KE  – кинетическая энергия системы; iq  – обобщенная координа-
та; iq – обобщенная скорость; iQ  – обобщенная сила; п – число степе-
ней свободы системы. 

В качестве обобщенных координат выбирают независимые меж-
ду собой переменные, которые позволяют полностью определить со-
стояние исследуемой системы. Обычно в качестве обобщенных коор-
динат принимают величины, производные по времени от которых 
представляют собой фазовые координаты типа потока. Для механиче-
ских систем обобщенными координатами выбирают линейные и угло-
вые перемещения, а обобщенными скоростями – линейные и угловые 
скорости. В этом случае обобщенные силы сохраняют свой физиче-
ский смысл и представляют собой силы и вращающие моменты. 

Каждой обобщенной координате iq  соответствует своя обоб-
щенная сила .iQ  Работу всех обобщенных сил на возможных переме-
щениях системы (виртуальную работу) можно вычислить по формуле 

 ,
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n

i
i qQWW   (2.5) 

где iq  – вариация i-й обобщенной координаты; iW  – работа i-й 
обобщенной силы на возможном перемещении. 

Из формулы (2.5) следует, что обобщенные силы представляют 
собой коэффициенты при вариациях обобщенных координат в выра-
жении для виртуальной работы. 

Так как вариации обобщенных координат iq  независимы, то, вы-
числяя работу всех приложенных к системе сил на одном из возможных 
перемещений ,iq  а все остальные вариации в формуле (2.5) полагая 
равными нулю, легко определить каждую обобщенную силу iQ  в от-
дельности. 

Кинетическая энергия системы KE  в общем случае является 
функцией обобщенных координат, обобщенных скоростей и времени 
и представляет собой сумму: 
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Если формулы связей декартовых и обобщенных координат не 
содержат явно времени t, то 0KE  = 1KE  = 0, а .2KK EE   Следователь-
но, при стационарной структуре системы кинетическая энергия пред-
ставляется однородной квадратичной формой: 
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где тij – элемент матрицы параметров инерционных элементов системы. 
Обобщенные силы можно разделить на потенциальные QП, дис-

сипативные QД и произвольные Q*. 
Силы называются потенциальными, если существует положи-

тельно определенная функция обобщенных координат, удовлетво-
ряющая равенствам 

 ,/ПП ii dqdEQ    i = 1, n, 

где )...,,,( 21ПП nqqqEE  – потенциальная энергия системы. 
В стационарном равновесном состоянии системы ЕП = min, сле-

довательно, 0П E  и П
2E  > 0. В окрестности точки, соответствую-

щей этому состоянию в фазовом пространстве, потенциальная энер-
гия может быть представлена квадратичной формой: 
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где ijс  – элемент матрицы параметров упругих элементов системы. 

Обобщенные силы называют диссипативными, если существует 
положительно определенная функция обобщенных скоростей, удов-
летворяющая равенствам 

 QД i = – dФ/dqi, i = l, n,  

где Ф – диссипативная функция Рэлея: 
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  – элемент матрицы параметров диссипативных элементов системы. 
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Обобщенная сила Qi, соответствующая i-й обобщенной коорди-
нате, равна алгебраической сумме произвольной ,iQ  потенциаль- 
ной iQП  и диссипативной iQД  составляющих: 

 ),/Ф()/( П iiii qqEQQ    i = 1, n. (2.9) 

Подставим значение Qi в уравнение (2.4), опуская индекс (*) при 
составляющей :
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Обобщенная сила Qi, фигурирующая в этом уравнении, опреде-
ляется с учетом работы источников всех внешних воздействий, а так-
же некоторых внутренних источников, которые не могут быть отне-
сены к упругим и диссипативным элементам (например, силы 
кулоновского трения в механических системах). 

Математическая модель, получаемая на основе уравнений Ла-
гранжа второго рода, представляет собой систему ОДУ вида 

 ).,,,( tqqqF
   (2.11) 

В эту систему входит п дифференциальных уравнений второго 
порядка, где п – число степеней свободы системы. 

Процедура получения ММ на основе уравнений Лагранжа вто-
рого рода включает следующие операции: 

1) составление динамической модели ТО (при этом выделяются 
инерционные, упругие, диссипативные и другие элементы; определя-
ются источники внешних воздействий); 

2) определение возможных перемещений элементов системы с 
учетом наложенных позиционных голономных связей и введение 
обобщенных координат qi, количество которых должно соответство-
вать числу степеней свободы системы п; 

3) составление выражений для вычисления кинетической KE  и 
потенциальной ЕП энергий и диссипативной функции Рэлея Ф; 

4) составление выражения для вычисления виртуальной рабо- 
ты W  источников внешних воздействий, определение обобщенных 
сил Qi; 

5) выполнение операций дифференцирования, предусмотренных 
уравнением (2.10), и формирование системы ОДУ. 
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Отметим важное свойство функций ,KE  ЕП и Ф – их аддитив-
ность. Напомним, что способностью накапливать кинетическую энер-
гию обладают инерционные элементы, а потенциальную энергию – 
упругие элементы. Диссипативные элементы рассеивают энергию 
системы, затрачивая ее на преодоление внутренних сопротивлений.  
В связи со свойством аддитивности кинетическая энергия системы 
равна сумме кинетических энергий всех инерционных элементов. По-
тенциальная энергия системы равна сумме потенциальных энергий 
всех упругих элементов, а диссипативная функция – сумме энергий 
потерь всех диссипативных элементов. 

В общем случае, когда состояния дискретных элементов системы, 
обладающих инерционными свойствами и взаимодействующих между 
собой посредством безынерционных упругих и диссипативных элемен-
тов, описываются несколькими обобщенными координатами, функции 

,KE  ЕП и Ф для каждого элемента определяются по формулам (2.6)–(2.8). 
Примером такого объекта является твердое тело с шестью степенями 
свободы. Однако при моделировании часто встречаются более простые 
динамические модели, в которых состояние каждого дискретного эле-
мента характеризуется одной или двумя обобщенными координатами. 
Тогда функции ,KE  ЕП и Ф значительно упрощаются. 

Например, при плоском движении твердого тела кинетическая 
энергия равна сумме кинетических энергий в переносном (поступа-
тельном) и относительном (вращательном) движениях: 

 ,5,05,0 22
К  JmvE  (2.12) 

где т – масса твердого тела; v – скорость центра масс тела; J – момент 
инерции твердого тела относительно оси, проходящей через центр 
масс;  – угловая скорость вращения тела относительно этой оси. 

Кинетическая энергия сосредоточенной массы жидкости в дис-
кретном элементе – участке трубопровода 

 ,5,0 2
ГК QmE   = 0,5mГQ

2, (2.13) 

где тГ – коэффициент массы, кг/м4; Q – расход, м3/с. 
Кинетическая энергия дискретного инерционного элемента 

твердого тела при одномерной теплопередаче 

 ,5,0 2
ТК ТCE   (2.14) 

где ТC  – теплоемкость инерционного элемента, Дж/К; Т – температу-
ра элемента, К. 
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Следует отметить, что КE  в тепловой системе характеризует 
приращение кинетической энергии при нагреве на 1 К. 

Кинетическая энергия инерционного элемента электрической 
системы 

 ,5,0 2
К LIE   (2.15) 

где L – индуктивность инерционного элемента, Гн; I – сила тока, А. 
Потенциальная энергия упругого элемента 

 ,5,0 2
П  сE  (2.16) 

где с – параметр упругого элемента (характеризует его способность 
накапливать потенциальную энергию);   = q1 – q2; q1, q2 – обобщен-
ные координаты инерционных элементов, соединяемых данным упру-
гим элементом. 

Для механической системы Δ представляет собой величину де-
формации упругого элемента (линейную или угловую), для гидравли-
ческой – изменение объема жидкости упругого элемента, для элек-
трической – изменение заряда конденсатора. Тепловая система 
упругими свойствами не обладает. 

Диссипативная функция определяется по формуле 

 ,5,0Ф 2   (2.17) 

где   – параметр диссипативного элемента; ;21 qq    21, qq   – 
обобщенные скорости (фазовые переменные типа потока), характери-
зующие состояния инерционных элементов, соединяемых данным 
диссипативным элементом. 

Для механической системы   представляет собой относитель-
ную скорость движения взаимодействующих сосредоточенных масс, 
для гидравлической – скорость движения сосредоточенной массы 
жидкости в дискретном участке трубопровода, в тепловой системе – 
разность температур в узлах дискретизации, в электрической – ток ре-
зистора. 

2.8. Метод функционально законченных элементов 

Во многих отраслях техники объекты состоят из некоторого ко-
нечного набора типовых конструктивных элементов. Каждый такой 
элемент имеет определенное функциональное назначение и выполня-
ется в виде автономного объекта, завершенного в конструктивном от-
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ношении. При этом предусмотрена возможность его присоединения к 
другим типовым конструктивным элементам и создания на основе 
упорядоченной их совокупности некоторой интегрированной техни-
ческой системы, обеспечивающей заданный процесс функционирова-
ния, отвечающий определенным требованиям. 

При наличии таких элементов они могут быть положены в осно-
ву структурирования объектов при их математическом описании. Это 
создает определенные преимущества при проектировании. Структуру 
объекта составляют типовые элементы, имеющие соответствующие 
математические описания, которые используются для получения пол-
ной математической модели технического объекта. Изменяя в процес-
се проектирования количественный и качественный состав элементов 
и варьируя их параметрами, можно получить в результате техниче-
ский объект с высокими показателями качества и эффективности [1]. 

Метод структурирования технического объекта и построения 
его математической модели в рассматриваемом случае называют ме-
тодом функционально законченных элементов. Этот метод широко 
применяется при проектировании гидроприводов. Однако его можно 
использовать и в других областях техники. 

Рассмотрим особенности этого метода на примере гидромехани-
ческих систем. В табл. 2.2 приведен набор структурных элементов. 
Он обладает высокой гибкостью и позволяет составить динамическую 
модель любого гидропривода. 

Математические модели функционально законченных элемен-
тов можно получить различными методами, однако наиболее удобно 
воспользоваться уравнениями Лагранжа второго рода. В этом случае 
нет необходимости рассматривать взаимодействие элемента с други-
ми элементами системы. Достаточно лишь составить выражения для 
определения кинетической КE  и потенциальной ЕП энергий и дисси-
пативной функции Ф. Так как ,КE  ЕП и Ф представляют собой квад-
ратичные функции обобщенных координат и обобщенных скоростей, 
то не возникает необходимости выбора направления координат или 
учета предполагаемого расположения элемента в динамической мо-
дели. Воздействия на элемент, как внутренние, так и внешние, также 
не принимаются во внимание при построении его математической 
модели. Дело в том, что взаимодействия элементов будут учтены то-
пологическими уравнениями при формировании математической мо-
дели системы, а для внешних воздействий составляются отдельные 
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математические описания, входящие в библиотеку моделей воздейст-
вий, которая, так же как и библиотека моделей элементов, использу-
ется на стадии формирования полной модели системы. 

Определив функции ,КE  ЕП и Ф и используя уравнения Лагран-
жа второго рода, получают математическую модель элемента, которая 
в общем случае представляется выражением вида 

 ,ВУДИ FFFF    (2.18) 

где ИF  – сила инерции элемента; ДF  – диссипативная сила элемента;  

УF  – сила упругости элемента; ВF  – сила взаимодействия данного 
элемента с другими элементами системы. 

Для элементов вращательного движения вместо сил в уравне- 
ние (2.18) будут входить соответствующие моменты 

 .ВУДИ MMMM   

В табл. 2.2 указаны физические свойства, которыми наделены 
функционально законченные элементы, и даны математические описа-
ния этих свойств. В формулах приняты следующие обозначения пара-
метров и фазовых переменных: т, ,гJ  гmJ  – масса и моменты инерции 
соответствующих дискретных инерционных элементов; А – площадь 
поперечного сечения гидромагистрали; ,гл  гн  – коэффициенты, соот-
ветственно, линейных и нелинейных потерь;   – коэффициент вязкого 
трения;   – плотность жидкости;   – коэффициент расхода дросселя; 

,дрA  др.пA  – площади сечений, соответственно, постоянного и перемен-

ного дросселей;   – коэффициент местного сопротивления; аω, вω – ко-
эффициенты гидромеханических потерь; гс  – коэффициент жесткости 
упругого элемента; впс  – коэффициент жесткости возвратной пружины; 
х – координата сосредоточенной массы, взаимодействующей с упругим 
элементом; w – количество масс, взаимодействующих с данным упру-
гим элементом; ,x  x  – скорость и ускорение сосредоточенной массы. 
Значения гл  и гн  определяются по формулам 

 ;/2,25гл Al    

 .5,0/443,0гл  AlТ  
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Таблица 2.2 

Описание функционально законченных элементов 

Физические свойства элементов  
и их математические описания Элементы 

гидропривода 
Обозначения 
элементов Инерци-

онные Диссипативные Упругие 

1. Участок 
гидромаги-
страли 

xm   Axxx )sign( 2
гнгл     

2. Безынерци-
онный уча-
сток магист-
рали 

 
 Axxx )sign( 2

гнгл     

3. Безынерци-
онный упру-
гий элемент  

  
 




W

j
jj xAс

1
г

 
4. Механиче-
ский подвиж-
ный элемент 

xm   x   

5. Возвратная 
пружина  

   1вп  ii xxc

6. Постоян-
ный дроссель  x

A
xAA 

sign
2

2

др











  

7. Регулируе-
мый дроссель 

 
 x

A
xAA 

sign
2

2

др











  

8. Обратный 
клапан  

 xxA  sign5,0 2   

9. Насос с по-
стоянной 
производи-
тельностью  

ннJ  н a   

10. Нерегули-
руемый гид-
ромотор 

 

гмгмJ  гм b   

 
Площадь сечения переменного дросселя зависит от факторов 

управления ),,,(Адр.п tpxf kk  где kx  – координата регулирующего 

органа дросселя; kp  – управляющее давление; t – время. 
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Обратный клапан рассматривается как безынерционный элемент 
переключения. В зависимости от направления скорости потока жид-
кости и разности давлений на его входе вхp  и выходе выхp  он может 
находиться в открытом или закрытом состоянии. Условие открытия 
при x  = 0 – ,1)(sign выхвх  pp  а условие закрытия при x  = 0 – 

,1sign xП  где x  – скорость потока жидкости в магистрали, в кото-
рой расположен обратный клапан; П – дискретная функция, характе-
ризующая условия работы клапана: П = 1, если клапан расположен в 
магистрали так, что пропускает жидкость только в положительном 
направлении скорости потока; П = –1 – в противном случае. 

Если обратный клапан снабжен возвратной пружиной, то к выхp  
добавляется слагаемое ,/ о.кпр.о.к AF где пр.о.кF  – усилие пружины обрат-

ного клапана; о.кA  – площадь перекрываемого клапаном отверстия – 
для шарикового или грибкового клапана, или площадь поверхности 
управляющего элемента – для золотникового клапана. 

Для построения математической модели системы необходимо 
использовать компонентные уравнения функционально законченных 
элементов из табл. 2.2 и топологические уравнения, выражающие ус-
ловия равновесия потенциалов и непрерывности фазовых переменных 
типа потока. Топологические уравнения составляются для узлов 
взаимодействия элементов. Как следует из табл. 2.2, каждый элемент 
представляет собой двухполюсник и содержит два узла, отмеченные 
цифрами 1 и 2. Исключение составляет лишь безынерционный упру-
гий элемент, отображающий упругие свойства газожидкостной смеси 
и трубопроводов, который содержит только один узел. 

В гидромеханической системе взаимодействие функционально 
законченных элементов осуществляется посредством рабочей жидко-
сти, поэтому в качестве топологического уравнения используется 
уравнение баланса расходов жидкости в узлах взаимодействия эле-
ментов, выражающее условие непрерывности фазовых координат: 

 ,0
1











 ji
iQ  ,,1 uj   (2.19) 

где iQ  – расход жидкости i-го элемента, взаимодействующего с j-м узлом. 
Давление жидкости в каждом узле взаимодействия одинаково 

для всех функционально законченных элементов, примыкающих к 
данному узлу. 
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Расход iQ  можно выразить через скорость потока жидкости ix   
и площадь его поперечного сечения :iA  .iii xAQ   Тогда уравнение 
непрерывности потока для j-го узла принимает вид 

 





1

.0
i

ii xA   (2.20) 

Топологическое уравнение (2.20) эквивалентно уравнению по-
зиционной связи: 

 





1

.0
i

ii xA  (2.21) 

Наличие позиционных связей системы приводит к избыточности 
координат и переопределенности системы уравнений, поэтому избы-
точность желательно исключать. 

3. ФОРМИРОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ  
МЕХАНИЧЕСКИХ ПЕРЕДАЧ 

3.1 Получение компьютерной модели объекта 

При построении компьютерной модели изучают закономерности 
протекания в техническом объекте процессов, выделяют существен-
ные факторы, обосновывают принятые допущения и т. д. 

Процесс получения компьютерной модели состоит из следую-
щих этапов: 

1. Постановка задачи. Формулируется цель проведения расче-
тов. Выбираются свойства объекта, которые должны быть отражены в 
модели. 

2. Информационное обеспечение. Собирается и анализируется 
информация о ранее выполненных аналогичных работах. Такая ин-
формация может содержаться в книгах, научных и реферативных 
журналах, патентных бюллетенях, в электронных информационных 
источниках (Интернет). С разрешения заводов, проектных и научных 
организаций можно воспользоваться их данными. 

3. Расчетная модель (динамическая модель). Для проведения 
расчетов необходимо составить расчетную модель объекта. Если изу-
чается функционирование объекта во времени, то расчетную модель 
называют динамической моделью. Геометрический вид модели зави-
сит от изучаемого объекта. Динамическая модель состоит из инерци-



 72

онных, упругих, диссипативных и других элементов. На этом этапе 
рассчитываются параметры упомянутых выше элементов. Далее ди-
намическая модель при необходимости дискретизируется, линеаризу-
ется и упрощается. В результате получается расчетная динамическая 
модель, которая используется при проведении расчетов. 

4. Математическое описание. Представляет собой алгоритм 
решения задачи, т. е. последовательность выполнения математиче-
ских операций, приводящих к достижению поставленной цели. Очень 
часто составляется схема алгоритма решения задачи – графическое 
изображение алгоритма. Для динамических моделей математическое 
описание сводится к составлению системы уравнений. В результате 
получается математическая модель объекта. 

5. Программное обеспечение. Выбираются численные методы 
решения задачи, язык программирования, разрабатывается программа 
расчета. 

6. Отладка компьютерной модели. Выполняются пробные рас-
четы, устраняются ошибки, оценивается адекватность и точность рас-
четов. 

3.2. Динамические модели. Общие сведения 

Динамические модели автомобилей состоят из отдельных звень-
ев (элементов) и представляют собой условное графическое изобра-
жение основных свойств объекта: инерционных, упругих, трансфор-
маторных, фрикционных [10]. 

Все реальные звенья обладают одновременно инерционными, 
упругими и диссипативными свойствами. Их еще называют система-
ми с распределенными параметрами. Такое представление свойств 
объекта используют в моделях на микроуровне. Объекты микроуров-
ня – рама и кузов автомобиля, фрикционные накладки, упругие обо-
лочки имеют бесконечное число степеней свободы. Математические 
модели таких объектов – системы дифференциальных уравнений в 
частных производных. 

Поскольку при расчете объектов во внимание принимают толь-
ко свойства, существенно влияющие на результаты моделирования, 
то наиболее часто используют дискретные динамические модели, в 
которых каждое звено обладает только одним свойством: инерцион-
ным, упругим или диссипативным. При этом считается, что осталь-
ные свойства звена не оказывают заметного влияния на результаты 
расчета. Такое представление свойств объекта используют при расче-
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тах динамических процессов, протекающих в двигателе, трансмиссии, 
подвеске. Их относят к объектам макроуровня и они имеют конечное 
число степеней свободы. Такие объекты описываются системами 
обыкновенных дифференциальных уравнений, которые называют мо-
делями на макроуровне. 

Инерционные звенья аккумулируют кинетическую энергию. При 
расчетах автомобиля инерционными звеньями считают маховик дви-
гателя, массу автомобиля. Упругими и диссипативными свойствами 
пренебрегают ввиду их незначительности. Инерционность оценивает-
ся при прямолинейном движении массой т (кг), а при угловом мо-
ментом инерции – J или I (кг · м2). 

Условные обозначения инерционных звеньев: прямоугольник 
для моделей с поступательным перемещением масс и окружность с 
угловым перемещением. 

Упругие звенья аккумулируют потенциальную энергию. Счита-
ют, что они имеют только упругие свойства, т. е. инерционные и дис-
сипативные качества звена незначительные. Примерами таких звеньев 
являются полуоси, пружины, торсионы, валы. Упругие качества оце-
ниваются жесткостью с (Н/м или Н · м/рад), под которой понимают 
отношение изменения силы (момента), приложенной к звену, к изме-
нению его деформации. Часто используют обратную величину – по-
датливость е: е = с–1. 

Условные обозначения упругих звеньев динамических моделей – 
прямые или ломаные линии (пружины). 

Диссипативные звенья рассеивают энергию. Чисто диссипатив-
ных звеньев не существует. К ним можно отнести амортизаторы ав-
томобиля. Оцениваются коэффициентом демпфирования k или b 
(Н · с/м или Н · м · с/рад), под которым подразумевают отношение из-
менения силы (момента) к изменению скорости его деформации. 

Трансформаторные звенья изменяют скорость перемещения 
масс системы. Характеризуются передаточным числом. Примерами 
таких звеньев являются коробка передач, дополнительная передача, 
главная передача и т. д. 

3.3. Приведение динамической модели 

Динамическая модель часто содержит трансформаторные зве-
нья, которые изменяют скорости перемещения масс и усилия в упру-
гих звеньях, что вызывает неудобства при проведении анализа пове-
дения объекта. Поэтому динамическую модель обычно приводят к 
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одной или нескольким базовым координатам. Модель, приведенная  
к одной координате, не имеет трансформаторных звеньев, и потому 
все инерционные звенья перемещаются в установившемся режиме  
с одной скоростью. 

Операция приведения соответствует линейному преобразова-
нию координат модели. Основным условием приведения является не-
изменность энергии звеньев до и после приведения. 

Кинетическая энергия инерционного звена с поступательным 
перемещением массы 

 ,
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ппcc

k
vmvm

W    (3.1) 

– с угловым перемещением  
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k
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где ν и   – скорости перемещения масс. 
Потенциальная энергия упругих звеньев 
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где – деформация упругого звена. 
Энергия рассеивания в диссипативных звеньях 
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В формулах (3.1)–(3.4) нижний индекс «п» соответствует приве-
денному звену, «с» – неприведенному. 

Поскольку отношения скоростей и деформаций приведенной и 
приводимой координат представляют собой передаточные числа, то 
соответствующие формулы для выполнения приведения имеют сле-
дующий вид: 

– для инерционных звеньев 
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m
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J
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– для упругих звеньев 
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c
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п     ;2uee cп   
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– для диссипативных звеньев 

 ,
2u

b
b c
п   

где и – передаточное число трансформаторных звеньев, размещенных 
между базовой координатой и координатой, соответствующей приво-
димому звену. 

Пример выполнения приведения представлен на рис. 3.1. 
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Рис. 3.1. Приведение параметров динамической модели к массе Ja 

3.4. Упрощение динамической модели 

Упрощение выполняется с целью ускорения и облегчения про-
ведения расчетов при практически неизменной точности. 

Из теории колебаний известно, что собственные частоты объек-
та, которые в 4 раза больше анализируемого частотного диапазона, 
практически не оказывают влияния на точность выполнения расчетов. 
Этот постулат является основой для выполнения упрощения [10]. 

Наибольшее распространение имеет метод парциальных сис-
тем, который включает ряд этапов: 

1. Модель разбивается на парциальные системы двух типов  
(рис. 3.2). 

Парциальная система получается из динамической модели, если 
принять во внимание только одну координату, а остальные приравнять 
к нулю. Если координатами являются моменты в упругих звеньях или 
их деформации, то получаются парциальные системы первого типа; ес-
ли углы поворота масс – парциальные системы второго типа. 
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Рис. 3.2. Разбивка динамической модели  
на парциальные системы двух типов 

2. Рассчитываются квадраты собственных (парциальных) частот 
этих систем 2

ip  и 2
iq  (рис. 3.3). 
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Рис. 3.3. Значения квадратов собственных (парциальных) частот 
парциальных систем двух типов 

Тип 2 

Тип 1 

J1 J2 J3 J4 J5 

J1 J2 J3 J4

J5 J4J3J2 

J2 J5

J4J2

е1

е1

е1 

е1 

е2

е2

е2

е2

е3 е4

е4е3

е3

е3

е4

е4 

J1 



 77

3. Находится парциальная система с максимальной частотой maxp  
или .maxq  

4. Выполняется проверка возможности упрощения динамиче-
ской модели по частотному диапазону. 

5. Найденная парциальная система преобразовывается в эквива-
лентную парциальную систему другого типа (рис. 3.4). Следует отме-
тить, что преобразуемая и преобразованная парциальные системы 
имеют одинаковую парциальную частоту. 
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Рис. 3.4. Преобразование парциальной системы одного типа  
в парциальную систему другого типа 

6. Преобразованная система встраивается в упрощаемую дина-
мическую модель вместо системы с рmax или qmax. 

7. Однотипные параметры модели суммируются, в результате че-
го получается упрощенная модель с меньшим на 1 количеством масс. 

8. Выполняется проверка возможности дальнейшего упрощения 
модели и при положительном результате процесс повторяется. 

3.5. Двухмассовая динамическая модель 

Рассмотрим динамическую модель, состоящую из двух инерцион-
ных масс J1 и J2, соединенных упругим звеном с жесткостью с и демп-
фированием b, учитывающим рассеивание энергии в системе. Примем, 
что к первой массе J1 приложен ступенчатый момент М0 (рис. 3.5). 
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Рис. 3.5. Двухмассовая динамическая модель 

Момент М, возникающий в упругом звене с, может быть найден 
из решения системы двух дифференциальных уравнений: 

 ;011 MMJ   (3.5) 

 ,022  MJ   

где 1  и 2  – углы поворота масс J1, J2;  M – суммарный крутящий 
момент: 

 ).()( 2121  cbMMM cb   

Если в качестве обобщенной координаты принять деформацию 
упругого звена 

 ,21   

то уравнение движения примет вид 
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где );( 21 GGb   ).( 21 GGc   
Здесь и ниже для удобства записи формул введена подвижность 

массы G – величина, обратная моменту инерции: 

 .
1

J
G   

Уравнение частот собственных колебаний такой простейшей 
модели 

 .0)( 2 R  

Отсюда 

 ,)( 21 GGcpc   

т. е. собственная частота равна парциальной частоте. 
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Если трение в системе небольшое, то корни характеристическо-
го уравнения будут комплексно сопряженными:  

 ;02  ssR   (3.6) 

 ;1  js  ,2  js  

где ,  – вещественная и мнимая части корней: 

 ;5,0     .45,0 2  

Мнимая часть корня равна частоте свободных колебаний, кото-
рая меньше частоты собственных колебаний. 

Переходный процесс в этом случае является колебательным. Ана-
литическое решение уравнения приводит к следующей зависимости: 
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где   – фазовый угол 
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При  2  корни характеристического уравнения (3.6) стано-
вятся вещественными: 
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Переходный процесс в этом случае апериодический и состоит из 
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Графики колебательного и апериодического переходного про-
цесса, полученные в результате решения уравнений (3.5) с помощью 
компьютера, показаны на рис. 3.6. По оси абсцисс отложено время, 
отнесенное к периоду собственных колебаний, ,/Tt  а по оси ор-
динат – входной момент М0 и суммарный момент М в упругом звене. 
При отсутствии трения (рис. 3.6, а) в упругом звене возникают неза-
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тухающие гармонические колебания с собственной частотой. Мини-
мальное значение момента: ,0min M  максимальное: 

 .2
21

2
0max JJ

J
MM


   (3.9) 

Соответственно, коэффициент динамичности 
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С увеличением массы J2 коэффициент динамичности k1 также 
увеличивается, стремясь в пределе при отсутствии трения к двум  
(при защемленной массе J2). 

 
а) 

 
б) 

  
в) 

Рис. 3.6. Графики переходного процесса в двухмассовой  
динамической модели при различной величине трения 
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При наличии трения (рис. 3.6, б) колебательный процесс стано-
вится затухающим, а при дальнейшем увеличении трения – апериоди-
ческим (рис. 3.6, в). С течением времени динамические составляющие 
момента уменьшаются до нуля, а сам момент стремится к своему ста-
тическому значению: 
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Из рис. 3.6 видно, что частота колебаний незначительно умень-
шается с увеличением трения. Из формулы передаточной функции 
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можно найти амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) крутяще-
го момента М: 
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На рис. 3.7 показаны АЧХ суммарного крутящего момента для 
двухмассовой динамической модели с единичными параметрами и 
различным трением (b = 0, b = 0,1, b = 0,2). На рис. 3.8 показаны ана-
логичные графики АЧХ упругого крутящего момента сМ  без учета 
диссипативной составляющей. Из сопоставления графиков видно, что 
диссипативная составляющая крутящего момента оказывает незначи-
тельное влияние на АЧХ. Влияние трения заметно сказывается лишь в 
околорезонансной зоне. 

 
Рис. 3.7. АЧХ суммарного крутящего момента М 
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Рис. 3.8. АЧХ упругого крутящего момента Мс  

без учета диссипативной составляющей 

Двухмассовая динамическая модель имеет одну форму колеба-
ний. Она легко находится из передаточной функции: 
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Отсюда после замены 2s  на 2  получим: 

 .
2)1(

2

1

2

c

cG
A
A


  

Поскольку 

 .
)( 2

1

1

2

212

2

1

2

J
J

G
G

GGccG
cG

A
A




   (3.13) 

Таким образом, массы колеблются в противофазах и их амплиту-
ды колебаний обратно пропорциональны моментам инерции (рис. 3.9). 

 
Рис. 3.9. Форма колебаний двухмассовой динамической модели 
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4. ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ 
ТЕХНИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 

4.1. Оптимизация технических объектов 

Параметрический синтез заключается в определении числовых 
значений параметров элементов при заданных структуре и условиях 
работоспособности, влияющих на выходные параметры объекта. При 
параметрическом синтезе нужно найти точку (область) в пространстве 
внутренних параметров, в которых выполняются те или иные условия.  

Синтез ТО называется оптимизацией, если определяются наи-
лучшие в заданном смысле структура ТО и значения его параметров [1]. 
При расчетах оптимальных значений параметров при заданной структу-
ре говорят о параметрической оптимизации. Задачу выбора оптималь-
ной структуры называют структурной оптимизацией. 

Постановка задачи оптимизации имеет содержательный смысл 
только в том случае, когда появляется необходимость выбора одного 
из конкурирующих вариантов, полученных при ограниченных ресур-
сах [11], [12]. Окончательный выбор ТО (принятие решения) необхо-
димо проводить с учетом правил предпочтения и на основании уста-
новленных критериев. Выбор критерия является одним из важных 
этапов постановки задачи оптимизации, так как все последующие 
действия направлены на поиск варианта, наиболее близкого к опти-
мальному по выбранному критерию [13]. 

В основе построения правила предпочтения лежит целевая функ-
ция (ЦФ), количественно выражающая качество объекта и потому на-
зываемая также функцией качества или критерием оптимальности. 
ЦФ всегда формируется с учетом различных выходных параметров 
ТО. В зависимости от содержательного смысла этих параметров и 
выбранного способа их сочетания в ЦФ качество объекта будет тем 
выше, чем больше ее значение (максимизация) или чем меньше ее 
значение (минимизация). 

Выбор ЦФ носит субъективный характер, и поэтому объект мо-
жет быть оптимален только в смысле данного критерия. 

В большинстве подходов к оценке ТО принято ориентироваться 
на эталонные образцы, на экспертные оценки или на технико-
экономические показатели, определяемые техническим заданием (ТЗ) 
на проектирование. При подготовке ТЗ обычно учитываются дости-
жения мировой практики, а также экспертные оценки; более объек-
тивной следует считать ориентацию на ТЗ. Наиболее полная оценка 
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проектных решений выполняется на основе анализа технико-
экономических показателей с учетом требований ТЗ [1]. 

Качество функционирования любой системы характеризуется 
вектором выходных параметров .)...,,,( 21 myyyY 


 Некоторые из 

выходных параметров могут быть измерены количественно, другие 
представляют собой качественную сторону объекта, поэтому все вы-
ходные параметры делят, соответственно, на количественные и каче-
ственные. В дальнейшем под вектором Y


 будем подразумевать век-

тор количественных параметров. 
К выходным параметрам, определяющим качество, например, 

трактора, можно отнести тяговые и скоростные характеристики, пока-
затели разгонной и тормозной динамики, управляемости и устойчиво-
сти, комфортабельности, расход топлива, количественный и качест-
венный состав загрязняющих веществ, выбрасываемых в атмосферу с 
выхлопными газами, и многие др. 

Значение ЦФ может возрастать или убывать с увеличением ка-
чества выходного параметра, поэтому в первом случае необходимо 
искать максимум, а во втором – минимум ЦФ. 

Каждый из составляющих вектора Y


 выходных параметров за-
висит от множества внутренних параметров проектируемого объекта. 
Следует отметить, что значения некоторых внутренних параметров 
назначаются и не подлежат изменению. К таким параметрам, напри-
мер, можно отнести параметры унифицированных элементов, значе-
ния которых оговорены в ТЗ на проектирование. Остальные парамет-
ры можно выбрать, ориентируясь на прототипы с учетом 
собственного опыта и оценки возможных перспектив развития конст-
рукций подобных объектов. 

Внутренние параметры, значения которых могут меняться в 
процессе оптимизации и которые являются аргументами ЦФ, назы-
вают управляемыми параметрами. 

Пусть в проектируемом объекте имеется п управляемых пара-
метров, образующих вектор .)...,,,( 21 nxxxX 


 Обозначим ЦФ через 

F(X), а область ее определения – через ХР. Вектор X


 определяет ко-
ординаты точки в области определения ХР. Если элементы вектора X


 

принимают только дискретные значения, ХР является дискретным 
множеством точек, и задача оптимизации относится к области дис-
кретного (в частном случае, целочисленного) программирования. 
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Большинство задач параметрической оптимизации ТО форму-
лируется в терминах непрерывных параметров. Если экстремум целе-
вой функции ищется в неограниченной области ХР, его называют без-
условным, а методы поиска – методами безусловной оптимизации. 
Если экстремум целевой функции ищется в ограниченной области ХР, 
его называют условным. Для решения задач проектирования в маши-
ностроении характерны методы условной оптимизации [14]. 

Таким образом, задачу поиска оптимального решения можно в 
общем случае сформулировать следующим образом: 

 );(extr XF


 ,XPX 


 

где X


 – вектор управляемых параметров; )(XF


 – целевая функция; 
ХР – область допустимых значений вектора управляемых параметров. 

4.2. Постановка задачи оптимизации 

Основная проблема постановки задачи оптимизации заключает-
ся в выборе ЦФ. Сложность выбора ЦФ состоит в том, что любой ТО 
первоначально имеет векторный характер критериев оптимальности 
(многокритериальность), причем улучшение одного из выходных па-
раметров, как правило, приводит к ухудшению другого, так как все 
выходные параметры являются функциями одних и тех же управляе-
мых параметров и не могут изменяться независимо друг от друга. Та-
кие выходные параметры называют конфликтными. 

Целевая функция должна быть одна (принцип однозначности). 
Сведение многокритериальной задачи к однокритериальной называют 
сверткой векторного критерия. Задача поиска его экстремума сво-
дится к задаче математического программирования [4]. 

В зависимости от того, каким образом выбираются и объединя-
ются выходные параметры в скалярной функции качества, различают 
частные, аддитивные, мультипликативные, минимаксные, статистиче-
ские критерии и т. д. Частные критерии могут применяться в случа-
ях, когда среди выходных параметров можно выделить один основ-
ной параметр ),(Xyi


 наиболее полно отражающий эффективность 

проектируемого объекта; этот параметр принимают за ЦФ. Различные 
группы и категории транспортных и тяговых средств очень сильно 
отличаются по назначению (например, тракторы, грузовые автомоби-
ли и самоходные комбайны), поэтому для них в качестве выходных 
параметров, применимых как целевая функция, могут быть грузо-
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подъемность, производительность, расход топлива, динамические ка-
чества и многие др. Условия работоспособности объекта по всем ос-
тальным выходным параметрам относят при этом к функциональным 
ограничениям. Оптимизация на основе такой постановки называется 
оптимизацией по частному критерию. 

Достоинство такого подхода – его простота, а существенный не-
достаток – то, что возможно получить высокое качество объекта 
только по тому параметру, который принят в качестве ЦФ, в то время 
как остальные выходные параметры будут только приемлемыми. 

Выбирается один, наиболее значимый выходной параметр и 
проводится его оптимизация. Затем необходимо взять следующий по 
значимости параметр и провести его оптимизацию при условии, что 
значения управляемых параметров, входящие в выражение как для 
первого, так и для второго выходных параметров, при оптимизации 
второго параметра должны быть зафиксированы на уровне, достигну-
том при оптимизации первого параметра. Далее по такому же прин-
ципу можно оптимизировать и все остальные выходные параметры. 
Однако это возможно только в тех случаях, когда выходные парамет-
ры зависят хотя бы частично от различных наборов управляемых па-
раметров, что на практике бывает далеко не всегда. 

Взвешенный аддитивный критерий применяют тогда, когда ус-
ловия работоспособности позволяют выделить две группы выходных 
параметров. В первую группу входят выходные параметры ,)(Xyi

  
значения которых в процессе оптимизации нужно увеличивать (про-
изводительность, вероятность безотказной работы, для транспортных 
средств – грузоподъемность, максимальная скорость и т. п.), во вто-
рую – выходные параметры ,)(Xyi

  значения которых следует 
уменьшать (расход топлива, масса транспортного средства, время раз-
гона и пр.). 

В этом случае целевая функция свертки будет иметь вид 

  ,)()()(
1



 
k

i
ii XyXyXF


  (4.1) 

где i  > 0 – весовой коэффициент, определяющий степень важности  
i-го выходного параметра (обычно значения i  выбираются проекти-
ровщиком и в процессе оптимизации остаются постоянными). 

Объединение нескольких выходных параметров, имеющих в об-
щем случае различную физическую размерность и величину, в одной 



 87

скалярной ЦФ требует предварительного нормирования этих парамет-
ров. Способы нормирования параметров могут быть различны. Наибо-
лее простым является отнесение этого параметра к некоторой заранее 
заданной средней величине, определяемой из опыта предыдущего про-
ектирования, или к допускаемой величине (например, допускаемые 
напряжения). В этом случае все составляющие выражения (4.1) будут 
безразмерными величинами одного порядка, что делает удобным ма-
нипулирование коэффициентами i  в процессе проектирования. 

Наиболее типичным случаем параметрической оптимизации ТО 
является поиск значений вектора управляемых параметров ,X


 опре-

деляющих экстремум ЦФ при наличии ограничений. Для дальнейше-
го изложения будем считать, что в процессе оптимизации ищется ми-
нимум ЦФ. Таким образом, задачу в общем случае можно 
сформулировать следующим образом: 

 .)(min XF


  (4.2) 

Здесь XPX 


 при прямых ограничениях ii xxx вн   для любого 
 ,,1 ni  где ii xx вн ,  – минимально и максимально допустимые значе-

ния i-го управляемого параметра; п – размерность пространства 
управляемых параметров. 

Функциональные ограничения, как правило, представляют собой 
условия работоспособности для выходных параметров, не вошедших 
в ЦФ, и могут быть: типа равенств 0)(  X


 и (или) типа неравенств 

)(X


 > 0, где )(X


  и )(X


  – векторы функции. 
Выбор метода решения зависит от способа постановки задачи 

оптимизации. Любая из точек XPX 


 является допустимым решени-
ем задачи. Часто параметрический синтез ставится как задача опреде-
ления любого из допустимых решений. Однако гораздо важнее ре-
шить задачу оптимизации – найти оптимальное решение среди 
допустимых. 

4.3. Методы решения задач оптимизации 

Расчет выходных параметров объекта в САПР, как правило, вы-
полняется через численное решение систем алгебраических и диффе-
ренциальных уравнений [15]. Целевая функция и функциональные 
ограничения определяются неявным образом, что не позволяет оце-
нить их свойства (выпуклость, вогнутость и т. д.) с приемлемыми за-
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тратами вычислительных ресурсов. Поэтому решение задач оптими-
зации в САПР ведется с помощью поисковых методов математиче-
ского программирования, использующих предшествующую инфор-
мацию для построения улучшенного решения задачи, т. е. эти методы 
являются итерационными [16]. 

По ряду признаков задачи поиска экстремума могут быть отнесе-
ны к тому или иному классу. Большинство постановок задач парамет-
рической оптимизации ТО сводятся к задачам нелинейного програм-
мирования, так как ЦФ и ограничения описываются нелинейными 
зависимостями от вектора управляемых параметров. В отдельных слу-
чаях при проектировании удается так сформулировать задачу, что ЦФ 
и ограничения являются линейными функциями своих аргументов. То-
гда имеет место задача линейного программирования. В зависимости 
от типа искомого экстремума различают методы локальной и глобаль-
ной, условной и безусловной оптимизации. Практически используемые 
методы в основном являются методами локального поиска. 

Одновременно надежные и экономичные методы поиска гло-
бального экстремума в настоящее время неизвестны. Надежным, но 
крайне неэкономичным методом глобального поиска является метод 
сканирования. При его применении область определения )(XF


 в про-

странстве управляемых параметров разбивается на k подобластей, в 
центре каждой из которых вычисляется значение ЦФ. Если функция 
зависит от n параметров, необходимо выполнить kn вариантов расче-
тов. Чтобы получить достоверную картину поведения гиперповерхно-
сти отклика ЦФ, необходимо сканировать допустимую область с дос-
таточно малым шагом, поэтому даже для сравнительно несложных 
задач затраты машинного времени на поиск становятся недопустимо 
большими. Этот недостаток характерен и для методов случайного по-
иска глобального экстремума. Однако затраты ресурсов на случайный 
поиск можно сделать приемлемыми, если не предъявлять высоких 
требований к надежности определения экстремума. 

Наиболее многочисленную группу составляют методы безус-
ловной оптимизации. Некоторое представление о широко применяе-
мых методах этой группы дает рис. 4.1. В зависимости от порядка ис-
пользуемых производных ЦФ по управляемым параметрам методы 
безусловной оптимизации делят на методы нулевого, первого и вто-
рого порядков. 
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Рис. 4.1. Классификация методов оптимизации 

В методах нулевого порядка (прямых методах) информация о 
производных не используется. Для методов первого порядка необхо-
димо вычислять как значение функции качества, так и ее первые ча-
стные производные (градиентные методы). В методах второго поряд-
ка организация поиска экстремума ведется с учетом значений ЦФ, ее 
первых и вторых производных. 

В зависимости от количества управляемых параметров ЦФ раз-
личают методы одномерного и многомерного поиска. Одномерный 
поиск может рассматриваться как самостоятельная задача, если аргу-
ментом ЦФ является один параметр. Такой же поиск используется в 
качестве части процедуры многомерной оптимизации в тех случаях, 
когда необходимо найти оптимальный шаг в выбранном направлении. 

Задача условной оптимизации может быть сформулирована как 
задача безусловной оптимизации с помощью методов Лагранжа или 
штрафных функций. Тогда для ее решения применяются методы без-
условной оптимизации.  

Задача условной оптимизации может быть решена и методами 
условной оптимизации (методы проекции градиента, допустимых на-
правлений и др.). 
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Практически во всех методах оптимизации стремятся построить 
такую последовательность значений ...,,,, 210 XXX


 при которой  




 )()()( 210 XFXFXF  . В этом случае обеспечивается сходи-
мость результатов и можно надеяться, что минимум функции будет 
найден. 

Важной характеристикой методов является их скорость сходи-
мости. Однако оценка сходимости того или иного метода обычно ба-
зируется на некоторых предпосылках относительно особенностей ЦФ 
(например, функция дважды непрерывно дифференцируема или силь-
но выпукла) и зависит от выбора начальной точки поиска. Теоретиче-
ские предпосылки относительно реальных ЦФ могут не удовлетво-
ряться, поэтому скорость сходимости в этих случаях можно 
рассматривать как сравнительную оценку метода. 

Численные методы поиска оптимума позволяют построить по-
следовательность шагов от начальной точки 0X


 через некоторые 

промежуточные точки kX


 к локальному экстремуму .X


 
Схема алгоритма поиска оптимального решения для общего слу-

чая показана на рис. 4.2. Как отмечалось выше, выбор исходной точки 
поиска 0X


 во многом определяет успех решения всей задачи. Оче-

видно, что 0X


 должна принадлежать области определения целевой 

функции и, чем ближе к экстремуму выбрана ,0X


 тем быстрее и с 
большей вероятностью экстремум будет найден. Сущность метода 
оптимизации определяется этапами 2 и 3 алгоритма, на которых вы-
бирается направление дальнейшего поиска, и вычисляются координа-
ты очередной точки 1kX


 на траектории поиска. Далее в точке 1kX


 

вычисляются значения целевой функции )( 1kXF


 и функций – огра-
ничений, т. е. определяется информация, позволяющая судить о дос-
тигнутом успехе. Инженер может назначить различные условия пре-
кращения поиска, и в зависимости от степени их выполнения поиск 
будет продолжен или прекратится. 

Методы одномерного поиска строятся в предположении унимо-
дальности (одноэкстремальности) функции )(xF  на заданном интер-
вале [а, b]. К функции не предъявляются требования дифференцируе-
мости или непрерывности. Предполагается, что для любого x  [а, b] 
значение F(x) может быть вычислено, т. е. найдено путем вычисли-
тельного эксперимента. 
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Рис. 4.2. Алгоритм поиска оптимального решения 

Методы одномерного поиска можно разделить на методы после-
довательного поиска (методы дихотомии или половинного деления, 
Фибоначчи и золотого сечения) и методы, использующие аппроксима-
цию функции (методы квадратичной и кубической интерполяции и др.). 

Для большинства задач, связанных с поиском оптимальных ре-
шений методы одномерного поиска практически неприменимы, по-
скольку выходные параметры этих машин, как правило, зависят от 
множества управляемых параметров. Обычно в этом случае приме-
няются методы многомерного поиска.  

В качестве примера многомерного поиска рассмотрим метод 
покоординатного спуска (метод Гаусса–Зейделя). Рассмотрим функ-
цию двух переменных, тогда возможна геометрическая интерпрета-
ция рассматриваемого метода. Таким образом, необходимо решить 
задачу 

 .),(),(min 21 XPxxXXF 


 

Этап 2 
Определение 

направление поиска 

Этап 3 
Шаг поиска 

Этап 4 
Вычисление F(X) 

Этап 5
Прекратить

поиск

Этап 6 
Конец поиска 

Этап 1 
Выбор начальной 

точки Х0 
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На рис. 4.3, а изображена поверхность, представляющая собой 
изображение функции )(XF


 двух переменных (управляемых пара-

метров) х1 и х2. Проекция этой поверхности на плоскость переменных 
x1 и x2 показана на рис. 4.3, б. 

 
а) б) 

Рис. 4.3. Графическая интерпретация метода покоординатного спуска 

В соответствии с алгоритмом, приведенным на рис. 4.3, б, на 
плоскости управляемых параметров x1 0 х2 выберем начальную точ- 
ку 0X


 с координатами (х10; х20) и определим для нее значение целевой 

функции .0F  Затем в соответствии с указанным алгоритмом выберем 
направление поиска. Для этого зафиксируем значение управляемого 
параметра х2 = х20 = const, а значение управляемого параметра х1 = х10 
изменим на величину заранее выбранного шага. Для полученной пары 
значений управляемых параметров вычислим значение ЦФ. Если по-
лученное значение ЦФ будет больше первоначального, необходимо 
изменить значение х10 на величину шага в противоположном направ-
лении и для этой точки снова вычислить значение ЦФ. Направление 
выбирается с таким расчетом, чтобы значение ЦФ стало меньше пер-
воначального. Далее в выбранном направлении продолжаем переме-
щение с выбранным шагом до тех пор, пока значение ЦФ не умень-
шится. При нарушении этого условия зафиксируем достигнутое на 
предыдущем шаге значение управляемого параметра х1 (точка ,)1X


 а 

затем начинаем перемещение в направлении управляемого параметра 
х2 с определенным шагом, пользуясь закономерностями, описанными 
выше, до точки ,2X


 в которой достигнут минимум ЦФ. 
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После этого зафиксируем значение переменной x2, снова воз-
вращаемся к параметру х1 и цикл повторяется до тех пор, пока изме-
нение любого управляемого параметра на величину выбранного шага 
будет приводить к увеличению значения ЦФ. Поиск заканчивается 
достижением локального минимума ЦФ, соответствующего значени-
ям вектора управляемых параметров .X


 

Использование метода свертки можно проиллюстрировать сле-
дующим примером. Пусть имеются две ЦФ )(1 xF  и )(2 xF  одного 
управляемого параметра. Предположим, что для каждой из них необ-
ходимо найти минимум, и значимость каждой из них с точки зрения 
оптимизации выходных параметров конструкции равнозначна. 

В этом случае постановка задачи в общем виде, выраженной 
формулой (4.1), сводится к следующей: 

 .),()()(min 2211 XPxxFxFXF 


 

Поскольку значимость ЦФ в процессе оптимизации одинакова, 
весовые коэффициенты равны. Допустим, 1  = 2  = 0,5. Графическая 
интерпретация решения этой задачи представлена на рис. 4.4. 

 
Рис. 4.4. Графическая интерпретация метода свертки 

Следует иметь в виду, что на практике решение задач проекти-
рования таких сложных объектов, как комбайн или трактор, связано с 
нахождением экстремумов ЦФ для значительно большего количества 
управляемых параметров, поэтому столь простая графическая интер-
претация описанных методов невозможна [17]. 

F1(X) 

F(X) 

λ1F1(X) 
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5. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ФАКТОРНЫЕ МОДЕЛИ 
ТЕХНИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 

5.1. Особенности экспериментальных  
факторных моделей 

Наряду с теоретическими ММ при функциональном проектиро-
вании технических систем широко применяются экспериментальные 
факторные ММ. Теоретические модели непосредственно описывают 
физические свойства технической системы. Коэффициенты уравнений 
теоретических моделей представляют собой внутренние параметры 
системы или комбинации этих параметров, а зависимые переменные – 
фазовые координаты системы. Они позволяют осуществлять имитаци-
онное моделирование процессов функционирования технической сис-
темы во времени, детально изучать изменение фазовых координат в за-
висимости от внешних воздействий (возмущающих и управляющих), 
анализировать устойчивость системы, качество переходных процессов, 
эффективность функционирования в условиях случайных внешних 
воздействий, близких к реальным, т. е. оценивать ее функциональную 
работоспособность и выполнение технических требований к системе. 
Но функциональные теоретические ММ сложных ТО представляют 
собой системы нелинейных дифференциальных уравнений (ДУ) высо-
кого порядка и даже однократное решение такой системы уравнений 
на ПЭВМ требует относительно значительной затраты машинного 
времени (минуты). Следует при этом учитывать, что задачи проекти-
рования, как правило, носят ярко выраженный оптимизационный ха-
рактер. Целью функционального проектирования является выбор 
структуры на основе некоторого множества вариантов и определение 
оптимальных параметров ТО. Выбор структуры и оптимизационные 
алгоритмы требуют выполнения множества итераций, количество ко-
торых может достигать чисел второго и третьего порядков, причем на 
каждой итерации решается исходная система ДУ. Поэтому решение 
одной проектной задачи характеризуется большими затратами машин-
ного времени. Этим объясняется медленное внедрение методов функ-
ционального проектирования в конструкторских организациях. Но без 
этого невозможно обеспечить высокий технический уровень и конку-
рентоспособность создаваемых сложных ТО [1]. 

Затраты машинного времени можно значительно сократить, ес-
ли на этапе оптимизации параметров использовать эксперименталь-
ную факторную математическую модель. Экспериментальные фак-
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торные модели (ЭФМ) в отличие от теоретических не используют 
физических законов, описывающих происходящие в объектах процес-
сы, а представляют собой некоторые формальные зависимости вы-
ходных параметров от внутренних и внешних параметров объектов 
проектирования. 

Экспериментальная факторная модель может быть построена  
на основе проведения экспериментов непосредственно на самом ТО 
(физические эксперименты), либо вычислительных экспериментов  
на ЭВМ с теоретической моделью [18]. При создании новых ТО фи-
зический эксперимент проводится на прототипах или аналогах, а ино-
гда – на макетных образцах. Однако физические эксперименты тре-
буют огромных затрат материальных и временных ресурсов, поэтому 
их выполняют обычно в тех случаях, когда возникает необходимость 
поиска путей совершенствования существующих технических систем, 
когда сложность этих систем и условий их функционирования не по-
зволяет надеяться на требуемую точность их математического описа-
ния теоретическими методами. При функциональном проектировании 
ЭФМ получают на основе вычислительных экспериментов на ЭВМ  
с теоретической моделью.  

При построении ЭФМ объект моделирования (проектируемая 
техническая система) представляется в виде «черного ящика», на вход 
которого подаются некоторые переменные X и Z, а на выходе можно 
наблюдать и регистрировать переменные Y (рис. 5.1). 

 
Рис. 5.1. Схема объекта исследования при построении ЭФМ 

В число входных переменных X и Z входят внутренние и внеш-
ние параметры объекта проектирования, подлежащие оптимизации, а 
выходными переменными «черного ящика» являются выходные па-
раметры объекта, характеризующие его эффективность и качество 
процессов функционирования, выбираемые в качестве критериев оп-
тимальности. 

В процессе проведения эксперимента изменение переменных X 
и Z приводит к изменениям выходных переменных Y. Для построения 

E

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ЭФМ необходимо регистрировать эти изменения и осуществить не-
обходимую их статистическую обработку для определения парамет-
ров модели. 

При проведении физического эксперимента переменными X мож-
но управлять, изменяя их величину по заданному закону. Перемен- 
ные Z – неуправляемые, принимающие случайные значения. При этом 
значения переменных X и Z можно контролировать и регистрировать  
с помощью соответствующих измерительных приборов. Кроме того, на 
объект воздействуют некоторые переменные Е, которые нельзя наблю-
дать и контролировать. Переменные X = (xl, x2, ..., xn) называют контро-
лируемыми и управляемыми; переменные Z = (z1, z2, ..., zm) – контроли-
руемыми, но неуправляемыми, а переменные Е = (е1, e2, ..., el) – 
неконтролируемыми и неуправляемыми. 

Переменные X и Z называют факторами. Факторы X являются 
управляемыми и изменяются как детерминированные переменные, а 
факторы Z – неуправляемые, изменяемые во времени случайным об-
разом, т. е. Z представляют собой случайные процессы. Пространство 
контролируемых переменных – факторов X и Z – образует факторное 
пространство. 

Выходная переменная Y представляет собой вектор зависимых 
переменных моделируемого объекта. Ее называют откликом, а зави-
симость Y от факторов X и Z – функцией отклика. Геометрическое 
представление функции отклика называют поверхностью отклика. 

Переменная Е действует в процессе эксперимента бесконтроль-
но. Если предположить, что факторы X и Z стабилизированы во вре-
мени и сохраняют постоянные значения, то под влиянием перемен-
ных Е функция отклика Y может меняться как систематическим, так и 
случайным образом. В первом случае говорят о систематической 
помехе, а во втором – о случайной помехе. При этом полагают, что 
случайная помеха обладает вероятностными свойствами, не изменяе-
мыми во времени. 

Возникновение помех обусловлено ошибками методик проведе-
ния физических экспериментов, ошибками измерительных приборов, 
неконтролируемыми изменениями параметров и характеристик объ-
екта и внешней среды, включая воздействия тех переменных, которые 
в принципе могли бы контролироваться экспериментатором, но не 
включены им в число исследуемых факторов (вследствие трудностей 
их измерения, по ошибке или незнанию). Помехи могут быть также 
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обусловлены неточностью физического или математического моде-
лирования ТО. 

В вычислительных экспериментах объектом исследования явля-
ется теоретическая ММ, на основе которой необходимо получить 
ЭФМ. Для ее получения необходимо определить структуру и числен-
ные значения параметров модели [19]. 

Под структурой модели понимается вид математических соот-
ношений между факторами X, Z и откликом Y. Параметры представ-
ляют собой коэффициенты уравнений ЭФМ. Структуру модели 
обычно выбирают на основе априорной информации об объекте с 
учетом назначения и последующего использования модели. Задача 
определения параметров модели формализована и решается методами 
регрессионного анализа. Поэтому ЭФМ называют также регрессион-
ными моделями. 

Регрессионную модель можно представить выражением 

  ,,, bZXY


            (5.1) 

где b


 – вектор параметров факторной модели. 
Вид вектор-функции 


 определяется выбранной структурой мо-

дели и при выполнении регрессионного анализа считается заданным, 
а параметры b


 подлежат определению на основе результатов экспе-

римента, проводимого в условиях действия помехи Е, представляемой 
в виде аддитивной составляющей функции отклика Y


 (рис. 5.1). 

Эксперимент – это система операций, воздействий и (или) на-
блюдений, направленных на получение информации об объекте при 
исследовательских испытаниях. 

Опыт – воспроизведение исследуемого явления в определенных 
условиях проведения эксперимента при возможности регистрации его 
результатов. Опыт – отдельная элементарная часть эксперимента. Раз-
личают эксперименты пассивные и активные. Пассивным называется 
такой эксперимент, когда значениями факторов управлять нельзя, и они 
принимают случайные значения. Это характерно для многих ТО при 
проведении на них физических экспериментов. В таком эксперименте 
существуют только факторы Z. В процессе эксперимента в определен-
ные моменты времени измеряются значения факторов Z и функций от-
кликов .Y


 После проведения N опытов полученная информация обраба-

тывается статистическими методами, позволяющими определить 
параметры факторной модели. Такой подход к построению ММ лежит  
в основе метода статистических испытаний (Монте-Карло). 
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Активным называется такой эксперимент, когда значениями фак-
торов задаются и поддерживают их неизменными на заданных уровнях  
в каждом опыте в соответствии с планом эксперимента. Следовательно,  
в этом случае существуют только управляемые факторы X. Однако в свя-
зи с тем, что в активном эксперименте также действует аддитивная по-
меха Е, реализации функций отклика Y


 представляют собой случайные 

величины, несмотря на то, что варьируемые факторы X детерминирова-
ны. Поэтому здесь, как и в пассивном эксперименте, построение ЭФМ 
требует статистической обработки получаемых результатов опытов. 

Основные особенности ЭФМ: они статистические; представля-
ют собой сравнительно простые функциональные зависимости между 
оценками математических ожиданий выходных параметров объекта 
от его внутренних и внешних параметров; дают адекватное описание 
установленных зависимостей лишь в области факторного пространст-
ва, в которой реализован эксперимент. Статистическая регрессион-
ная модель описывает поведение объекта в среднем, характеризуя 
его неслучайные свойства, которые в полной мере проявляются лишь 
при многократном повторении опытов в неизменных условиях. 

5.2. Основные принципы планирования  
эксперимента 

Для получения адекватной ЭФМ необходимо обеспечить выполне-
ние определенных условий проведения эксперимента. Модель называют 
адекватной, если в оговоренной области варьирования факторов X


 по-

лученные с помощью модели значения функций отклика Y


 отличаются 
от истинных не более чем на заданную величину. Методы построения 
ЭФМ рассматриваются в теории планирования эксперимента [18]. 

Цель планирования эксперимента – получение максимума ин-
формации о свойствах исследуемого объекта при минимуме опытов. 
Такой подход обусловлен высокой стоимостью экспериментов, как 
физических, так и вычислительных, а также необходимостью по-
строения адекватной модели. 

Планируют как активный, так и пассивный эксперимент. Пла-
нируемый активный эксперимент при прочих равных условиях точнее 
и информативнее, а иногда и дешевле пассивного. Это следует учи-
тывать при выборе вида эксперимента. В вычислительном экспери-
менте (ВЭ) в отличие от физического нет никаких ограничений на 
выбор управляемых факторов и характер их изменения. Поэтому ВЭ 
обычно всегда реализуются как активные. В дальнейшем будут рас-
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сматриваться в основном вопросы, связанные с планированием ак-
тивных ВЭ. 

При планировании активных ВЭ применяют следующие прин-
ципы: 

– отказ от полного перебора всех возможных состояний объекта; 
– постепенное усложнение структуры ЭФМ; 
– сопоставление результатов эксперимента с величиной случай-

ных помех; 
– рандомизация опытов; 
– оптимальное планирование эксперимента. 
Детальное представление о свойствах поверхности отклика мо-

жет быть получено лишь при условии использования густой дискрет-
ной сетки значений факторов, покрывающей все факторное простран-
ство. В узлах этой многомерной сетки находятся точки плана, в 
которых проводятся опыты. В этом случае, в принципе, можно полу-
чить ЭФМ, которая будет практически почти полностью соответство-
вать исходной теоретической модели. Однако при решении практиче-
ских задач, для которых используется ЭФМ, такого детального 
описания не требуется. Выбор структуры ЭФМ основан на постули-
ровании определенной степени гладкости поверхности отклика. По-
этому с целью уменьшения количества опытов принимают небольшое 
число точек плана, для которых и осуществляется реализация ВЭ. 

В отсутствие априорной информации о свойствах функции от-
клика нет смысла сразу строить сложную ММ объекта. Если проверка 
простой модели на адекватность не дает удовлетворительного резуль-
тата, ее постепенно усложняют путем изменения структуры (напри-
мер, повышая степень полинома или вводя в модель дополнительные 
факторы и т. п.) [20]. При этом используются результаты опытов, вы-
полненных при построении простой модели, и проводится некоторое 
количество дополнительных опытов. 

При большом уровне случайной помехи получается большой 
разброс значений функции отклика Y


 в опытах, проведенных в одной 

и той же точке плана. В этом случае оказывается, что чем выше уро-
вень помехи, тем с большей вероятностью простая модель окажется 
работоспособной. Чем меньше уровень помехи, тем точнее должна 
быть ЭФМ. 

Кроме случайной помехи, при проведении ВЭ может иметь ме-
сто систематическая помеха. Эта помеха практически никак не обна-
руживается и результат ее воздействия на функцию не поддается кон-



 100

тролю. Однако если путем соответствующей организации проведения 
опытов искусственно создать случайную ситуацию, то систематиче-
скую помеху можно перевести в разряд случайных. Такой принцип 
организации ВЭ называют рандомизацией систематически действую-
щих помех. 

Наличие помех приводит к ошибкам эксперимента. Ошибки под-
разделяют на систематические и случайные, соответственно наимено-
ваниям вызывающих их факторов – помех. В активных ВЭ ошибки ха-
рактерны только для определяемых значений функций отклика. Если 
исходить из целей построения ЭМФ на основе теоретических моделей, 
полагая, что теоретические модели дают точное описание физических 
свойств ТО, а регрессионная модель является ее аппроксимацией, то 
значения функций отклика будут содержать только случайную ошибку. 
В этом случае необходимости в рандомизации опытов не возникает. 

Рандомизацию опытов осуществляют только в физических экс-
периментах. Следует отметить, что в этих экспериментах системати-
ческую ошибку может порождать наряду с отмеченными ранее фак-
торами также неточное задание значений управляемых факторов, 
обусловленное некачественной калибровкой приборов для их измере-
ния (инструментальная ошибка), конструктивными или технологиче-
скими факторами. 

К факторам в активном ВЭ предъявляются определенные требо-
вания. Они должны быть: 

1) управляемыми (установка заданных значений и поддержание 
постоянными в процессе опыта); 

2) совместными (их взаимное влияние не должно нарушать 
процесс функционирования объекта); 

3) независимыми (уровень любого фактора должен устанавли-
ваться независимо от уровней остальных); 

4) однозначными (одни факторы не должны быть функцией дру-
гих); 

5) непосредственно влияющими на выходные параметры. 
В ВЭ реализация трех первых требований не создает никаких 

затруднений, а в физическом эксперименте могут возникнуть сложно-
сти и даже невозможность их осуществления, что приведет к необхо-
димости замены активного эксперимента пассивным. 

Функции отклика должны быть: 
1) численно измеряемыми; 
2) иметь четкий физический смысл; 
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3) однозначными (характеризовать только одно свойство объекта); 
4) информативными (полностью характеризовать определенное 

свойство объекта); 
5) статистически эффективными (измеряться с достаточной 

точностью с целью сокращения дублирования опытов). 

5.3. Основы регрессионного анализа 

Регрессионный анализ проводится с целью получения по экспе-
риментальным данным регрессионных моделей (РМ), представляю-
щих собой ЭФМ. Задачей регрессионного анализа является определе-
ние параметров ЭФМ объектов проектирования или исследования, 
т. е. определение коэффициентов уравнений РМ при выбранной их 
структуре [1]. 

Регрессионный анализ включает три основных этапа: 
1) статистический анализ результатов эксперимента; 
2) получение коэффициентов регрессионной модели; 
3) оценку адекватности и работоспособности полученной ЭФМ ТО. 
Поскольку параметры фактических моделей b


 определяют по 

результатам ограниченного количества опытов, то получаемые их 
значения являются оценками истинных коэффициентов регрессии .


 

Под структурой ЭФМ понимается вид математических соотношений 
между факторами ,X


 Z


 и откликом .Y


 Функциями отклика Y


 явля-
ются выходные параметры технической системы, характеризующие 
ее эффективность и качество процессов функционирования. Часть 
выходных параметров системы может быть принята в качестве крите-
риев оптимальности. 

Как уже отмечалось, структура ЭФМ выбирается на основе ап-
риорной информации, используя принцип постепенного ее усложне-
ния. Параметры ЭФМ определяются методами регрессионного анали-
за. При этом нет необходимости различать виды факторов, т. е. 
подразделять факторы на управляемые X


 и неуправляемые .Z


 По-

этому в дальнейшем все они будут обозначаться буквой .X


 Тогда 
ЭФМ можно представить векторным уравнением регрессии вида 

  ., bXY


       (5.2) 

Определение параметров b


 этой модели будем рассматривать на 
примере одного уравнения  ., bXY


  Для определения параметров 
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используются результаты ВЭ, результаты которого можно предста-
вить функцией вида 

   , XY


  (5.3) 

где   – аддитивная помеха случайного характера с нормальным зако-
ном распределения. 

Так как каждый опыт проводится при определенном сочетании 
уровней факторов ,X


 то функцию  X


  представим следующим вы-

ражением: 

 ,)()(
0




d

j
jj XfX


 (5.4) 

где j  – j-й элемент вектора искомых коэффициентов уравнения рег-

рессии: ;)...,,( 10
T

d


 а )(Xf j


 – j-я базисная функция – элемент 

вектора базисных функций   .)(...,),(),()( 10
T

dj XfXfXfXf


  

В качестве базисных функций используют переменные про-
стейших полиномов, системы ортогональных полиномов (Эрмита, 
Лежандра и др.), тригонометрические функции. Наиболее часто поль-
зуются простейшими полиномами первой и второй степеней. Напри-
мер, полином первой степени, описывающий функцию отклика у при 
двух факторах x1 и х2, может иметь вид 

 ;22110 xbxbby    (5.5)  

или  

 ;21122110 xxbxbxbby    (5.6)  

а полином второй степени 

 .2
25

2
1421122110 xbxbxxbxbxbby   (5.7) 

Базисные функции в этом случае имеют следующий вид:  

 ;1)(0 Xf


   ;)( 11 xXf 


  ;)( 22 xXf 


 

 ;)( 213 xxXf 


   ;)( 2
14 xXf 


   .)( 2

25 xXf 


 

Если уравнение регрессии имеет вид выражений (5.5), (5.6), его 
называют уравнением линейной регрессии, а если содержит факторы 
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во второй и более высокой степени – нелинейной регрессией (регрес-
сией соответствующего порядка). 

Линейная регрессия может представлять как линейную ЭФМ, так 
и нелинейную, в зависимости от того, содержит ли она линейные эф-
фекты (5.5), или наряду с ними также эффекты взаимодействия (5.6). 
Эффектом взаимодействия называют эффект совместного влияния не-
скольких факторов (х1х2) на у.  

Как всякий статистический метод, регрессионный анализ при-
меним при определенных предпосылках (постулатах). 

1. Аддитивная помеха   – случайная нормально распределенная 
величина с параметрами 0m  и 2

 = const. В этом случае функция 

отклика Y


 – также случайная величина с нормальным законом рас-
пределения. Гипотезу о нормальном распределении Y


 можно прове-

рить по критерию Пирсона. 
2. Постоянство дисперсии помехи означает, что интенсивность 

ошибки определения Y


 не меняется при изменении уровня факторов 
в процессе ВЭ. Выполнение этого постулата проверяется по критерию 
однородности дисперсии в разных точках спектра плана. 

3. Значения факторов в активном ВЭ – неслучайные величины. 
Это означает, что установление каждого фактора на заданном уровне 
и удерживание его на этом уровне во время опыта точнее, чем ошибка 
воспроизводимости. В ВЭ это выполняется однозначно, а физический 
вклад, вносимый ошибками измерения факторов ,X


 должен быть 

пренебрежимо малым в сравнении с действием других, не контроли-
руемых факторов, образующих ошибку   определения функции .Y


 

4. Значения помехи   в различных точках опыта некоррелиро-
ваны. Для обеспечения этого требования используется рандомизация 
опытов. В пассивном ВЭ условие некоррелированности помехи обес-
печивают путем соответствующего выбора временного интервала 
съема информации об условиях и результатах опытов. 

5. Векторы-столбцы базисных функций должны быть линейно 
независимыми. Выполнение этого требования необходимо для полу-
чения раздельных оценок b


 всех коэффициентов регрессии .


 В ак-

тивном ВЭ оно обеспечивается соответствующим выбором спектра 
плана эксперимента. При этом число опытов N (без учета дублирова-
ния) должно быть не меньше, чем число оцениваемых коэффициентов 
NB, т. е. N > NB. 
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В пассивном эксперименте линейная зависимость между столб-
цами практически исключается, так как факторы неуправляемы и 
принимают случайные значения в разных опытах, но может наблю-
даться сильная коррелированность столбцов, что повлечет за собой 
большие ошибки вычисления коэффициентов регрессии. Для выявле-
ния коррелированности столбцов проводят корреляционный анализ 
результатов пассивного эксперимента [1]. 

5.4. Оценка параметров регрессионной модели 

Исходными данными для получения оценок параметров РМ техни-
ческой системы (т. е. оценок b


 искомых коэффициентов регрессии )


 

является информация о значениях управляемых факторов X и функции 
отклика .Y


 Эту информацию можно представить в виде матрицы X зна-

чений факторов во всех N опытах, предусмотренных спектром плана 
эксперимента, и вектора-столбца Y


 полученных в этих опытах значений 

функции отклика :Y  

 ;
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
  

где )...,,,( 21 iniii XXXX  – вектор-строка значений факторов в i-м 
опыте; jiX  – значение j-го фактора в i-м опыте; п – количество фак-

торов; N – количество опытов; iy  – значение функции отклика Y  в i-м 
опыте (если проводились параллельные опыты, т. е. дублирование 
опытов, то вместо iy  используются оценки их математических ожи-
даний, т. е. выборочные средние ).iy  

Значения базисных функций во всех опытах представляют собой 
матрицу F, называемую матрицей базисных функций: 
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где ikf  – значение k-й базисной функции в i-м опыте; 

)...,,,,()( 210 idiiiii ffffXf 


 – вектор-строка значений базисных функ-
ций в i-м опыте. 

Используя информацию об X, Y


 и F, необходимо найти оценки 
коэффициентов регрессии, представляемые вектором-столбцом: 

 ,)...,,...,,,,( 210 dk
T bbbbbb 


  (5.8) 

где bk – значение оценки коэффициента регрессии при базисной функ-
ции fk(X). 

Так как функция отклика Y


 – случайная величина, поскольку  
на ее значения в различных опытах оказывает влияние случайная поме-
ха ,  то оценки коэффициентов регрессии будут случайными величи-
нами. 

Уравнение регрессии устанавливает зависимость между оценкой 
математического ожидания функции отклика y  и факторами 

)....,,,( 21 nxxxX 


 Общий вид этой зависимости 

 .)(
0




d

k
kk Xfby


  (5.9) 

В связи с наличием помехи значение функции отклика в i-м 
опыте yi будет отличаться от .iy  Для определения yi можно составить 
выражение: 

 ,......1100 iiddikkiii fbfbfbfby    (5.10)  

где i  – невязка уравнения регрессии в i-м опыте. 
Невязка характеризует отклонение значений функции отклика в 

опытах от получаемых с помощью РМ (5.9). Она возникает по двум 
причинам: из-за ошибки эксперимента и из-за непригодности  
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(приближенности) выбранной структуры ЭФМ. Причем эти причины 
смешаны, и нельзя сказать, какая из них преобладает. 

Если постулировать, что модель пригодна, то невязка будет поро-
ждаться только ошибкой опыта. Тогда для определения коэффициентов 
уравнения (5.9) невязку надо минимизировать. Для этого в регрессион-
ном анализе используется метод наименьших квадратов (МНК).  
Составляется функция, представляющая собой сумму квадратов невя-
зок, и осуществляется ее минимизация: 

 .
1

2



N

i
iE   (5.11) 

Подставим развернутое значение для ,i  получив его из (5.10): 

  



N

i
iddikkiii fbfbfbfbyE

1

2
1100 )......( min.  (5.12) 

В выражении (5.12) коэффициенты bk рассматриваются как не-
известные переменные, которые наилучшим образом соответствуют 
полученным результатам эксперимента. Значения этих коэффициен-
тов, при которых достигается минимум функции Е, принимаются в 
качестве оценок коэффициентов регрессии. Минимум функции Е 
имеет место при равенстве нулю частных производных этой функции 
по переменным :...,,, 10 dbbb  
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После преобразований получим систему линейных неоднород-
ных алгебраических уравнений относительно искомых оценок коэф-
фициентов регрессии :...,,, 10 dbbb  
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Очевидно, что коэффициенты при неизвестных переменных 
этой системы уравнений являются элементами матрицы Ф, опреде-
ляемой из выражения 

 ,Ф FF T  (5.14) 

в котором F представляет собой матрицу базисных функций. Значе-
ния элементов матрицы F известны из проведенного эксперимента. 
Следовательно, элементы матрицы Ф оказываются известными коэф-
фициентами системы уравнений (5.13). Выпишем матрицу Ф: 
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 (5.15) 

Матрицу Ф называют информационной матрицей Фишера. Она 
содержит (d + 1) строк и (d + 1) столбцов, причем элемент j-й строки 

k-гo столбца представляет собой сумму 


N

i
ikij ff

1

. Матрица Ф симмет-

рична относительно главной диагонали, что упрощает составление 
системы алгебраических уравнений (5.13) для РМ. 

Систему уравнений (5.13) можно записать в матричной форме: 

 .Ф YFb T 
   (5.16) 

Система уравнений (5.13) имеет единственное решение, если 
определитель матрицы Ф не равен нулю. В этом случае матрица Ф 
будет не вырожденной. Выполнение пятой предпосылки регрессион-
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ного анализа, изложенной в предыдущем параграфе, исключает воз-
никновение вырожденности. Решение системы уравнений (5.13) 
обычно осуществляют методом Гаусса. При небольшом числе опре-
деляемых коэффициентов bk можно использовать правило Крамера. 
Полученные методом наименьших квадратов оценки dbbb ...,,, 10  
действительных значений коэффициентов регрессии d ...,,, 10  об-
ладают следующими свойствами: 

1) математические ожидания оценок   ,,0; djbM jj   т. е. 

оценки jb  – несмещенные; 

2) дисперсии оценок коэффициентов регрессии минимальны  

        ,2222
jjjjjjb CbMbMbM

j   (5.17) 

а корреляционный момент: 

         ,,11 kkjjkj bMbbMbMbb   

      ,, 2
11 jkkkjjkj CbbMbb    (5.18) 

где ,jjC  jkC  – элементы матрицы Ф–1, обратной к информационной;  
2
  – дисперсия случайной помехи; 

3) оценки подчиняются совместному (d + 1) – мерному нор-
мальному распределению. 

5.5. Планы экспериментов и их свойства 

При проведении активного эксперимента задается определенный 
план варьирования факторов, т. е. эксперимент заранее планируется. 

План эксперимента – это совокупность данных, определяющих 
число, условия и порядок реализации опытов. 

Планирование эксперимента – выбор плана эксперимента, удов-
летворяющего заданным требованиям. 

Точка плана – упорядоченная совокупность численных значений 
факторов, соответствующая условиям проведения опыта, т. е. точка 
факторного пространства, в которой проводится эксперимент. Точке 
плана с номером i соответствует вектор-строка: 

  ....,,, 21 iniii XXXX   
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Общая совокупность таких векторов LXi ,1  образует план 
эксперимента а совокупность различающихся векторов, число кото-
рых обозначим N, – спектр плана. 

В активном ВЭ факторы могут принимать только фиксирован-
ные значения. Фиксированное значение фактора называют уровнем 
фактора. Количество принимаемых уровней факторов зависит от вы-
бранной структуры ЭФМ и принятого плана эксперимента. Мини-
мальный – minjX  и максимальный – ;maxjX  j = l, n (n – число факто-

ров), уровни всех факторов выделяют в факторном пространстве 
некоторый гиперпараллелепипед, представляющий собой область 
планирования. В области планирования находятся все возможные зна-
чения факторов, используемые в эксперименте. 

Вектор  00
2

0
1

0 ...,,, nXXXX 


 задает точку центра области плани-

рования. Координаты этой точки o
jX  обычно выбирают из соотношения 

   .2/minmax
0

jjj XXX            (5.19) 

Точку 0X


 называют центром эксперимента. Она определяет 

основной уровень факторов ;0
jX  j = 1, n. Центр эксперимента стре-

мятся выбрать как можно ближе к точке, которая соответствует иско-
мым оптимальным значениям факторов. Для этого используется ап-
риорная информация об объекте. 

Интервалом (или шагом) варьирования фактора jX  называют 

величину, вычисляемую по формуле 

   ;2/minmax jjj XXX     j = 1, n.  (5.20) 

Факторы нормируют, а их уровни кодируют. В кодированном 
виде верхний уровень обозначают +1, нижний – –1, а основной – 0. 
Нормирование факторов осуществляют на основе соотношения 

   ;/0
jjjj XXXx   j = 1, n.  (5.21) 

Для переменных xj начало координат совмещено с центром экс-
перимента, а в качестве единиц измерения используются интервалы 
варьирования факторов.  

Геометрическое представление области планирования при двух 
факторах показано на рис. 5.2. 
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Рис. 5.2. Геометрическое представление области планирования  

при двух факторах: Х1 и Х2 

Центр эксперимента находится в точке 0 с координатами 

., 0
2

0
1 XX  Точки 1, 2, 3, 4 являются точками плана эксперимента. На-

пример, значения факторов 1X  и 2X  в точке 1 равны, соответственно, 

min1X и ,min2X  и нормированные их значения min1X  = –1, min2X  = –1. 
В дальнейшем будем предполагать, что в планах активных экс-

периментов факторы нормированы. План эксперимента представляет-
ся в матричной форме и задается либо матрицей плана, либо матри-
цей спектра плана в совокупности с матрицей дублирования. 

Матрица плана представляет собой прямоугольную таблицу, 
содержащую информацию о количестве и условиях проведения опы-
тов. Строки матрицы плана соответствуют опытам, а столбцы – фак-
торам. Размерность матрицы плана L х n, где L – число опытов; n – 
число факторов. При проведении повторных (дублирующих) опытов 
в одних и тех же точках плана матрица плана содержит ряд совпа-
дающих строк. 

Матрица спектра плана – это матрица, в которую входят только 
различающиеся между собой строки матрицы плана. Размерность 
матрицы спектра плана Nп, где N – число точек плана, различающих-
ся между собой хотя бы одной координатой.  
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Матрица спектра плана имеет вид 
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где Xi – вектор, определяющий нормированные значения координат 
точки плана в i-м опыте; Хij – нормированное значение j-го фактора  
в i-м опыте. 

Матрица дублирования – квадратная диагональная матрица т, 
диагональные элементы которой равны числам параллельных опытов 
в соответствующих точках спектра плана: 
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Опыты при выполнении эксперимента проводятся в последова-
тельности, предусмотренной матрицей плана. Эта матрица составля-
ется лишь при необходимости рандомизации опытов, когда в резуль-
татах ВЭ можно ожидать наличие систематических ошибок. Для 
выбора случайной последовательности опытов используется таблица 
равномерно распределенных случайных чисел. Первое число таблицы 
выбирают произвольно, а затем, начиная с этого числа, выписывают L 
чисел таблицы, где L – число опытов (с учетом их дублирования). 
При этом числа, большие L, а также уже выписанные, отбрасываются. 

В ВЭ опыты проводят в соответствии с матрицей спектра плана, 
так как предполагается отсутствие систематических ошибок, и нет 
необходимости в рандомизации опытов. Планы учитывают как осо-
бенности структуры РМ, так и требования их эффективности с пози-
ций повышения точности получаемых моделей и снижения затрат на 
проведение эксперимента. 

При построении линейных моделей или нелинейных, содержа-
щих только взаимодействия факторов, но без квадратов этих факто-
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ров (регрессий первого порядка), каждый фактор можно варьировать 
только на двух уровнях. Для получения таких моделей используют 
планы первого порядка. 

Известно несколько разновидностей планов первого порядка. 
Эти планы различаются в зависимости от структуры РМ. Они предна-
значены для планирования следующих видов экспериментов: одно-
факторного (классического) эксперимента; полного факторного экс-
перимента; дробного факторного эксперимента. 

Если в РМ входят факторы в квадрате или с более высокими сте-
пенями, то необходимо не менее трех уровней варьирования факто-
ров. При построении квадратичных моделей применяют планы вто-
рого порядка.  

Планы различают по степени насыщенности и композиционно-
сти. План называют насыщенным, если общее число точек плана рав-
но числу неизвестных параметров РМ. Такой план позволяет полу-
чить ЭФМ при минимуме затрат, так как обеспечивает минимум 
числа опытов. 

План называется композиционным, если в его спектр в качестве 
составной части входят точки спектра плана, который был реализован 
при построении более простой модели. Композиционность плана по-
зволяет реализовать принцип постепенного усложнения модели при 
минимальных затратах, так как при этом используются результаты 
опытов, выполненных для получения простой модели. Многие планы 
второго порядка являются композиционными. 

Важное свойство плана – ортогональность. У ортогональных 
планов информационная матрица Фишера Ф диагональная, а столбцы 
матрицы базисных функций F попарно ортогональны. Для ортого-
нального плана при заданных значениях диагональных элементов 
матрицы Ф дисперсии 2

kb  оценок коэффициентов регрессии bk мини-

мальны. Эти оценки получаются независимыми, что облегчает их вы-
числение и анализ. 

При изменении вида плана изменяется матрица Ф, что влияет на 
дисперсии оценок коэффициентов регрессии. Различают D-, А- и  
Е-оптимальные планы, обеспечивающие различные формы эллипсои-
дов рассеивания оценок. D-оптимальный план минимизирует обоб-
щенную дисперсию оценок коэффициентов регрессии и обеспечивает 
минимальный объем эллипсоида их рассеивания. А-оптимальный 
план минимизирует среднюю дисперсию всех оценок, а эллипсоид 
имеет наименьшую сумму квадратов длин осей. Эллипсоид рассеива-
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ния у Е-оптимального плана имеет минимальную длину своей наи-
большей оси. 

В зависимости от возможностей предсказания отклика по урав-
нению регрессии различают планы ротатабельные и униформные. 
План называется ротатабельным, если дисперсия предсказания откли-
ка постоянна на фиксированном расстоянии от центра эксперимента. 
Униформный план обеспечивает практически постоянное ее значение 
в некоторой области факторного пространства. Свойства ротатабель-
ности или униформности обеспечиваются соответствующим выбором 
точек матрицы спектра плана. Задача выбора оптимального плана до-
вольно сложная и в большинстве случаев не имеет аналитического 
решения.  

5.6. План однофакторного эксперимента 

Однофакторный (классический) эксперимент предназначен для 
получения линейной ЭФМ вида 

 ....22110 nn xbxbxbby    (5.22) 

Однофакторный эксперимент предусматривает поочередное 
варьирование каждого из факторов при фиксированных на некотором 
уровне значениях остальных факторов. Фактор Xi варьируют на двух 
уровнях XiB и XiH, а все остальные при этом должны находиться в точ-
ке центра эксперимента ,0

jX  j ≠ i. Для нормированных факторов  

xiB = +1; xiH = –1; xj = 0. С учетом этого составим матрицу спектра 
плана однофакторного эксперимента: 
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Число точек плана в этом случае N = 2n, где п – количество фак-
торов. Точки спектра плана располагаются в центрах граней гиперку-
ба. На рис. 5.3, а показано расположение точек для двумерного слу-
чая, а на рис. 5.3, б – для трехмерного. 
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а) б) 

Рис. 5.3. Расположение точек спектра плана  
однофакторного эксперимента: 

а – при двух факторах; б – при трех факторах 

Вектор базисных функций имеет вид 
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а матрица F численных значений базисных функций отличается от 
матрицы спектра плана X только одним дополнительным столбцом, 
соответствующим базисной функции  )(0 Xf
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Матрица базисных функций F обладает очевидными свойствами: 
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где N – число точек спектра плана; )( ik Xf


 – значение k-й базисной 
функции в i-м опыте. 

Согласно последнему выражению, векторы-столбцы всех базис-
ных функций попарно ортогональны. 

Используя свойства (5.23)–(5.27) и выражение (5.15), легко со-
ставить информационную матрицу Фишера Ф = FTF: 
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Так как матрица Ф диагональная, то план однофакторного экс-
перимента ортогональный и коэффициенты регрессии некоррелиро-
ваны друг с другом. Для определения дисперсии оценок коэффициен-
тов регрессии (5.22) вычислим обращенную матрицу Фишера: 
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Искомые дисперсии оценок коэффициентов регрессии опреде-

ляются произведениями дисперсии помехи 2
  на соответствующие 

диагональные элементы матрицы Ф–1: 

 ;222
0

nb     ;222


kb    .,1 nk   

Очевидно, что точность получаемой модели в этом случае невы-
сокая, так как коэффициенты регрессии bk, k = 1, n (кроме коэффици-
ента b0) имеют высокое значение дисперсии. Поэтому однофакторный 
эксперимент следует признать явно неудовлетворительным для по-
строения ЭФМ ТО. В связи с этим в настоящее время он практически 
не применяется. Следует отметить, что рассмотренный план обладает 
свойством ротатабельности. 

5.7. План полного факторного эксперимента 

Спектр плана полного факторного эксперимента (ПФЭ) содер-
жит все возможные комбинации значений факторов на всех уровнях 
их изменения. Число точек N спектра плана определяется по формуле 

 ,nUN   (5.29) 

где U – число уровней варьирования факторов; n – количество факто-
ров. 

Рассмотрим особенности и свойства ПФЭ, применяемых при 
построении линейных регрессий вида 
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Для получения линейной регрессии достаточно варьировать 
факторы на двух уровнях, т. е. U = 2. Тогда число точек спектра плана 

 N = 2n. (5.31) 

Такой план принято обозначать ПФЭ271. 
Рассмотрим порядок составления матрицы спектра плана, пола-

гая, что факторы нормированы и, следовательно, могут принимать 
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значения только либо +1, либо –1. Напомним, что столбцы матрицы X 
соответствуют значениям факторов х1, x2, ..., хп. 

Для составления матрицы спектра плана используется следую-
щее простое правило: в первой строке матрицы все факторы равны 1, 
в первом столбце знаки единиц меняются поочередно; во втором 
столбце они чередуются через два; в третьем – через 4; в четвертом – 
через 8 и так далее – по степеням двойки. Следовательно, для каждого 
последующего столбца частота изменения знака в 2 раза меньше, чем 
для предыдущего. 

Используя изложенное правило чередования знаков, составим 
матрицы спектров планов для случаев n = 2 и n = 3, т. е. для двух и 
трех факторов. При n = 2 число точек плана N = 22 = 4, а матрица 
спектра плана имеет вид 
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при n = 3  N = 23 = 8, а матрица X 
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Спектры планов можно изобразить в привычной для экспери-
ментатора табличной форме. Точки плана ПФЭ2n располагаются в 
вершинах n – мерного гиперкуба. На рис. 5.4, а показано расположе-
ние точек для двумерного случая, а на рис. 5.4, б – для трехмерного. 
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а) б) 

Рис. 5.4. Расположение точек спектра плана ПФЭ2n  
(a – при n = 2; б – при n = 3) 

Посредством ПФЭ можно построить как простейшую линейную 
модель технической системы вида  

 ,...22110 nn xbxbxbby    (5.32) 

так и нелинейную. 
Для модели вида (5.32) система базисных функций очевидна: 

 ;1)(0 Xf


  ;)( 11 xXf 


  ;)( 22 xXf 


 …,  .)( nn xXf 


  

Число базисных функций в этом случае равно n + 1. 
Определим, какие базисные функции могут входить в РМ, полу-

чаемую посредством ПФЭ2n, чтобы выполнялось требование о ли-
нейной независимости векторов-столбцов этих функций, изложенное 
в п. 5.3. При выполнении этого требования получают раздельные 
оценки всех коэффициентов регрессии. Линейная независимость 
столбцов матрицы F достигается, если в ней отсутствуют полностью 
совпадающие или полностью противоположные (по знакам) столбцы. 

В общем случае в полиномиальную модель могут входить фак-
торы в любой степени и различные комбинации из их произведений. 
Так как при нормированных факторах их значения равны +1 или –1,  
а в качестве показателей степеней факторов принимаются целые чис-
ла, то при четных показателях степеней вектор-столбец базисной 
функции состоит только из +1 и совпадает с вектором-столбцом 
функции f0(X), а векторы – столбцы всех базисных функций, соответ-
ствующих одним и тем же факторам xj, возведенным в любые нечет-
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ные степени, будут совпадающими. Вместе с тем легко убедиться, что 
любые комбинации произведений факторов x1, x2, ..., xn могут быть в 
числе базисных функций. 

Выпишем выражения линейных регрессий при п = 2 с учетом 
всех возможных сочетаний взаимодействия факторов: 

 у = b0 + b1xl + b2х2 + b3х1х2. (5.33) 

При n = 3 получаем: 

 у = b0 + b1х1 + b2х2 + b3х3 + b4x1x2 + 

 + b5х1х3 + b6x2x3 + b7x1x2x3.  (5.34) 

Уравнение линейной регрессии, как это видно из (5.30) и (5.34), 
может содержать следующее предельное количество коэффициентов 
при различных видах базисных функций: 

– один коэффициент 0b  – свободный член уравнения регрессии; 
– n коэффициентов jb  – линейных членов уравнения регрессии;  

– 2
nС  коэффициентов kjb ,  при парных взаимодействиях факторов; 

– 3
nC  коэффициентов lkjb ,,  при тройных взаимодействиях фак-

торов;  
– один коэффициент nb ...,,2,1  при взаимодействии факторов мак-

симального, n-го порядка. 
Выражение для определения общего числа коэффициентов рег-

рессии имеет вид 

 NВ =1 + n + 2
nС + 3

nC +...+ n
nC  = 2п.  (5.35) 

Так как при использовании всех возможных сочетаний факторов 
в уравнении регрессии число определяемых коэффициентов NB равно 
числу точек N спектра плана ПФЭ2n, то такой план является насы-
щенным. 

Численные значения ),( ij Xf


 приведенные в таблице базисных 

функций, являются элементами матрицы F. Матрица F плана ПФЭ2n 
обладает следующими свойствами: 

1. Свойством симметричности относительно центра экспери-
мента – алгебраическая сумма элементов каждого столбца матрицы 
базисных функций, кроме столбца ,)(0 Xf


 равна нулю: 
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  (5.36) 

где )( ij Xf


 – значение j-й базисной функции, по i-й строке матрицы F; 

i, N – номер точки и число точек спектра плана; NB – количество ба-
зисных функций. 

2. Свойством ортогональности столбцов – сумма построчных 
произведений элементов любых двух столбцов равна нулю: 

 .,0,;;0)()(
1

dkjkjXfXf
N

i
ikij 




  (5.37) 

3. Свойством нормировки – сумма квадратов элементов каждого 
столбца матрицы базисных функций равна числу точек N спектра плана: 

   .,0,)(
1

2
djNXf

N

i
ij 




  (5.38) 

4. Для столбца базисной функции )(0 Xf


 сумма элементов также 
равна N: 

 .)(
1

0 


N

i
i NXf


  (5.39) 

Выражения (5.36)–(5.39) записаны в предположении, что дубли-
рование опытов не производится. 

Составим информационную матрицу Фишера Ф, определяемую 
выражением (5.15). Выражения (5.37) и (5.38) позволяют определить 
элементы матрицы Ф. Очевидно, что для ПФЭ2n матрица Ф диаго-
нальная с постоянными диагональными элементами.  

Следовательно, ПФЭ2n относится к классу ортогональных пла-
нов. Так как матрица Ф диагональная, то корреляционные моменты 
оценок коэффициентов регрессии 0),(11  kj bb  и оценки всех коэф-

фициентов регрессии bj, j = 1, NB  некоррелированы друг с другом. 
Кроме того, все коэффициенты регрессии оцениваются с одинаковой 
точностью, так как диагональные элементы матрицы Ф одинаковы. 
Дисперсия оценок коэффициентов 

 ./22 Nbj   (5.40) 

Для линейной модели вида (5.32) план ПФЭ2n является А- и  
E-оптимальным и ротатабельным, а для модели (5.30) – D-оптимальным. 
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5.8. План дробного факторного эксперимента 

Наряду с отмеченными положительными качествами ПФЭ он 
имеет существенный недостаток: увеличение количества факторов 
приводит к быстрому росту числа опытов, что обусловлено степенной 
зависимостью (5.29). Например, при п = 10 спектр плана содержит  
N = 210 = 1024 опыта. Кроме того, необходимо дублирование опытов. 

ПФЭ позволяет построить РМ, которая учитывает влияние на 
функцию отклика выбранных факторов и всех возможных сочетаний 
взаимодействий этих факторов. Но поскольку структура РМ выбира-
ется на основе априорной информации о физических свойствах ис-
следуемого объекта, то весьма сложно представить себе влияние на 
характеристики его функционирования эффектов взаимодействий 
выше второго или третьего порядка. Обычно при построении много-
факторной РМ ограничиваются парными или в крайнем случае от-
дельными тройными взаимодействиями факторов. В этом случае 
ПФЭ оказывается избыточным, так как число точек спектра плана N 
значительно больше количества коэффициентов регрессии NB. В ре-
зультате возникает возможность сокращения числа опытов. Но при 
этом, естественно, должно соблюдаться условие возможности оценки 
коэффициентов регрессии по результатам опытов, которое выражает-
ся соотношением .BNN   

Во многих случаях на начальной стадии моделирования техни-
ческой системы в связи с отсутствием необходимой информации о 
влиянии на ее выходные параметры различных факторов (внутренних 
или внешних параметров) строят линейную модель вида (5.32). На-
пример, при трех факторах выбирают модель в виде 

 у = b0 + b1xl + b2х2 + b3x3. (5.41) 

В этом уравнении четыре коэффициента регрессии, а при п = 3 
спектр плана ПФЭ, согласно выражению (5.31), содержит 8 точек, 
т. е. предусматривает 8 опытов в различных точках факторного про-
странства. Следовательно, четыре опыта оказываются избыточными, 
и их можно было бы исключить, естественно, при условии выполне-
ния принятых предпосылок регрессионного анализа, прежде всего, 
ортогональности столбцов матрицы базисных функций F. 

При построении ЭФМ, использующих упрощенные уравнения 
регрессий, когда N > NB, применяют дробные факторные эксперимен-
ты (ДФЭ). Наибольшее распространение имеют регулярные планы 
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ДФЭ типа pn2  т. е. ДФЭ ,2 pn  где п – число факторов; р – степень 
дробности ДФЭ. Планы ДФЭ принято называть репликами с указани-
ем их степени дробности. Так, план ДФЭ 12 n  называют полурепликой 
ПФЭ n2  (1/2-реплика); ДФЭ 22 n  – 1/4-реплика ПФЭ n2 ; ДФЭ 32 n  – 
1/8-реплика ПФЭ n2  и т. д. Полуреплика сокращает число опытов в 
два раза по сравнению с ПФЭ, 1/4-реплика – в четыре раза и т. д. 

При построении матрицы спектра плана ДФЭ pn2  необходимо 
обеспечить выполнение условий, описываемых выражениями  
(5.36)–(5.39), принимая во внимание, что число точек спектра этого 
плана определяется по формуле 

 .2 pnN    (5.42) 

Условия (5.36)–(5.39) удовлетворяются, если в матрице базис-
ных функций F отсутствуют полностью совпадающие или полностью 
противоположные столбцы, что позволяет получить раздельное оце-
нивание всех коэффициентов регрессии. 

При выборе степени дробности ДФЭ должно выполняться условие 

 .BNN    (5.43) 

Выбранные базисные функции для ДФЭ составляют лишь неко-
торую часть базисных функций соответствующего ПФЭ. Назовем эти 
функции существенными переменными, характеризующими в наи-
большей мере физические свойства ТО. 

Процедура построения спектра плана ДФЭ pn2  содержит четы-
ре этапа. 

Этап 1. Выбор структуры уравнения регрессии и определение 
степени дробности ДФЭ. При этом исходят из условия выполнения 
соотношения (5.43). 

Этап 2. Выбор ведущих факторов и построение для них матри-
цы спектра плана, определяющего программу их изменения в ходе 
эксперимента. 

Число k ведущих факторов принимают равным разности между 
количеством факторов n и степенью дробности ДФЭ: 

 .pnk   (5.44) 

Для выбранных ведущих факторов kxxx ...,,, 21  строят план 
ПФЭ2k, используя изложенное в предыдущем параграфе правило че-
редования знаков. 
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Этап 3. Построение матрицы X спектра плана ДФЭ .2 pn  
Часть этой матрицы составляет матрица спектра плана ПФЭ2k,  

а во вторую часть должны войти столбцы матрицы для остальных 
факторов ,,,, 21 nkk xxx   количество которых равно: 

 р = n – k. (5.45) 

Столбцы матрицы X, соответствующие этим факторам, опреде-
ляют путем перемножения соответствующих столбцов ведущих фак-
торов. Для этого используют генерирующие соотношения. Генери-
рующим соотношением называется алгебраическое выражение, 
устанавливающее связь между одним из факторов nkk xxx ...,,, 21   и 
произведением какой-либо комбинации ведущих факторов x1, x2, ..., xk. 

Чтобы получаемые столбцы были ортогональными, для каждого 
из них задается отдельное генерирующее соотношение (количество 
этих соотношений равно р). Выбор генерирующих соотношений, во-
обще говоря, произволен. Однако в качестве генерирующих нельзя 
использовать те произведения ведущих факторов, которые входят в 
состав существенных переменных, так как в этом случае в матрице 
базисных функций F окажутся совпадающие столбцы: для одного из 
факторов nkk xxx ,,, 21   и одного из взаимодействий факторов из 
числа существенных переменных. 

Генерирующее соотношение имеет вид 

 ;...,, ixxxx mljik    ,,1 pi    (5.46) 

где ikx   – фактор, не включенный в число ведущих (для него опреде-

ляется столбец матрицы X спектра плана ДФЭ pn2 ); xj, xl, xm, ... – ве-
дущие факторы. 

Количество ведущих факторов, входящих в генерирующее со-
отношение (5.46), может быть произвольным, но соотношения (5.34) 
для всех ikx   должны быть разными. 

Этап 4. Проверка пригодности полученного спектра плана. 
Для этого необходимо построить матрицу базисных функций F 

и проверить, нет ли в ней совпадающих или полностью противопо-
ложных столбцов, т. е. выяснить, обладает ли матрица F свойством 
ортогональности столбцов, определяемым выражением (5.37). Если в 
матрице F нет совпадающих или противоположных столбцов, полу-
ченный спектр плана ДФЭ pn2  пригоден для решения поставленной 
задачи. В противном случае выполняются последовательно следую-
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щие процедуры до тех пор, пока не будет обеспечена ортогональ-
ность: выбираются иные генерирующие соотношения; изменяется на-
бор ведущих факторов; уменьшается степень дробности плана р. 

При ограниченных возможностях проведения опытов степень 
дробности плана сохраняют, а изменяют структуру уравнения регрес-
сии (например, используют иные взаимодействия факторов или ис-
ключают какую-либо базисную функцию, соответствующую одному 
из взаимодействий высшего порядка). 

Таким образом, регулярные планы ДФЭ pn2  обладают теми же 
свойствами, что и планы ПФЭ .2n  Матрица F удовлетворяет выраже-
ниям (5.36)–(5.39). Информационная матрица Фишера Ф диагональ-
ная. Дисперсию оценок коэффициентов регрессии определяют по 
формуле (5.40). Планы ДФЭ pn2  ортогональны. Для линейных моде-
лей они ротатабельны, А- и Е-планы оптимальны, а насыщенные  
D-планы оптимальны. Поскольку планы ДФЭ значительно экономич-
нее планов ПФЭ, они получили широкое практическое применение.  
В частности, их используют для анализа чувствительности целевой 
функции к вариации параметров ТО в процессе их отсеивания и отбо-
ра для осуществления оптимизации. 

5.9. Статистический анализ результатов  
активного эксперимента 

Прежде чем определять коэффициенты регрессии, необходимо 
выполнить статистический анализ результатов ВЭ с целью оценки их 
качества и пригодности для построения РМ [18]. Статистический ана-
лиз включает оценку ошибок параллельных опытов, отсеивание гру-
бых ошибок, проверку однородности дисперсий опытов и определе-
ние дисперсии воспроизводимости эксперимента. 

Ошибки параллельных опытов. В условиях наличия случайных 
помех с целью уменьшения случайных погрешностей ВЭ и повыше-
ния точности получаемой РМ осуществляется дублирование опытов, 
т. е. проведение параллельных опытов. Каждый опыт, предусмотрен-
ный матрицей спектра плана, повторяется т = 2...5 раз. Число т ре-
комендуют принимать равным для всех N точек плана. В результате 
проводится L = Nm опытов в соответствии с матрицей плана, преду-
сматривающей при этом рандомизацию опытов. 

Повторные опыты в одной и той же точке плана при наличии 
помехи дают различные результаты при определении функции откли-
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ка. Разброс результатов относительно оценки математического ожи-
дания функции отклика называют ошибкой воспроизводимости опы-
та. Эту ошибку надо оценить. 

Для каждой точки плана по результатам параллельных опытов 
находят выборочное среднее ,iy  равное среднему арифметическому 
полученных опытных значений функции отклика: 

 ,1

1


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y  ,,1 Ni    (5.47) 

где u – номер параллельного опыта; yiu – значение функции отклика  
в u-м параллельном опыте i-й точки спектра плана. 

Для оценки отклонения функции отклика от ее среднего значе- 
ния iy  вычисляется дисперсия воспроизводимости опыта по данным т 
параллельных опытов в каждой i-й точке спектра плана: 
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При вычислении 2
iS  принимают число степеней свободы k на 

единицу меньше, чем число параллельных опытов, т. е. k = т – 1, так 
как одна степень свободы уже использована для вычисления .iy  Это 
обеспечивает несмещенность оценки дисперсии воспроизводимости 
опыта .2

iS  
Отсеивание грубых ошибок. Формула (5.47) справедлива лишь 

при нормальном распределении случайной величины у. При наличии 
грубых ошибок опыта распределение у отклоняется от нормального, 
что противоречит предпосылкам 1 и 2 (см. п. 5.3), положенным в ос-
нову регрессионного анализа. Поэтому грубые ошибки надо вначале 
исключить, а затем определять iy  и .2

iS  Грубые ошибки – это брак 
повторных опытов. Для обнаружения брака используют  
t-критерий Стьюдента: 

 ,/)(  iiiuiu Syyt   (5.49) 

где 
iS  – среднее квадратическое отклонение. 

Значения 
iy  и 

iS  определяются по формулам (5.47) и (5.48), но 
без учета оцениваемого результата опыта уiи. 

Полученное значение t-критерия сравнивается с табличным tT 
при выбранном уровне значимости q = P[t > tk, q] и числе степеней сво-
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боды k. Уровень значимости q характеризует вероятность ошибки. 
Если t > tT, то это соответствует браку данного опыта и результат его 
не может быть использован. В этом случае опыт подлежит повторно-
му проведению. 

Проверка однородности дисперсий. Принимается нулевая гипо-
теза об однородности дисперсий воспроизводимости опытов. Одно-
родность дисперсий означает, что среди всех дисперсий 2

iS  нет таких, 
которые бы значительно превышали все остальные. Для проверки од-
нородности дисперсий во всех точках спектра плана используется ли-
бо критерий Кохрена G, либо критерий Фишера F. Критерий Кохрена 
основан на раcпределении отношения максимальной дисперсии 2

maxiS  
к сумме всех дисперсий: 
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Критерий Кохрена применяется, если количество сравниваемых 
дисперсий больше двух, а число повторных опытов во всех точках 
плана одинаково. Определив число степеней свободы k1 = т – 1 и  
k2 = N (N – число точек спектра плана, т – количество повторных 
опытов в каждой точке плана), находят табличное значение критерия 
Кохрена GT. Если G < GT, гипотеза об однородности дисперсий и вос-
производимости результатов принимается. Это означает, что предпо-
сылки 1 и 2, положенные в основу регрессионного анализа, выполня-
ются. В этом случае каждая из дисперсий 2

maxiS  оценивает одну и ту 

же дисперсию помехи .2
  

Следовательно, полученные результаты эксперимента качест-
венные и могут быть использованы для построения РМ. В противном 
случае следует увеличить число параллельных опытов или повторить 
эксперимент при строгом соблюдении методики и схемы проведения 
опытов, предприняв необходимые меры для исключения грубых  
ошибок. 

Если выяснится, что непостоянство дисперсии помехи 2
  обу-

словлено внутренними свойствами объекта, то необходимы более 
сложные способы обработки результатов эксперимента. Можно, на-
пример, вводить некоторую функцию от y: yy,ln  и др. 
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Критерий Фишера позволяет сравнивать две дисперсии и опре-
деляется из соотношения 

 ./ 2
min

2
max SSF    (5.51) 

Дисперсии однородны, если F < FT, где FT – табличное значение 
критерия Фишера, определяемое при числах степеней свободы k1 и k2, 
принятом уровне значимости q. 

Следует отметить, что уровень значимости q по всем критериям, 
применяемым в процессе статистического анализа и обработки ре-
зультатов эксперимента (Кохрена, Стьюдента, Фишера), должен быть 
одинаков. Для технических систем рекомендуется принимать q = 0,05. 

Дисперсия воспроизводимости эксперимента. Если дисперсии 2
iS  

однородны, то их усредняют и находят дисперсию воспроизводимости 
эксперимента: 
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Дисперсия 2
yS  представляет собой оценку дисперсии помехи .2

  

Так как число степеней свободы при определении дисперсии 2
yS  рав-

но k = т – 1, то число степеней свободы, связанное с оценкой 2
yS , вы-

числяется по формуле 

 ).1(  mNk   (5.53) 

Формула (5.46) годится, если число повторных опытов во всех 
точках спектра плана одинаково. Если число опытов различно, ис-
пользуют формулу 
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где ki – число степеней свободы в i-й точке спектра плана; ki = mi – 1; 
mi – число параллельных опытов в этой точке. 

5.10. Определение коэффициентов регрессионной 
модели и проверка их значимости 

Параметрами регрессионной модели являются коэффициенты 
регрессии bj, j = 0, NВ – 1, где NB – количество базисных функций. 
Значения коэффициентов регрессии можно получить, решив систему 
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алгебраических уравнений (5.13). В этих уравнениях величина индек-
са d в обозначении базисных функций fid и коэффициента регрессии bd 
равна d = NB – 1. Так как информационная матрица Фишера Ф для 
ПФЭ и ДФЭ диагональная и все диагональные элементы ее одинако-
вы и равны N, то выражение для определения всех коэффициентов 
уравнения регрессии одинаково и имеет простой вид: 
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где N – число точек спектра плана; )( ij Xf


 – значение j-й базисной 

функции в i-й точке спектра плана; iy  – выборочное среднее функции 
отклика в той же точке, определяемое по формуле (5.47). 

Значения базисных функций )( ij Xf


 для отдельных факторов 

равны Xij, а для взаимодействия факторов – Xik Xil Xim, ... . С учетом 
этого на основе выражения (5.55) можно записать следующие форму-
лы для вычисления значений коэффициентов ypaвнения регрессии: 

– для коэффициентов при факторах хj, включая также свободный 
член уравнения 
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– для коэффициентов при взаимодействиях факторов 
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где n – количество факторов. 
Формулы (5.56) и (5.57) применяются для планов первого по-

рядка. Для плана ПФЭ N = 2п, а для ДФЭ – N = 2п–р. При определении 
коэффициента b0 (свободного члена уравнения регрессии)  

 Xi0 = 1, i = 1, N. 

Поскольку полученные значения коэффициентов регрессии bj,  
j = 0, NB – 1 – случайные числа в связи с действием случайной помехи 
в процессе эксперимента, то они являются оценками истинных значе-
ний коэффициентов регрессии .j  Погрешность определения bj оце-

нивают дисперсией .2
bjS  
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Дисперсии 2
bjS  оценок всех коэффициентов регрессии, как пока-

зано в п. 5.7, 5.8, одинаковы. Величина дисперсии 2
bjS  зависит только 

от ошибки воспроизводимости эксперимента 2
yS  и числа опытов: 

 ),/(22 NmSS ybj   (5.58) 

где m – число повторных опытов (значение m должно быть одинако-
вым для всех точек N спектра плана). 

После определения коэффициентов регрессии bj проверяют их 
значимость. Принимается нулевая гипотеза о незначимости получен-
ных коэффициентов и отсутствии влияния соответствующих им ба-
зисных функций на функцию отклика у. Проверка гипотезы осущест-
вляется с использованием t-критерия Стьюдента, значение которого 
находят из соотношения 

 ,/ bjjj Sbt   ,1,0  BNj   (5.59) 

где bjS  – среднее квадратическое отклонение погрешности оценки ;jb  

NB – общее число коэффициентов уравнения регрессии, равное коли-
честву используемых базисных функций для построения регрессии. 

Полученное значение jt  для каждого коэффициента регрессии bj 

сравнивают с табличным ,Tt  определяемым при принятом уровне зна-
чимости q и числе степеней свободы k = N(m – 1), с которым опреде-
лялась дисперсия воспроизводимости .2

yS  Если ,Tj tt   нулевая гипоте-

за о незначимости коэффициента bj принимается, и член уравнения 
регрессии, включающий этот коэффициент, исключается из математи-
ческой модели. Если же ,Tj tt  полагают, что данный коэффициент 

значимо (неслучайно) отличается от нуля, и его следует сохранить в 
регрессионной модели. В этом случае значение коэффициента jb  боль-

ше ошибки опыта, которую можно оценить величиной доверительного 
интервала .bj  Доверительный интервал находят по формуле 

 .bjTbj St  (5.60) 

Следует однако отметить, что дисперсия воспроизводимости экс-
перимента 2

yS  зависит от очень многих факторов: выбора центра экспе-

римента, интервалов варьирования факторов, наличия экстремумов 
функции отклика в области планирования, соотношения величины от-
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клика и помехи (так называемое отношение «сигнал – шум») и др.  
В этой связи при небольшом различии между jt  и Tt  следует весьма ос-

торожно относиться к оценке значимости коэффициентов регрессии. 
Лучше такие коэффициенты сохранить в модели, а влияние соответст-
вующего фактора (или взаимодействия факторов) проверить в даль-
нейшем на более сложной модели или в иных условиях планирования 
эксперимента. 

После исключения незначимых коэффициентов уравнение рег-
рессии приобретает вид 
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где 
BN  – количество значимых коэффициентов регрессии. 
Так как часть коэффициентов регрессии исключена из модели, 

то 
BN  < NB ≤ N. 
Если все коэффициенты оказались значимыми, суммирование в 

формуле (5.61) осуществляется до NB – 1. 

5.11. Проверка адекватности и работоспособности 
регрессионной модели 

По уравнению регрессии (5.61) можно вычислить предсказан-
ные значения функции отклика у во всех точках спектра плана: 

....,,, 21 NXXX


 В результате будет получено N значений :iy  
....,,, 21 Nyyy  Если РМ получена на основе ПФЭ и все коэффициенты 

регрессии признаны значимыми, то в формуле (5.61) 
BN  = BN  = N. 

Тогда значения yi должны совпадать со средними выборочными зна-
чениями ,iy  полученными в результате эксперимента для каждой 

точки спектра плана. Следовательно, поверхность отклика )(XY


  

проходит через все точки ,,1; Niyi   и полученная модель адекват-
на. Значения yi в этом случае используют для проверки правильности 
вычислений коэффициентов регрессии. 

Если же незначимые коэффициенты bj исключены из РМ, то  

BN  < N. Тогда .ii yy   Это же характерно для моделей, полученных 

на основе ДФЭ. Разности )( ii yy   несут информацию об ошибках 
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предсказания по уравнению регрессии и их можно использовать для 
последующего анализа свойств полученной модели – ее адекватности 
и работоспособности. 

Для оценки рассеяния эмпирических значений iy  относительно 
расчетных yi, полученных по уравнению регрессии, используют дис-
персию адекватности: 
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где т – число параллельных опытов; N – число точек спектра плана; 

BN  – количество значимых коэффициентов регрессии. 

Если число параллельных опытов в различных точках спектра 
плана неодинаково, то для вычисления 2

АДS  используют формулу 
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где mi – число параллельных опытов в i-й точке спектра плана. 
При оценке РМ принимается нулевая гипотеза о том, что полу-

ченная модель обеспечивает адекватное описание результатов экспе-
римента. Проверка адекватности осуществляется путем сопоставле-
ния дисперсии адекватности 2

АДS  и дисперсии воспроизводимости 

эксперимента .2
yS  У адекватной модели значение 2

АДS  обусловлено в 

основном действием случайной помехи, поэтому различие между 2
АДS  

и 2
yS  должно быть небольшим, так как они оценивают одну и ту же 

дисперсию помехи .2
  

Проверку гипотезы об адекватности модели (гипотезы о равен-
стве дисперсий 2

АДS  и )2
yS  выполняют по критерию Фишера: 

 ./ 22
АД ySSF    (5.64) 

В формулах (5.62) и (5.63) учтено, что чем больше число т па-
раллельных опытов, тем с большей достоверностью оцениваются 
средние значения функции отклика у. Поэтому требования к различи-
ям между экспериментальными iy  и расчетными iy  значениями ста-
новятся более жесткими, что отражается в увеличении F-критерия. 
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Полученные значения статистики F сравнивают с табличным 
значением критерия Фишера FT, определяемым в зависимости от 
уровня значимости q и чисел степеней свободы k1 и k2, с которыми 
определялись дисперсии 2

АДS  и :2
yS  

 ;1
 BNNk  (5.65) 

 ).1(2  mNk  (5.66) 

Если F < FT, регрессионная модель считается адекватной. 
Различие между дисперсиями 2

АДS  и 2
yS  обусловлено системати-

ческой ошибкой при определении функции отклика по уравнению 
регрессии из-за его приближенности. Если модель описывает физиче-
ские свойства исследуемого объекта неудовлетворительно, система-
тическая ошибка приводит к значительному возрастанию дисперсии 
адекватности и, следовательно, к увеличению статистики F. 

При F > FT гипотеза адекватности модели отвергается. В таком 
случае нужно либо изменить структуру ММ, либо уменьшить интер-
валы варьирования факторов и провести повторно эксперимент с мо-
делью прежней структуры. 

В первом варианте реализуется принцип постепенного усложне-
ния структуры ММ. Если использовалось упрощенное уравнение рег-
рессии первого порядка, учитывающее влияние на функцию отклика 
только факторов, или факторов и некоторого количества эффектов их 
взаимодействия низших порядков, что характерно для ДФЭ, то в мо-
дель можно дополнительно ввести новые члены, содержащие другие 
эффекты взаимодействия тех же порядков или более высоких поряд-
ков. Однако во многих случаях такой путь оказывается неэффектив-
ным, так как, согласно выражению (5.62), при увеличении количества 
членов уравнения регрессии и неизменном числе точек спектра плана 
N дисперсия адекватности может возрасти, несмотря на снижение раз-
ности ),( ii yy   поскольку при этом увеличивается NB и, следователь-
но, уменьшается знаменатель выражения (5.62). Кроме того, следует 
иметь в виду, что с увеличением порядка эффекта взаимодействия 
возрастает вероятность незначимости коэффициента регрессии bj при 
этом эффекте. В этой связи наиболее целесообразно перейти к плани-
рованию второго порядка, используя регрессионное уравнение в виде 
полного квадратного полинома (см. п. 5.3). После обеспечения адек-
ватности РМ осуществляют проверку ее работоспособности. 
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Адекватность РМ еще не гарантирует ее пригодность к практи-
ческому использованию в задачах прогнозирования и поиска опти-
мальных решений. Модель может оказаться неработоспособной из-за 
низкой ее точности. Для проверки работоспособности модели исполь-
зуют коэффициент детерминации, представляющий собой числовую 
интегральную характеристику точности уравнения регрессии. Его 
значение вычисляют по формуле 
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где y  – среднее значение отклика: 
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Модель считается работоспособной при .75,0R  В этом случае 
обеспечивается уменьшение ошибки предсказания, полученного по 
уравнению регрессии, по крайней мере, в 2 раза в сравнении с пред-
сказанием по среднему значению отклика y  без учета влияния факто-

ров X


 на функцию отклика у. 

5.12. Регрессионный анализ результатов  
вычислительного эксперимента  

на детерминированной теоретической модели 

Детерминированная ММ характеризуется взаимно однозначным 
соответствием между внешним воздействием на моделируемую сис-
тему и ее реакцией на это воздействие. Поэтому в каждой точке спек-
тра плана проводят только один опыт. План активного ВЭ составляет-
ся в зависимости от вида РМ, так же как и для вероятностных ММ. 
При построении ЭМФ, предназначенных для решения задач оптими-
зации параметров ТО в процессе их функционального проектирова-
ния, используют планы первого и второго порядков [1], [18]. 

Регрессионный анализ при экспериментах на детерминированных 
и вероятностных моделях включает одни и те же этапы: статистический 
анализ результатов эксперимента, получение коэффициентов регрессии 
bj, оценка адекватности и работоспособности ЭФМ. Однако содержания 
первого и третьего этапов в обоих случаях различны. 
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На первом этапе осуществляется построение модели среднего и 
ее статистический анализ. При этом определяют среднее значение 
функции отклика y  и дисперсию модели среднего 2

yS , характери-

зующую рассеяние результатов эксперимента относительно y  и оце-
нивающую погрешность модели среднего: 
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где iy  – значение функции отклика в i-й точке спектра плана; N – ко-
личество проведенных опытов, равное числу точек спектра плана. 

Коэффициенты регрессии первого порядка определяются по 
формулам (5.56) и (5.57). После определения коэффициентов bj осу-
ществляется проверка пригодности полученного уравнения регрес-
сии. Для этого вначале необходимо вычислить по уравнению регрес-
сии предсказываемые значения функции отклика в каждой точке 
спектра плана iy . В уравнение регрессии при вычислениях подстав-
ляют значения нормированных факторов xij в соответствии с матри-
цей спектра плана. Затем определяется остаточная дисперсия ,2

остS  
оценивающая погрешность полученной модели: 
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где NB – число коэффициентов в уравнении регрессии. 
Качество предсказания, обеспечиваемого полученной РМ моде-

лью, оценивают по критерию Фишера F и коэффициенту детермина-
ции R2. 

При определении критерия Фишера принимается иная нулевая 
гипотеза, чем при экспериментах на вероятностных моделях (см. п. 5.5). 
Здесь нулевая гипотеза гласит о том, что модель среднего )(Xy  доста-
точно хорошо описывает исследуемый процесс. РМ окажется адекват-
ной, если выдвинутая гипотеза будет опровергнута. 

По критерию Фишера сравнивают дисперсии оцениваемой и 
противопоставляемой моделей. Последняя должна быть более точной, 
чем оцениваемая модель. Поэтому в данном случае критерий Фишера 
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равен отношению дисперсии модели среднего 2
yS  к остаточной дис-

персии :2
остS  

 ./ 2
ост

2 SSF y   (5.72) 

Уравнение регрессии адекватно описывает результаты экспери-
мента, если полученное по формуле (5.72) значение F больше таблич-
ного значения критерия Фишера FT, определяемого при принятом 
уровне значимости q и числах степеней свободы k1 и k2, с которыми 
определены дисперсии 2

yS  и .2
остS  Согласно выражениям (5.70) и (5.71), 

k1 = N – 1; k2 = N – NB. Если условие F > FT выполняется, это означает, 
что уравнение регрессии описывает результаты эксперимента в FT раз 
лучше модели среднего. Тогда нулевая гипотеза отвергается и регрес-
сионная модель адекватна. 

Критерий детерминации определяется по формуле 
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Значение R2 определяет долю рассеяния экспериментальных 
значений функции отклика, учитываемую регрессионной зависимо-
стью. Модель считается работоспособной, если R2 > 0,75 . 

При получении квадратичных РМ оценку значимости коэффи-
циентов обычно не производят и модель не упрощают, а используют 
полный квадратный полином со всеми его составляющими (свобод-
ным членом, линейными эффектами, эффектами парных взаимодей-
ствий и квадратичными членами). 

Упрощению подвергаются лишь линейные многофакторные рег-
рессии, полученные на основе ПФЭ. Принимается нулевая гипотеза о 
том, что bj = 0, j = 1, NB, и осуществляется проверка, отличаются ли 
статистически значимо оценки коэффициентов bj от нуля. Значимость 
bj проверяют по критерию Стьюдента, используя формулу (5.59). При 
вычислении дисперсии ,2

bjS  оценивающей погрешности определения 

коэффициентов bj, используется остаточная дисперсия 2
остS  (а не дис-

персия воспроизводимости эксперимента 2
yS , как это было для веро-

ятностной модели (см. п. 5.9): 

 ./2
ост

2 NSSbj    (5.74) 
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При уменьшении числа коэффициентов регрессии NB, как видно 
из формулы (5.71), остаточная дисперсия возрастает, что приводит к 
снижению критерия Фишера. Поэтому члены уравнения регрессии с 
незначимыми коэффициентами bj можно исключать лишь в том слу-
чае, если проверка полученной упрощенной модели на адекватность 
по критерию Фишера дает положительный результат. 

5.13. Получение математической модели  
на основе пассивного  эксперимента 

При проведении экспериментов на реальных ТО независимое 
варьирование факторов в большинстве случаев оказывается невоз-
можным, поэтому для получения их ММ обычно проводятся пассив-
ные эксперименты. Объекты при этом находятся в нормальных усло-
виях функционирования, а изменение их фазовых координат и 
выходных параметров обусловлено влиянием внешних возмущающих 
воздействий, носящих случайный характер. В этой связи фазовые ко-
ординаты и выходные параметры представляют собой случайные 
процессы. На них могут влиять изменения внутренних параметров 
объектов (например, параметров системы управления). Отнесем к 
факторам пассивного эксперимента ,ix  i = 1, п внешние воздействия, 
наблюдаемые фазовые координаты и изменяемые внутренние пара-
метры, а к функциям отклика ,jy  j = 1, m – выходные параметры объ-

екта (показатели качества и эффективности). 
Для получения информации о физических свойствах объекта, 

необходимой при построении ММ, выбирают некоторый интервал 
дискретизации независимой переменной (времени t) и фиксируют в 
дискретные моменты времени значения факторов и функций отклика. 
Эти значения представляют собой случайные последовательности чи-
сел, составляющие непрерывные множества. Необходимо, чтобы эти 
случайные числа для каждого фактора и каждой функции отклика в 
отдельности были некоррелированными. Это достигается соответст-
вующим выбором интервала дискретизации времени. Эксперимент 
должен проводиться таким образом, чтобы исследуемые случайные 
процессы были стационарными и эргодическими. Допускается лишь 
нестационарность по математическому ожиданию, которую можно 
легко отфильтровать и использовать центрированные значения слу-
чайных процессов. 
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Изложенный подход к проведению пассивного эксперимента со-
ставляет основу метода статистических испытаний (Монте-Карло). 

Используя полученные выборки факторов и функций отклика, 
находят их статистические оценки и осуществляют построение  
РМ ТО ),,( bXy j


  j = 1, т. При этом необходимо проверить вы-

полнение 1-го и 5-го постулатов регрессионного анализа. Согласно  
1-му постулату, все выборки должны иметь нормальные распределе-
ния (проверяется по критерию Пирсона). Затем проверяется выполне-
ние 5-го постулата о некоррелированности столбцов матрицы факто-
ров. Для этого осуществляется корреляционный анализ результатов 
статистических испытаний. 

В процессе корреляционного анализа определяют оценки коэффи-
циентов парной корреляции 

ij xyr  между выбранными для построения 

ММ выходными параметрами yj и факторами ix  а также между парами 
факторов ix  и ,kx  т. е. оценки коррелированности этих факторов .

ki xxr  

Оценка коэффициента корреляции между yj и хi вычисляется по 
формуле 
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где N – число проведенных опытов; ,juy  iux  – значения переменных yj 

и xi в u-м опыте; jy , ix  – оценки математических ожиданий (выбо-

рочные средние), соответственно, функции отклика yj и фактора xi; 
,

jyS  
ixS  – среднеквадратические отклонения. 

Коэффициенты 
ij xyr  являются элементами корреляционной мат-

рицы ),...,,,( 21 jnjjj rrrR 


 i = 1, n;  j = 1, m, в которой jir  = :
ij xyr  
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где )( jiXY rR   – вектор-строка оценок коэффициентов парной корре-

ляции между выходным параметром yj и всеми факторами xi,  i = 1, n. 
Аналогично вычисляются оценки коэффициентов парной корре-

ляции 
ki xxr  между факторами ix  и хk: 
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Обозначим .ikxx ki
r   Тогда связь между факторами можно 

представить корреляционной матрицей: 
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 (5.78) 

В матрице (5.78) ρii = 1, i = 1, n, а остальные коэффициенты кор-
реляции могут принимать значения в пределах .10  ik  Если ik  
близко к 1, это свидетельствует о сильной коррелированности факто-
ров ix  и ,kx  а при ik  = 1 эти факторы функционально (не вероятно-
стно) связаны между собой. Оценка влияния каждого из них на функ-
цию отклика по уравнению регрессии окажется невозможной.  
В случае сильной корреляции факторов ix  и kx  один из них следует 

исключить. Для построения уравнения регрессии ),( bXy j


  остав-

ляют тот фактор, у которого коэффициент корреляции 
ij xyr  больше. 

Регрессионный анализ результатов пассивного эксперимента 
выполняется по той же методике, что и активного. Факторы норми-
руют с использованием формул (5.19)–(5.21). Но в пассивном экспе-
рименте значения факторов – случайные числа, поэтому после нор-
мирования каждый из них во всей серии опытов распределяется в 
диапазоне –1 < ix  < +1. В результате матрица Фишера не диагональ-
ная, как в активном эксперименте, а может иметь все ненулевые эле-
менты. Поэтому определение коэффициентов регрессии jb  требует 

формирования и решения системы алгебраических уравнений (5.13). 
Оценка качества предсказания, обеспечиваемого полученной моде-

лью, осуществляется по критерию Фишера F и по коэффици-енту детер-
минации R2, вычисляемых, соответственно, по формулам (5.78) и (5.79). 
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Если необходимо получить линейное уравнение регрессии в ви- 
де (21.1), можно использовать корреляционные матрицы (5.76) и (5.78). 

Используя вектор-строку jR


 матрицы (5.76) для j-го выходного 

параметра jy  и корреляционную матрицу (5.78), составим матричное 

уравнение: 

 ,jjX RHR


    j = 1, m.  (5.79) 

Решив систему линейных алгебраических уравнений (5.79) от-
носительно неизвестного вектора ),( jij hH 


 i = 1, n, вычислим иско-

мые коэффициенты уравнения регрессии (5.22) по формуле 

 ./ xiyjjiji SShb    (5.80) 

Если факторы ix  – независимые случайные величины, то матри-
ца XR   единичная, т. е. ,1ii  ,0ik  .ki   Тогда .jiji rh   

Изложенную методику можно также использовать при решении 
задач прогнозирования параметров ТО. На основе ретроспективного 
анализа составляют матрицы важнейших внутренних и выходных пара-
метров объектов данного типа. Такой анализ аналогичен проведению 
пассивного эксперимента. Сущность эксперимента в данном случае со-
стоит в создании множества конструкций одного и того же целевого на-
значения. Собранная информация об объекте представляет собой стати-
стические выборки – конечные наборы значений реализаций случайных 
величин (факторов и функций отклика). РМ, полученная в результате 
такого эксперимента, позволяет осуществлять поиск оптимальных ре-
шений и прогнозирование. При этом допускается экстраполяция пара-
метров с выходом за пределы факторного пространства.  

6. ПРИМЕРЫ ФОРМИРОВАНИЯ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 
МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

6.1. Функциональная математическая модель анализа 
механизма навески подъемно-навесного устройства 

мобильного энергетического средства 

Подъемно-навесное устройство (ПНУ) является составной ча-
стью мобильных сельскохозяйственных и строительно-дорожных аг-
регатов. Это гидромеханическое устройство предназначено для связи 
мобильных энергетических средств (МЭС) – тракторов, универсаль-
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ных энергетических средств, самоходных шасси с навесными маши-
нами. Среди рабочих процедур, выполняемых посредством ПНУ, 
ключевой и достаточно энергоемкой операцией, выполняемой энер-
гоносителем, является перевод навесной машины в транспортное по-
ложение. При проектировании ПНУ среди прочего многократно ана-
лизируются: грузоподъемность ПНУ, силовое воздействие на раму 
МЭС, время подъема и позиционирование навесной машины, что и 
определяет целесообразность формализованного описания процесса 
подъема [21], [22].  

 
а) б) 

Рис. 6.1. Механизм навески универсального энергосредства  
«Полесье» и его пространственная геометрическая модель: 

1 – поворотный рычаг; 2 – рама энергосредства; 3 – гидроцилиндр;  
4 – раскос; 5 – верхняя (центральная) тяга; 6 – нижняя тяга;  

7 – шарниры присоединительного треугольника 

Подъемно-навесное устройство состоит из гидропривода и меха-
низма навески (МН), определяющего характер взаимодействия рамы 
МЭС с навесной машиной или орудием. МН представляет собой про-
странственный шарнирно-рычажный механизм (рис. 6.1). Звенья МН, 
опирающиеся на раму МЭС, принимаемую за неподвижное звено 2, свя-
заны через шарниры присоединительного треугольника 7 с навесной 
машиной, принимаемой за подвижное звено ,6L  все вместе образуют 
замкнутую кинематическую цепь. Плоский аналог МН из его простран-
ственной модели получают проецированием характерных точек меха-
низма (центров шарниров и центра тяжести навесной машины) на про-
дольную плоскости симметрии (рис. 6.2). На плоскости аналог МН 
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представлен одноподвижным четырехзвенником, к которому последова-
тельно присоединены две группы Ассура 2-го класса, 2-го порядка,  
1-го вида. Для определения подвижности плоского аналога МН исполь-
зуется формула Чебышева: 

 ,23 45 ppnW   

где n  – число подвижных звеньев; 45 , pp  – число пар 5-го и 4-го классов. 
Подвижность восьмизвенного плоского аналога МН равна 1, сле-

довательно, ориентация выходного звена (навесной машины) – угол 6  
и положение его центра тяжести S6 однозначно определяются обобщен-
ной координатой S – расстоянием между шарнирами П01 и П23. Следует 
отметить, что переход от пространственной к плоской модели механиз-
ма одновременно позволяет понизить порядок его функциональной ма-
тематической модели (ФММ). Анализ МН большинства МЭС показы-
вает, что на плоскости все многообразие их реализаций представляет 
собой комбинацию, состоящую из одной или двух базовых структур: 
четырехзвенного механизма с качающимся гидроцилиндром и группы 
Асура [23]. 

 
Рис. 6.2. Структурная схема механизма навески универсального 

энергосредства «Полесье» (на рисунке изображен перевод  
навесной машины в транспортное положение) 
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Такова структура плоских аналогов МН универсальных энерго-
средств «Полесье», тракторов марок «Беларус», «ЛТЗ» и «ХТЗ», а 
также «МН МЭС» из дальнего зарубежья. 

Аналитическое исследование выходных геометрических парамет-
ров МН выполняется по методу замкнутого векторного контура [23]. При 
этом последовательно определяются углы, образуемые подвижными 
звеньями МН в глобальной правой декартовой системе координат (X0Y). 
Координаты центра тяжести МН определяются в рабочем положении на-
весной машины (рис. 6.2) через вектор ,6SL  связанный с координатами 
оси подвеса – П56 и повернутый относительно 6L  на угол :6S  

  ;cos 666566 SSS LХХ   

  .sin 666566 SSS LYY   

Дифференцируя аналитическое выражение для угла 3  по обоб-
щенной координате, получим аналог угловой скорости поворотного 
рычага МН 3L  (рис. 6.2): 

 
 
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где 13L  – расстояние между П03 и П01. 

Продифференцировав по независимой переменной t  выражения 
для проекций на оси местной системы координат YX  03П и выполнив 
некоторые преобразования, получим выражения для передаточных 
отношений угловых скоростей между звеньями 54334 ,),( LLLL : 
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Через полученные передаточные отношения скоростей звеньев 
определяются аналоги угловых скоростей для звеньев 54 , LL : 

 ;4334 U    .5335 U  

Продифференцировав по углу 5  выражение для проекций на 
оси XO   местной системы координат YX  05П  и выполнив некото-
рые преобразования, получим выражение для передаточного отноше-
ния угловых скоростей звеньев 6L  и 5L : 
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Важными характеристиками МН являются передаточные числа – 
кинематические передаточные функции, характеризующие соотноше-
ние скоростей характерных точек МН и S  – скорости штока гидроци-
линдра. Например, в процессе сравнения вариантов МН часто исполь-
зуют передаточное число МН на оси подвеса [24], которое представляет 
собой аналог вертикальной составляющей скорости точки :П56  

 .cos 55653356  LUI  

Отсюда следует, что изменение ПЧ определяется изменением 
аналога угловой скорости 5  звена 56L  и углом 5  в правой декарто-
вой системе координат. Аналогично представляется аналог угловой 
скорости 6  выходного звена L6: 

 .655336 UU   

Аналитическое выражение для аналога вертикальной составляю-
щей скорости центра тяжести навесной машины (точка )6S  или основ-
ного передаточного числа МН получим, дифференцируя по независи-
мой переменной t, выражение для вертикальной координаты 6SY   

и разделив обе части полученного выражения на :S  

   .coscos 66665556533 SSS LULUI    (6.1) 

Полученные передаточные числа МН – 56, IIS  – величины без-
размерные и взаимосвязанные [24]. Они характеризуют кинематиче-
ские свойства МН, определяются его внутренними параметрами и не 
зависят от скорости обобщенной координаты.  

Последовательность проведения силового анализа МН соответ-
ствует обратному порядку его структурной формулы. Расчетной схеме, 
в которую входит группа L7–L6, соответствует система из четырех ал-
гебраических уравнений, описывающих состояние равновесия. При 
этом на плоскости сила в шарнире П56 представляет две составляющие, 
разделенные поровну по шарнирам двух нижних тяг МН (рис. 6.2): 
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Система из 4-х уравнений имеет 4 неизвестных и решается под-
становкой, либо по методу Крамера. Результаты решения системы 
уравнений приведены ниже: 

 
 

,
2

656
656 A

XXG
PR Sx 

   или  ;
2

6
56 A

GМ
Rx   

 
 

;
2
676

656 A
DGFXX

PR Sy 
  

 ;25607  xx RR  ;0707 G
FRR xy   ;2 5667

xx RR   ,2 65667 PRR yy   

где 6SX  – координата центра тяжести НМ; ijij YX ,  – координаты цен-

тров шарниров звеньев группы L6, L7; GFED ,,,  – промежуточные 

переменные; y
ij

x
ij RR ,  – составляющие сил, действующих в шарнирах 

L6, L7; 
yx RR 0707 ,  – составляющие сил, действующих в шарнире на раме 

энергоносителя,  .56666 XXPM S   
Величина общей реакции в шарнире определяется как геометри-

ческая сумма векторов: 
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Последовательность операций дальнейшего силового анализа 
известна [23].  

Расчет приведенной к поршню силы трения выполняется, считая 
ее равной отношению от деления суммы мгновенных мощностей тре-
ния, затрачиваемых в шарнирах МН, на S  – скорость поршня гидро-
цилиндра. Аналитическое выражение для приведенной к гидроцилин-
дру МН силы трения, учитывающей потери в подвижных и 
неподвижных шарнирах, имеет вид 
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Для упрощения выражения полагаем радиусы шарниров и ко-
эффициенты трения одинаковыми для всех кинематических пар. 

Сила трения манжеты поршня о внутреннюю поверхность гиль-
зы ГЦ определяется по выражению 

 ,трц mc pDlfF    

где D  диаметр поршня ГЦ; l ширина манжеты; сf  – коэффициент 
трения манжеты о гильзу ГЦ; mp  – среднее давление в напорной по-
лости ГЦ.  

Анализ двух последних выражений показывает, что потери на 
трение в кинематических парах не зависят от скорости поршня ГЦ и 
определяются внутренними параметрами МН и ГЦ, а общее выраже-
ние для приведенной к штоку гидроцилиндра силы трения представ-
ляет собой сумму выражений: 
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Разработанная ФММ анализа перевода навесной машины из ра-
бочего в транспортное положение при помощи ПНУ может быть ис-
пользована для большинства ПНУ известных отечественных и зару-
бежных МЭС [21]. Результаты расчета выходных параметров МН в 
процессе перевода навесной машины из рабочего в транспортное по-
ложение используются для расчета выходных параметров ПНУ в ра-
бочем и транспортном режимах. Разработанная ФММ анализа про-
цесса подъема навесной машины является основным компонентом 
для ФММ оптимизационного синтеза ПНУ. 

6.2. Динамика гидропривода подъемно-навесных 
устройств сельскохозяйственных машин 

Подъемно-навесные устройства сельскохозяйственных машин 
разрабатываются для агрегатирования с навесными машинами (НМ). 
Подъемно-навесное устройство состоит из механизма подъема и гидро-
привода (рис. 6.3), обладающего ограниченной мощностью. В условиях 
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автоматизированного проектирования выполняется многовариантный 
анализ ПНУ по его математической модели (ММ). 

Исследование динамики процесса подъема НМ составляет одно 
из условий рационального проектирования ПНУ. В процессе подъема 
НМ в элементах механизма подъема (МП) возникают переменные на-
грузки, поэтому без знания закона движения поршня гидроцилиндра 
   tSSSftS ,,,   нельзя проанализировать их изменение [25].  

 
Рис. 6.3. Структурная схема гидропривода ПНУ  

сельскохозяйственной машины: 
1 – насос шестеренный; 2 – клапан предохранительный (ПК);  

3 – напорная магистраль; 4 – гидрораcпределитель;  
5 – гидроцилиндр; 6 – регулируемый дроссель;  

7 – сливная магистраль; 8 – фильтр; 9 – бак 

Масса и момент инерции НМ приводятся к штоку гидроцилиндра 
гидропривода. Влиянием веса звеньев МП пренебрегаем вследствие их 
малости по отношению к весу НМ и одновременно считаем их абсолют-
но жесткими. Динамическая модель агрегата в составе ПНУ и НМ пред-
ставляет собой материальную точку с переменной массой m(S), которая 
движется под действием переменной силы Q(S), так что обобщенная ко-
ордината S (положение штока гидроцилиндра) этой точки совпадает с 
обобщенной координатой машинного агрегата в любой момент времени.  

Из закона равенства кинетических энергий [26] приведенная 
масса с учетом упомянутых допущений определяется как: 

   ,2
66

2
6  JImSm V   (6.3) 

где 66 , Jm  – соответственно, масса и момент инерции навесной ма-
шины; 6, VI  – соответственно, аналоги линейной скорости центра 
масс и угловой скорости навесной машины.  
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Уравнение движения для машинного агрегата получим из урав-
нения Лагранжа 2-го рода: 

  .SQ
S
T

Sd
T

dt
d 











   (6.4) 

Подставляя в (6.4) известное выражение для кинетической энер-
гии Т, осуществляя необходимые преобразования и учитывая, что 
обобщенная сила Q(S) равна разности между движущей силой двF  на 

штоке гидроцилиндра и приведенной к нему со стороны навесной 
машины нагрузкой P(S), получим: 

      .
2
1

дв

2

2

2

SPF
dt
dS

dS
Sdm

dt
SdSm 





   (6.5) 

При формировании ММ динамики подъема НМ учитываются 
особенности работы ПНУ. Считается, что большинство элементов 
гидропривода работает безынерционно. Температура, плотность, вяз-
кость рабочей жидкости и количество нерастворенного в ней воздуха 
постоянны. Режим течения в напорной магистрали во время переход-
ного процесса неустановившийся, ламинарно-турбулентный [27]. 

Потери давления на трение определяются по выражению: 

 ,443,05,27 2


 

f

Lk
f
L

PL   (6.6) 

где   – плотность рабочей жидкости;   – кинематическая вязкость;  
L  – длина магистрали; f  – площадь сечения магистрали; k  – коэф-
фициент относительной шероховатости;   – средняя по сечению ско-
рость столба жидкости. 

Рабочая жидкость в гидроприводе мобильных машин представ-
ляет двухфазную гидровоздушную смесь. Ее модуль объемной упру-
гости )( pEc  при адиабатическом характере деформации зависит от 
содержания нерастворенного воздуха и начального давления [28]. Не-
равномерность подачи гидронасоса практически не влияет на процесс 
подъема. Считается, что заполняющая напорный тракт гидровоздуш-
ная смесь сосредоточена в объеме небольшой протяженности у гид-
роцилиндра (рис. 6.4) [27]. 

Модуль объемной упругости для деформирующихся полостей 
трубопровода, рукавов высокого давления и гидроцилиндра опреде-
ляется по выражению 
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
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c   (6.7) 

где mE модуль объемной упругости материала полости; ,D  – соот-
ветственно, внутренний диаметр и толщина стенки полости. 

 
Рис. 6.4. Динамическая схема гидропривода  

с переменной нагрузкой на штоке гидроцилиндра 

Используя уравнение неразрывности, перемещение столба жид-
кости и его производные выражаем через аналогичные параметры 
движущегося поршня гидроцилиндра. На основании отмеченного, 
уравнение баланса давлений для участка «гидронасос–гидроцилиндр» 
записывается: 
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где 321 ,, aaa  – коэффициенты пропорциональности, соответствую-
щие инерционным, магистральным и местным потерям давления.  

Уравнение баланса объемного расхода для гидроцилиндра 
имеет вид 
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где 1Q  объемный расход на выходе гидронасоса с учетом утечек;  

0V  – начальный объем жидкости в узле; dtdSdtdS /,/1 эквивалентные 
скорости перемещения; HF  площадь сечения поршня гидроцилиндра. 

Дифференциальное уравнение (ДУ) движения поршня гидроци-
линдра с учетом приведенной силы трения пр

трF  записывается в виде 

            .sign
2
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2
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dt
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dt
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
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Рис. 6.5. Закон движения нагруженного поршня гидроцилиндра: 

 S – обобщенная координата; S  – скорость поршня гидроцилиндра; 
S  – ускорение поршня гидроцилиндра 

Уравнение (6.10) одновременно является искомым ДУ движения 
машинного агрегата, описывающим динамику подъема ПНУ НМ, а 
система уравнений (6.8)–(6.10) его ММ, описывающей динамику подъ-
ема НМ. Система решается по методу Рунге-Кутта 4-го порядка. В ре-
зультате определяется закон движения поршня гидроцилиндра. На базе 
разработанной ММ был определен закон движения для механизма 
подъема секции косилки-плющилки ротационной КПР-6 (рис. 6.5) [29].  

6.3. Математическое моделирование мобильного 
сельскохозяйственного агрегата в режиме  

транспортного переезда 

Мобильный сельскохозяйственный агрегат (МСХА), состоящий 
из универсального энергетического средства (УЭС) и агрегатируемой 
с ним рабочей машины, регулярно работает в режиме транспортного 
переезда.  
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Основным источником низкочастотных колебаний МСХА в 
этом случае являются неровности опорной поверхности – сельскохо-
зяйственного фона, имеющие случайный характер [30], [31]. При этом 
профиль поля или грунтовой дороги определяется микропрофилем 
поверхности, индуцирующим колебания колесных движителей. При 
этом вибрация от колес УЭС передается на корпус УЭС и другие эле-
менты МСХА, что нарушает агротехнические требования, предъяв-
ляемые к технологическому процессу и отрицательно влияет как на 
водителя, так и на надежность работы узлов и агрегатов МСХА.  

Изменение микропрофиля опорной поверхности представляется 
стационарным случайным процессом, основными характеристиками ко-
торого являются корреляционная функция, спектральная плотность и 
максимальная высота неровностей [32], [35]. Корреляционная функция – 

)(qR  характеризует структуру случайной функции неровности и для нее 

чаще всего выбираются аппроксимирующие выражения вида:  

 ;cos)( )(2  eRq  (6.11) 

 ,cos)( )(
2

)(
1

21   eAeARh   (6.12) 

где 21,  и   – коэффициенты, характеризующие, соответственно, 
затухание и периодичность функции; 21, AA  – коэффициенты, харак-
теризующие доли экспоненциальной и периодической составляющих, 
соответственно. 

Числовые значения   и   зависят от типа сельскохозяйственного 
фона и скорости движения МСХА [30], поэтому для произвольной ско-
рости они определяются по значениям, полученным из табл. 6.1, состав-
ленной для скорости V = 1 м/c, используя следующие соотношения: 

 ;1 iVV V
I

     .1 iVV V
I

    (6.13) 

Таблица 6.1 

Таблица сельскохозяйственных фонов 

Вид сельскохозяйственного фона ,q  мм А1 А2 ,1 1/с ,2  1/с ,  1/с 

Стерня пшеницы 24 – 1,0 – 0,42 0,29 
Стерня кукурузы 32,2 0,7 0,3 0,25 0,60 1,57 
Грунтовая дорога 21,2 – 1,0 – 0,58 0,63 
Пропашное поле 21,5 – 1,0 – 0,57 0,59 
Залежь 51,8 1,0 – 1,3 – – 
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Применяя приведенные выражения (6.11)–(6.13) к типичным для 
УЭС сельскохозяйственным фонам (различные виды стерни, грунто-
вая дорога, залежь) и условиям работы (средние скорости и время ра-
боты), был рассчитан среднестатистический фон. Его корреляционная 
функция с достаточной для инженерных расчетов точностью характе-
ризует внешние воздействия со стороны опорной поверхности на 
МСХА, состоящий из УЭС и навесного уборочного комбайна. В ре-
зультате были определены нормированные корреляционные функции 

)(2 R – )(5 R  для микропрофиля опорной поверхности, соответст-
вующие движению МСХА со скоростью от 2 ))(2( R  до 5 ))(5( R  м/с, 
которые представлены на рис. 6.6 [34]. 

Спектральная плотность – наиболее полная характеристика воз-
мущений, действующих на МСХА со стороны опорной поверхности, 
позволяет определить и другие числовые статистические характери-
стики. Например, применив прямое преобразование Фурье для корре-
ляционной функции (6.11) получим соответствующую ей спектраль-
ную плотность: 
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где ,q   – соответственно, среднеквадратичная высота и частота 

колебаний неровностей поля. 
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Рис. 6.6. Корреляционные функции неровностей  
среднестатистического агрофона для мобильного  

сельскохозяйственного агрегата 
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На рис. 6.7 приведена спектральная плотность ординат микро-
профиля, характеризующая распределение среднеквадратичных вы-
сот по частотам колебаний неровностей опорной поверхности, для 
скорости движения МСХА, равной 2 м/с. 
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Рис. 6.7. Спектральная плотность микропрофиля  

опорной поверхности 

Спектральная плотность ускорения, представляющая собой вто-
рую производную от спектральной плотности ординат микропрофиля, 
связана с ней выражением: 

 ),()( 4  qq SS    (6.15) 

где )(qS   – спектральная плотность ускорения неровностей. 

Распределение ординат микропрофиля подчиняется нормально-
му закону, из чего следует известная зависимость («правило трех сиг-
ма») для максимальной высоты неровностей: 

 .3max qq    (6.16) 

На рис. 6.8 представлена расчетная (динамическая) схема функ-
циональной математической модели, имитирующей динамику транс-
портного переезда МСХА. Она сформирована на основе метода сосредо-
точенных масс и включает массу МСХА (m), его момент инерции (J),  
а также упругие ),( 21 сс  и демпфирующие элементы 21, kk , восприни-
мающие и смягчающие толчки со стороны сельскохозяственного  
фона (q1, q2).  
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В процессе формирования математической модели (ММ) были 
приняты следующие ограничения: возникающие в шинах УЭС упру-
гие и диссипативные силы пропорциональны изменению характери-
стик неровности );,( qq   крутильные колебания трансмиссии и сидения 
водителя не влияют на колебания рамы; влияние навесной машины 
учитывается изменением положения центра тяжести МСХА; в движе-
нии колеса сохраняют точечный, но постоянный контакт с опорной 
поверхностью [30].  

 
Рис. 6.8. Схема динамической модели МСХА в режиме  

транспортного переезда  

Эквивалентная динамической схеме функциональная математи-
ческая модель описывается линейным дифференциальным уравнени-
ем с постоянными коэффициентами, сформированным на основе 
уравнения Лагранжа 2-го рода: 

 ,22 2
c

2
c qqhzzhz     (6.17)  

где z  – вертикальное перемещение центра тяжести МСХА; qq ,  – ха-
рактеристики неровности опорной поверхности; c  – частота собст-
венных колебаний корпуса; h  – коэффициент демпфирования. 

В общем случае колебания задней и передней частей корпуса 
УЭС при 1  (  – коэффициент распределения подрессоренных 
масс) связаны между собой и масса МСХА распределяется на три со-
ставляющие – .,, 321 mmm  Однако в данном случае 3m  сравнительно 
мала, поэтому колебания передней и задней частей корпуса УЭС счи-
таем практически независимыми. 
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В этом случае преобразованные по Лапласу при нулевых на-
чальных условиях уравнения для передней и задней частей корпуса 
УЭС принимают вид: 

 ;)()2()()2( 2
1c11

2
1c1

2 SQShSZShS    (6.18) 

 ,)()2()()2( 02
2c22

2
2c2

2 SteSQShSZShS   (6.19) 

где 0t  – время переезда колесами переднего моста расстояния, равно-
го базе, – bL  УЭС. 

Из приведенных выражений (6.17)–(6.19) определяются переда-
точные функции – ),(SWZ  )(1 SWZ  и )(2 SWZ  и соответствующие им ам-
плитудно-частотные характеристики – ,)( jWZ  ,)(1 jWZ  )(2 jWZ  
для МСХА, а также передней и задней частей корпуса УЭС.  

Посредством АЧХ связываются спектральные плотности харак-
теристик неровностей сельскохозяйственного фона и параметры виб-
рации корпуса УЭС: 

 );()()(
2  qZZ SjWS     (6.20) 

 ),()()(
2

 qZZ SjWS    (6.21) 

где )(),(  qq SS   – спектральные плотности характеристик неровно-

стей; ),(ZS   )( jWZ – спектральная плотность и АЧХ ускорений не-

ровностей, соответственно. 
На рис. 6.9 представлена спектральная плотность амплитуд вер-

тикальных перемещений центра тяжести МСХА, имеющая выражен-
ный максимум до 11,4 мм на частоте 8,9 рад/с.  
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Рис. 6.9. Спектральная плотность амплитуд вертикальных  

перемещений МСХА 
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Дисперсии вертикальных перемещений и ускорений центра тя-
жести МСХА определяются по известным выражениям: 

 ;)(1
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2 





 dSZz    .)(1

0

2 





 dSZz    (6.22) 

Сравнение результатов расчета параметров вибраций МСХА по 
математической модели с записью колебаний УЭС, полученной на 
комплексном стенде в РКУП ГСКБ ПО «Гомсельмаш», подтвердило 
адекватность сформированной модели. 

Рассмотренная функциональная математическая модель транс-
портного переезда МСХА может быть использована для имитации 
равномерного движения агрегата и определения параметров вибрации 
колесных тракторов и агрегатируемых с ними сельскохозяйственных 
орудий.  

6.4. Математическое моделирование механизма 
вывешивания адаптера кормоуборочного  

комбайна 

Снижение потерь кормов в процессе уборки самоходным кор-
моуборочным комбайном (СКК) связано, в том числе и с обеспечени-
ем правильного функционирования механизма вывешивания адап- 
тера (МВА). Механизм вывешивания адаптера предназначен для  
качественного копирования рельефа башмаками жатки или подбор-
щика в заданном диапазоне вертикального перемещения адаптера от-
носительно самоходного измельчителя. При этом башмаки адаптера 
должны иметь постоянный контакт с почвой, а нагрузка на них долж-
на оставаться в заданных пределах. Поэтому наиболее полной харак-
теристикой, описывающей процесс копирования, является реакция 
под башмаками жатки.  

Задача МВА состоит в стабилизации давления башмаков на опор-
ную поверхность, когда безотрывное копирование башмаками рельефа 
обеспечивает требуемую высоту среза кормовой культуры [33], [35]. 

Во время уборки кормов колеса самоходного измельчителя ко-
пируют микрорельеф, оказывая влияние на положение жатки и режу-
щего аппарата, которые, в свою очередь, совершают сложное движе-
ние относительно корпуса самоходного измельчителя. Жатка 
контактирует башмаками с опорной поверхностью лишь небольшой 
частью своего веса, в то время как большая его часть через МВА ком-
пенсируется механическими пружинами.  
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Решение проблемы состоит в формировании методики решения 
задачи расчета выходных параметров МВА, а также в разработке ре-
комендаций, способствующих обеспечению требуемого качества ко-
пирования адаптером опорной поверхности.  

Механизм вывешивания адаптера СКК представляет собой про-
странственный механизм, состоящий из двух снабженных блоками 
пружин одинаковых конструкций, которые, как правило, расположены 
симметрично относительно продольной плоскости симметрии адаптера. 

Идеализируя геометрическую модель МВА, считаем, что оси, 
проходящие через центры шарниров его звеньев, параллельны друг 
другу, а звенья – несжимаемы, тогда правая и левая части механизма, 
будучи спроецированы на продольную плоскость симметрии СКК, 
образуют плоский аналог пространственного МВА (рис. 6.10). 

Структурный анализ идентифицирует замкнутую кинематиче-
скую цепь как одноподвижный шестизвенник. Поэтому положение 
характерных точек выходного звена кинематической цепи – центра 
тяжести жатки (S6) и точки контакта башмака с опорной поверхно-
стью (M) однозначно определяется обобщенной координатой S. 

 
Рис. 6.10. Схема копирования рельефа адаптером  

кормоуборочного комбайна 

Геометрический, а и затем кинематический анализ МВА выпол-
няются в правой декартовой системе координат XOY в соответствии с 
результатами структурного анализа. На основе известной методики 
кинематическая цепь представляется замкнутыми векторными конту-
рами (рис. 6.11) [23]. 
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Рис. 6.11. Векторная интерпретация плоского аналога МВА  

в правой декартовой системе координат 

В ходе решения задачи о положениях подвижных шарниров 
МВА последовательно рассматриваются контур 4313 LSLL  и присоеди-
ненная к нему группа Ассура 2-го порядка 1-го вида .65LL  В резуль-
тате геометрического анализа получены аналитические выражения 
для координат центра тяжести жатки 6( Sx , )6Sy  и точки контакта 
башмака с опорной поверхностью ( ,( Mx  :)My  
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  (6.24) 

где ),(56 Sx  )(56 Sy  – координаты оси подвеса жатки; ,6SL  6S  и ,ML  

M  – параметры, жестко связывающие характерные точки со звеном L6. 
Дифференцируя выражения для вертикальных координат харак-

терных точек (6.24) по времени и выполняя некоторые преобразова-
ния, получим аналитические выражения для аналогов вертикальных 
составляющих скоростей этих точек:  
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 ;))(cos()())(cos()()()( 66664555436 SSS SLSUSLSUSSI    (6.25) 

 ,))(cos()())(cos()()()( 66455543 MMM SLSUSLSUSSI    (6.26) 

где )(3 S  – аналог угловой скорости звена );( 43 LL  6454 ,UU  – переда-
точные отношения, связывающие, соответственно, угловые скорости 
звеньев ,5L  4L  и ., 46 LL  

Выражение для приведенной к пружине нагрузки ),(SFPR  полу-
ченное из уравнения равновесия МВА, имеет вид 

 ,)()()( пр
ин

пр
тр66 FFSRISIPSF MSPR    (6.27) 

где пр
ин

пр
тр , FF  – соответственно, приведенные силы трения и инерции.  

Реакция R на башмаке (рис. 6.11) – это сила противодействия дав-
лению со стороны башмака на опорную поверхность. Растяжение пру-
жин МВА у неподвижного СКК )( 0SS   компенсирует приведенную 
нагрузку и определяет силу давления башмаков на опорную поверх-
ность в положении статического равновесия, как это следует из (6.27). 
При этом подтвержденная экспериментально величина предварительно-
го растяжения пружины )( 0SX  рассчитывается по выражению: 

 ,
)()(

)( 0006
0 C

SIRSPI
SX MS 

   (6.28) 

где С  – жесткость пружины (блока пружин); 0R  – настраиваемая сила 
давления башмака при равенстве вертикальных координат точек кон-
такта с поверхностью у него и колеса СКК.  

В процессе копирования рельефа вертикальная координата точ-
ки контакта башмака с опорной поверхностью )( MY  изменят свое 
расположение относительно точки аналогичного контакта колеса са-
моходного измельчителя. Ее вертикальные колебания относительно 
этого (нулевого) уровня в заданном диапазоне сопровождаются соот-
ветствующими изменениями S, что приводит к росту растяжения 
пружины )(SX  при уменьшении MY  и сокращению растяжения при 
росте .MY  Одновременно с этими параметрами изменяются и переда-
точные числа (6.26) и (6.27) МВА. В результате на уровне MY  отлич-
ном от нулевого, реакция на башмаке будет отличаться от первона-
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чального значения .0R  В заданном диапазоне колебания )(SYM  реак-
ция на башмаке рассчитывается по выражению 

  .)()(
)(

1)( пр
ин

пр
тр6 FFSXCSPI

SI
SR S

M
   (6.29) 

Сила давления башмака на опорную поверхность зависит от гео-
метрических и кинематических параметров МВА, массово-геометри-
ческих параметров адаптера, характеристики пружины, скорости 
движения СКК, а также характеристики микрорельефа и представляет 
количественную характеристику качества копирования. С помощью 
ее упрощенного аналитического выражения можно предварительно 
выбрать рациональное сочетание внутренних параметров проекти-
руемого МВА. Например, три варианта статической характеристики 
МВА, полученные для трех высот среза, имеющие форму парабол, 
приведены на рис. 6.11. Идеальная статическая характеристика копи-
рования опорной поверхности располагается параллельно оси абс-
цисс. Однако для МВА, использующего цилиндрические пружины 
растяжения, это невозможно, поскольку постоянная жесткость ци-
линдрических пружин не может обеспечить постоянство реакции на 
башмаках в диапазоне копирования. Отличие от идеала, с одной сто-
роны, определяется нелинейностью приведенной нагрузки ),(SFPR  а  
с другой – линейным характером изменения силы растяжения пружи-
ны ).(SF  Различие форм графиков для правого и левого башмака 
объясняется различной долей веса жатки, приходящейся на каждый 
башмак [36]. Поэтому, при настройке на одинаковую силу давления 
башмаков приходится по-разному предварительно растягивать пру-
жинные блоки справа и слева. 

В процессе движения СКК адаптер подвергается воздействиям 
как со стороны самоходного измельчителя, так и от микропрофиля 
опорной поверхности. Даже при движении СКК с постоянной скоро-
стью, адаптер, совершая сложное движение, развивает силу инерции. 

Величина этой силы определяется массоинерционными характе-
ристиками адаптера, скоростью движения измельчителя и характери-
стикой микрорельефа. Приведенная к пружине сила инерции опреде-
ляется по выражению 

 ,666666
пр
ин  JIamF SS   (6.30) 
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где 66 , Jm  – соответственно, масса и момент инерции адаптера;  

66 , Sa  – соответственно, линейное и угловое ускорения адаптера;  

6  – аналог угловой скорости адаптера. 

 
Рис. 6.11. Статическая характеристика МВА  

кормоуборочного комбайна 

Приведенная к пружине сила трения зависит от силы трения 
скольжения башмаков об опорную поверхность, сил трения в шарни-
рах, а также геометрических и кинематических параметров МВА. 
Влияние сил инерции и трения на характер копирования опорной по-
верхности увеличивается как с ростом кинематического воздействия со 
стороны микрорельефа опорной поверхности, так и с ростом скорости 
самоходного измельчителя. Поэтому резонно предположить, что в ди-
намике реальное изменение силы реакции на башмаках адаптера в за-
данном диапазоне копирования будет выражено резче. Для практиче-
ских целей на начальной стадии проектирования или модернизации 
МВА проще использовать его статическую характеристику. Если рас-
считанная по приведенной выше методике характеристика нас не уст-
роит, вариант МВА может быть отброшен, поскольку маловероятно, 
чтобы в динамическом режиме характеристика МВА улучшилась.  

Поддержание требуемой высоты среза снижает потери кормов и 
обеспечивается непрерывным контактом башмаков с опорной по-
верхностью. При этом чрезмерное давление башмака разрушает стер-
ню и ведет к его ускоренному износу, а недостаточное – провоцирует 
рост потерь кормов.  
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Обеспечить большую стабильность давления башмаков на почву 
в заданном диапазоне копирования можно при помощи предвари-
тельной наладки пружинных блоков МВА. С этой целью рекоменду-
ется откорректировавать первоначальную нагрузку, приходящуюся на 
его правую и левую части. Получение желаемой статической характе-
ристики МВА на стадии его проектирования является предпосылкой 
удовлетворительного характера копирования микрорельефа в процес-
се эксплуатации кормоуборочных комбайнов. 

Разработка математической модели анализа функционирования 
МВА позволяет обеспечить большую стабильность силы давления 
башмаков на почву в заданном диапазоне копирования рельефа и мо-
жет быть использована для идентичных по структуре МВА. Аналити-
ческие выражения для статической характеристики и передаточных 
чисел МВА могут быть использованы в качестве критериев опти-
мальности в функциональной математической модели параметриче-
ской оптимизации МВА. 
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