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1. ТЕОРИЯ ПОГРЕШНОСТЕЙ ИЗМЕРЕНИЙ 

 

При экспериментальном исследовании физических явлений не-
обходимо выполнить измерения физических величин. Под измерени-

ем понимается сравнение измеряемой величины с другой величиной, 

принятой за эталонную. Точность измерения определяется рядом 

факторов и всегда является ограниченной. Результаты измерений со-

держит некоторую погрешность, определение которой является не-
отъемлемой частью экспериментальных исследований. Теория по-

грешностей позволяет по результатам измерений делать оценки неиз-
вестных измеряемых величин, определять погрешностей таких оценок 

и устранять грубые ошибки. 

 

1.1. Измерения 

 

Измерения физических величин подразделяются на прямые и 

косвенные. Под прямыми измерениями понимаются такие измерения, 

в результате которых значение физической величины определяется 

непосредственно из опыта. Например, к прямым измерениям относят-
ся измерения длины линейкой, времени – секундомером, электриче-
ского напряжения – вольтметром и т. д. 

Далеко не всегда физическую величину можно измерить прямым 

путем. В большинстве случаев приходится непосредственно измерять 

не искомую величины, а некоторые другие величины, связанные с ней 

определенными математическими соотношениями (формулами). В 

этом случае говорят о косвенных измерениях. Например, для опреде-
ления ускорения свободного падения g непосредственно измеряются 

такие величины, как высота h, с которой падает тело, и время его па-
дения t Искомая величина g рассчитывается далее по формуле: 

22 thg = . 

Целью измерений является определение численного значения 

физической величины. При этом следует отметить, что найденное из 
опыта значение не является абсолютно точным. Как бы тщательно не 
выполнялся опыт, результат измерений будет содержать погрешности 

(ошибки). На результат измерений влияет множество различных фак-

торов, каждый из которых вносит свою погрешность. 
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1.2. Виды погрешностей измерений 

 

Погрешности измерений разделяют на грубые ошибки (промахи), 

систематические, и случайные. 
Грубые ошибки (промахи) Грубые ошибки возникают в результа-

те просчёта, неправильного чтения показаний измерительного прибо-

ра, неисправности средств измерений, нарушении требуемых условий 

измерений и т. п. Внешним признаком результата, содержащего гру-

бую ошибку, является его резкое отличие от остальных измерений. 

Такой результат необходимо исключить, а измерение повторить. 

Систематические погрешности обусловлены факторами, кото-

рые действуют одинаковым образом при многократном повторении 

одних и тех же опытов в одних и тех же условиях. Такие погрешности 

связаны с точностью показаний самих приборов, с несовершенством 

методики проведения измерений, с неправильной установкой прибо-

ров, с пренебрежением воздействия некоторых внешних факторов и 

т.п. Систематические погрешности обусловлены вполне определен-

ными постоянно действующими причинами. При повторных измере-
ниях их величина остается неизменной, или изменяется по опреде-
ленному закону. В ряде случаев систематические погрешности могут 
быть выявлены и уменьшены путем введения соответствующих по-

правок в результаты измерений или при применении более точных 

приборов. Например, разной будет систематическая погрешность из-
мерения толщины карандаша при помощи линейки и штангенцирку-

ля. Неисключенная систематическая погрешность измерения рас-
сматривается как случайная. 

Разнообразие измеряемых величин и средств измерений не по-

зволяет ввести единый способ для указания погрешностей измери-

тельных приборов. Погрешность измерительного прибора может быть 

приведена в его паспорте, или нанесена на сам прибор. На многие по-

казывающие приборы (амперметры, вольтметры, манометры и др.) 

наносится класс точности. Класс точности прибора равен отноше-
нию допустимой погрешности прибора к максимально возможному 

показанию прибора. Класс точности выражается в процентах (0,1; 0,2; 

0,5; 1,0; 1,5; 2,5; 4,0). Например, класс точности 0,1 соответствует от-
носительной погрешности прибора. Класс точности позволяет сделать 

подбор прибора для проведения измерений с требуемой точностью. 

Итак, если известен класс точности прибора, то для любого пока-
зания прибора можно найти абсолютную погрешность прибора: 
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предприб
%100

X
K

=Δ . 

где K  – класс точности, предX  – предел измерения шкалы прибора 
или максимально возможное показание прибора. 

Для гирь, мер длины и приборов, для которых предел погрешно-

сти выражают в единицах измеряемой величины, класс точности при-

нято обозначать номером (1-й, 2-й и т.д. – в порядке снижения класса 
точности). При этом, при указании конкретного класса точности сло-

во «точность» обычно опускается, например, гиря 3-го класса. 
Если сведений о погрешности прибора нет, то за основу оценки 

точности прибора берется цена деления: абсолютная погрешность 
прибора будет равна половине цены деления, если показания прибор 

являются непрерывной функцией измеряемой величины; и единице 
отсчета в случае дискретного отсчета измеряемой величины. 

В таблице 1 приведены погрешности некоторых средств измере-
ний, применяемых при выполнении лабораторных работ. 

 

Таблица 1 

Погрешности средств измерений 
 

№ Средство измере-
ния 

Предел измерения 

шкалы прибора 
Предельное значение 

погрешности 

1.  Линейка 
металлическая 

  150÷500 мм 

  1000 мм 

   ±1 мм 

   ±2 мм 

2.  Линейка 
Деревянная 

  200÷400 мм 

  500÷1000 мм 

   ±1 мм 

   ±5 мм 

3.  Линейка 
пластмассовая 

 

  200÷400 мм 

 

   ±1 мм 

4.  Гири для  

технических весов 

  10÷100 мг 
  200÷400 мг 
  500 мг 
  1 г 
  2 г 
  5 г 

   ±1 мг 
   ±2 мг 
   ±4 мг 
   ±6 мг 
   ±8 мг 
   ±10 мг 

5.  Штангенциркуль   0÷200 мм    ±0,1 мм 

6.  Микрометр   0÷3 мм    ±0,01 мм 

7.  Термометр   20÷100 С0
    ± цена деления 

8.  Мензурка   100÷200 мл    ±2 мл 

9.  Секундомер –    ±0,5 цены деления 
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Случайные погрешности – это погрешности, которые обусловле-
ны множеством причин, результат действия которых нельзя иденти-

фицировать и учесть по отдельности. Случайные погрешности не 
следуют какой-либо постоянной закономерности, они могут прини-

мать случайные, заранее неизвестные значения. Случайные погреш-

ности могут приводить как к увеличению, так и к уменьшению значе-
ния измеряемой величины. Исключить случайные погрешности нель-

зя. Их влияние оценивается по данным многократных измерений с 
помощью методов теории вероятностей и математической статистики. 

 

1.3. Обработка результатов прямых измерений 

 

Обработка опытных данных является заключительным этапом 

экспериментальной работы. В результате такой обработки находится 

численное значение измеряемой величины и оценивается погреш-

ность измерений. 

Пусть требуется определить неизвестное значение физической 

величины x . С этой целью с помощью некоторого измерительного 

прибора проводится n  прямых независимых измерений, в результате 
которых получается набор значений  

nxxx ,,, 21 … . 

Сначала находится среднее арифметическое значение серии из n  

измерений 

 ∑
=

=
+++

=
n

i
i

n x
nn

xxx
x

1

21 1"
. (1.1) 

Естественно предположить, что среднее значение x  будет при-

близительно соответствовать истинному значению x . Причем соот-
ветствие значений x  и x  будут тем лучше, чем больше измерений n  

было сделано. 

Разность между значением ix , полученным при отдельном i -том 

измерении, и средним значением x . 

 xxx i −=Δ  (1.2) 

называется абсолютной погрешностью отдельного измерения. Эти 

погрешности могут быть как положительными, так и отрицательны-

ми, но при оценке погрешности результата измерений рассматрива-
ются только их модули, т.е. ixΔ . 

Среднее арифметическое значение абсолютных погрешностей 

отдельных измерений называется средней абсолютной погрешностью 
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результата измерений 

 ∑
=
Δ=

Δ++Δ+Δ
=Δ

n

i
i

n x
nn

xxx
x

1

21
ср

1"
. (1.3) 

Средней относительной погрешностью результата измерения 

называется отношение средней абсолютной погрешности срxΔ  к сред-

нему значению x  

 
x

x
x

срΔ
=ε . (1.4) 

Относительные погрешности принято выражать в процентах. В 

этом случае  

 %100(%)
ср ⋅

Δ
=ε

x

x
x . (1.5) 

Абсолютные погрешности выражаются в единицах измерения 

искомой величины и не зависят от ее значения, а определяются толь-

ко точностью измерений. 

В выражении для относительной погрешности (1.4) входит сред-

нее значение самой измеряемой величины и, следовательно, при од-

ной и той же точности измерений относительная погрешность ε  в 

различных случаях может быть разная. Например, при измерении 

размеров некоторых деталей микрометром, точность которого равна 
0,01 мм, абсолютная погрешность во всех измерениях будет одна и та 
же – 0,01 мм. Относительная погрешность будет зависеть от измеряе-
мого размера и составит 1% при измерении размера в 1 мм и 0,1% 

процент при измерении размера в 1 см. Относительная погрешность 

позволяет наглядно судить о точности измерений, поэтому при всех 

измерениях принято вычислять относительную погрешность. 

При оценке измеряемой величины следует определить некото-

рый интервал значений, в который с определенной вероятностью по-

падает значение искомой величины x . Такой интервал называется до-

верительным, а соответствующая вероятность называется надежно-

стью (коэффициентом надежности). Таким образом, надежность α  

равна вероятности того, что истинное значение измеряемой величины 

x  попадает в доверительный интервал  

 xxxxx Δ+<<Δ− , (1.6) 

где x  – среднее арифметическое, определяемое по формуле (1.1). 

Надежность α  выражается или в долях единицы, или в процен-

тах. Величина доверительного интервала зависит от числа измерений 

n. Чем больше величина доверительного интервала  
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 ),( xxxx Δ+Δ− , (1.7) 

тем с большей надежностью истинное значение x  попадает в этот ин-

тервал. Случайная погрешность прямых измерений слxΔ находится по 

формуле  
 xntx σ=Δ α )(сл , (1.8) 

где xσ  называется среднеквадратичной погрешностью (отклонени-

ем) результата серии измерений относительно среднего значения и 

находится по формуле 

 

)1(

)(
1

−

−
=σ
∑
=

nn

xx
n

i
i

x , (1.9) 

а )(ntα  – коэффициент Стьюдента. 

В приложении 3 приведены значения коэффициентов Стьюдента 
)(ntα  для разных значений надежности α  и n . 

Задавая вероятность того, что истинное значение измеряемой ве-
личины x попадает в данный доверительный интервал (1.7), т.е., дру-

гими словами, задавая надежность α , из табл. 3 по числу проведен-

ных измерений n находим значение коэффициента Стьюдента, на-
пример, 78,2)5(95,0 ===α nt . Далее, используя формулу (1.9) и най-

денное значение )(ntα , находим случайную погрешность слxΔ . 

Окончательный результат прямых измерений физической вели-

чины x записывается в виде 
 (%), xxxx εΔ±= , (1.10) 

где x  – среднее значение серии из n измерений, xΔ  – полная погреш-

ность результата прямых измерений, ε  – относительная погрешность 

результата прямых измерений, которая равна: 

 
x

x
x

Δ
=ε  или %100(%) ⋅

Δ
=ε

x

x
x . (1.11) 

Выражение (1.10) определяет интервал, в который с надежно-

стью α  попадает численное значение измеряемой величины x: 

xxxxx Δ+<<Δ− .  

Схема обработки результатов прямых измерений приведена в 

приложении 1. 

Рассмотрим конкретный пример. Пусть необходимо определить 

диаметр шарика. При измерении диаметра шарика штангенциркулем 

были получены следующие значения: 

9,51 =d мм, 0,62 =d мм, и 1,63 =d мм. 
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 Вычислим среднее значение диаметра шарика, полученное в ре-
зультате серии из 3=n  измерений 
 

 0,6
3

1,60,69,5

3

321 =
++

=
++

=
ddd

d  (мм). 

 

Далее, по формуле (1.9) находим среднеквадратичную погреш-

ность  

 

[ ] ).мм(06,0)0,61,6()0,60,6()0,69,5(
6

1

)13(3

)()()(

222

2
3

2
2

2
1

=−+−+−=

=
−

−+−+−
=ε

dddddd
d

 

 

Задавая 95,0=α , из табл. 3 при 3=n  находим значение коэффи-

циентов Стьюдента, которое оказывается равным 4,30. Теперь вычис-
ляем случайную погрешность прямых измерений 

 

 26,030,406,0)(сл =⋅=σ=Δ α d
ntd  (мм). 

 

Окончательный результат прямых измерений диаметра шарика 
имеет вид:  

3,00,6 ±=Δ±= ddd  мм, %3,3=ε
d

 при 95,0=α . 

 

Приведенный пример численных вычислений показывает также, 
что при обработке результатов измерений следует руководствоваться 

правилами приближенных вычислений и не выходить за пределы той 

точности, которая имела место при измерениях. В ответе бессмыс-
ленно и неправильно сохранять те значащие цифры, которые выходят 
за пределы точности, например, записать 2582,00,6 ±=d  мм. В окон-

чательном виде последняя цифра среднего значения и последняя 

цифра погрешности должны принадлежать одному и тому же деся-

тичному разряду. Обсудим этот вопрос подробнее. 
 

1.4. Значащие цифры 

 

Количество значащих цифр в числе является показателем его 

точности. Например, если с помощью рулетки и «точных» часов было 

найдено, что тело за 3 секунды прошло расстояние в 10 м, то для ско-

рости тела можно написать  
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 33333,3
3

10
==v  (м/с). 

Возникает вопрос о том, сколько значащих цифр после запятой нужно 

оставить. Так, если расстояние в 10 метров было измерено с точно-

стью 1%, то результат следует записать в виде 03,033,3 ±=v  м/с. 
Первые две значащие цифры являются достоверными, а третья - 

сомнительной. Не следует записывать результат в виде 03,03±=v  м/с  
или в виде 03,033333,3 ±=v  м/с и т.п. Принято выписывать, как пра-
вило, еще одну значащую цифру после той, которая считается досто-

верной. Выписывание лишних значащих цифр в ответе создает непра-
вильное представление, что результат получен с более высокой точ-

ностью, чем на самом деле.  
Выполняя численные расчеты, следует руководствоваться пра-

вилом: в процессе вычислений, чтобы уменьшить ошибки округле-
ний, число значащих цифр округляемых чисел должно на единицу 

превосходить число значащих цифр измеренных величин. В конце 
вычислений произвести округление так, чтобы последняя цифра ре-
зультата измерений и последняя цифра погрешности измерений при-

надлежали одному и тому же десятичному разряду. Например: 
510)04,052,7( −⋅±   или 310)003,0541,3( ⋅±  и т.п.  

В условиях учебной физической лаборатории чаще всего резуль-

таты измерений содержат только две значащие цифры, например, 

)4,08,9( ±=g  м/с 2 , или три, например, )05,098,1( ±=h  м. При этом в 

относительной погрешности ε  указывается две значащие цифры, на-
пример, %8,4=ε . Результаты с большим числом значащих цифр по-

лучают в специальных научно-исследовательских лабораториях. 

 

1.5. Обработка результатов косвенных измерений 

 

В тех случаях, когда физическая величина не может быть изме-
рена непосредственно, используют косвенные измерения. 

Пусть для нахождения величины Z пришлось измерить какие-то 

величины …,,, zyx . Величины …,,,, zyxZ  связаны функциональной 

зависимостью ),,,( …zyxfZ = . 

Если ошибки являются систематическими, то в этом случае аб-

солютная ошибка косвенных измерений ZΔ  находится как полный 

дифференциал функции Z . Знак дифференцирования d  заменяется 

знаком ошибки Δ , и частные производные функции берем по моду-
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лю, чтобы величина ошибки была максимальной. 

Например, для функции ),,,( …zyxfZ =  находим дифференциал 
 

 "+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= dz
z

f
dy

y

f
dx

x

f
dZ ,  

где ",,,
z

f

y

f

x

f

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 являются частными производными функции 

),,,( …zyxf  по соответствующим переменным. 

Заменяя знак дифференцирования d знаком ошибки Δ , получим 
 

 "+Δ
∂
∂

+Δ
∂
∂

+Δ
∂
∂

=Δ z
z

f
y

y

f
x

x

f
Z . (1.12)  

 

Для нахождения случайной ошибки косвенных измерений следует 
пользоваться формулами: 
 

 "+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
∂
∂

=Δ
222

z
z

f
y

y

f
x

x

f
Z , (1.13) 

 

 "+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

∂
∂

=Δ
222

lnlnln
z

z

f
y

y

f
x

x

f
ZZ , (1.14) 

 

где xΔ , yΔ , zΔ , ... – доверительные интервалы при заданной надеж-

ности измерений для …,,, zyx . Следует иметь в виду, что довери-

тельные интервалы xΔ , yΔ , zΔ , ... должны быть взяты при одинако-

вой надежности измерений α . В этом случае надежность для довери-

тельного интервала ZΔ  будет тоже α . 

Формулой (1.12) удобно пользоваться в случае, если функция 

),,,( …zyxfZ =  имеет вид суммы или разности аргументов. Форму-

лой (1.13) удобно пользоваться в случае, если функция 

),,,( …zyxfZ =  имеет вид произведения или частного аргументов. 

Часто наблюдается случай, когда систематическая ошибка и 

случайная ошибка близки друг к другу, и они обе в одинаковой сте-
пени определяют точность результата. В этом случае общая ошибка  
находится как квадратичная сумма случайной и систематической 

ошибок с надежностью не менее чем α , где α  – надежность измере-
ния для случайной ошибки: 
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 ( ) ( )2сист
2

случ ZZZ Δ+Δ=Δ . 

В частном случае функции одной переменной )(xfZ = , форму-

ла (1.11) принимает вид: 

 x
x

f
Z Δ

∂
∂

=Δ . (1.15) 

То есть абсолютная ошибка функции одного аргумента равна абсо-

лютной ошибке аргумента, умноженной на производную этой функ-

ции. 

Относительная погрешность измерений равна 
 

 
Z

Z
Z

Δ
=ε , (1.16) 

 

Так как дифференциал натурального логарифма равен 
 

 
Z

dZ
Zd =ln  ,  

 

то относительная ошибка косвенных измерений, выряженная в про-

центах, равна: 
 

 %)100()(ln%)100((%) ⋅Δ=⋅
Δ

=ε Z
Z

Z
Z  . (1.17) 

 

Таким образом, относительная ошибка результата косвенных 
измерений равна полному дифференциалу натурального логарифма 

функции, определяющей зависимость данной величины от измеряе-
мых величин. При вычислении надо брать сумму абсолютных значе-
ний дифференциалов всех членов логарифма (все частные ошибки 

складываются) с заменой знаков d  знаком Δ . 

Окончательный результат косвенных измерений физической ве-
личины Z  записывается в виде  

 

 ZZZ Δ±= . 
 

При вычислении погрешности косвенных измерений нужно пом-

нить, что погрешности прямых измерений …,,, zyx ΔΔΔ , должны 

быть вычислены для одного и того же значения надежности α . По-

грешность косвенного измерения также будет соответствовать этому 

значению надежности. 

Если прямые измерения каждый раз проводились не в точности в 
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тех же самых условиях, что и в предыдущий раз, то значения функции 

Z  вычисляются для каждого отдельного набора измерений, т.е. 
),,,( 1111 …zyxfZ = , ),,,( 2222 …zyxfZ = ,…, ),,,( …nnnn zyxfZ = , а 

далее эти значения nZZZZ ,,,, 321 …  обрабатываются как результат се-
рии из n  прямых измерений. 

Если результат косвенных измерений искомой физической вели-

чины может быть представлен в виде 
 

 …… ⋅⋅⋅== γβα zyxzyxfZ ),,,( , 
 

где γβα ,,  – показатели степени соответствующих величин, то отно-

сительная погрешность косвенных измерений в данном случае, выра-
жается непосредственно через погрешности косвенных измерений: 
 

 [ ] 21222 )()()( …+γε+βε+αε=ε zyxZ . (1.18) 
 

Поэтому иногда проще сначала вычислить относительную погреш-

ность косвенных измерений Zε , а затем найти абсолютную погреш-

ность ZZZ ε⋅=Δ . 
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2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЛОТНОСТИ ТЕЛА 

 

Цель работы: приобретение навыков обработки результатов 

прямых и косвенных измерений на примере определения плотности 

тела, заданной геометрической формы. 

Приборы и принадлежности: измерительная линейка, штанген-

циркуль, лабораторные весы и набор тел различной геометрической 

формы. 

 

2.1. Порядок выполнения работы 

 

1. Записать формулу зависимости плотности тела ρ от его параметров. 

2. Измерить параметры, которые необходимы для вычисления плот-
ности тела (геометрические размеры и массу). Каждый из этих пара-
метров следует измерить не менее трех раз. 
3. Выбрать значение надежности α  и с учетом числа измерений n  

найти значение коэффициента Стьюдента )(ntα . 

4. Провести обработки результатов прямых измерений (найти средние 
значения измеренных параметров и погрешности). 

5. Провести расчет косвенных измерений и найти среднее значение 
плотности тела и погрешности ρΔ  и ρε . 

6. Записать окончательный результат в виде: ρΔ±ρ=ρ ср , (%)ρε , ука-
зав при этом значение надежности α . 

 

2.2. Плотность тела в форме параллелепипеда 

 

 

В качестве примера найдем плотность 

однородного тела, имеющего форму парал-

лелепипеда со сторонами ba,  и ac =  (см. 

рисунок) и массой m . Измеряемыми пара-
метрами в данном случае являются ba,  и 

m , а объем параллелепипеда равен: 

 baV 2= . (2.1) 
 

Плотность тела ρ находим по формуле:  

 
ba

m

V

m
2

==ρ . (2.2) 
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Результаты трех измерений для ba,  и m  приведены в табл. 2. 

Зададим надежность 95,0=α  и из табл. 3 найдем значение ко-

эффициента Стьюдента при числе измерений 3=n : 30,4)( =α nt . 
 

Таблица 2 
 

Экспериментальные значения сторон a, b и массы m 

 

a (м) b (м) m (кг) 
2

1 1092,2 −⋅=a
 2

1 1050,2 −⋅=b  165,01 =m  

2
2 1094,2 −⋅=a

 2
2 1053,2 −⋅=b  167,02 =m  

2
3 1090,2 −⋅=a

 2
3 1054,2 −⋅=b  165,03 =m  

 

2.2.1.  Обработка результатов прямых измерений 

 

Используя приведенные в табл. 2 данные, находим 

 

1) средние значения величин  

 

кг;166,0
3

м,1052,2
3

м,1092,2
3

321

2321

2321

=
++

=

⋅=
++

=

⋅=
++

=

−

−

mmm
m

bbb
b

aaa
a

 

2) погрешности прямых измерений для каждой из величин 

 

0,01 =Δa  м 2
1 1002,0 −⋅−=Δb м, 001,01 −=Δm  кг, 

2
2 1002,0 −⋅=Δa м, 2

2 1001,0 −⋅=Δb м, 001,02 =Δm  кг, 
2

3 1002,0 −⋅−=Δa м, 2
3 1002,0 −⋅=Δb м, 001,03 −=Δm  кг; 

  

3) квадраты погрешностей прямых измерений 
 

0,0)( 2
1 =Δa  м2

, 82
1 104)( −⋅=Δb м2

, 62
1 101)( −⋅=Δm кг2

,
82

2 104)( −⋅=Δa м2
, 82

2 101)( −⋅=Δb м2
, 62

2 101)( −⋅=Δm кг2
,

82
3 104)( −⋅=Δa м2

, 82
3 104)( −⋅=Δb м2

, 62
3 101)( −⋅=Δm кг2

;

 



 16

4) среднеквадратичные погрешности серии измерений  
 

 

кг.101,7
23

)()()(

м,102,1
23

)()()(

м,1015,1
23

)()()(

3
2

3
2

2
2

1

4
2

3
2

2
2

1

4
2

3
2

2
2

1

−

−

−

⋅=
⋅

Δ+Δ+Δ
=σ

⋅=
⋅

Δ+Δ+Δ
=σ

⋅=
⋅

Δ+Δ+Δ
=σ

mmm

bbb

aaa

m

b

a

 

 

5) Используя значение коэффициента Стьюдента 4,30)( =α nt , нахо-

дим погрешности прямых измерений (границы доверительных интер-

валов):  

 

кг.100,3101,730,4)(

м,102,5102,130,4)(

м,100,51015,130,4)(

32

42

42

−−
α

−−
α

−−
α

⋅=⋅⋅=σ⋅=Δ

⋅=⋅⋅=σ⋅=Δ

⋅=⋅⋅=σ⋅=Δ

m

b

a

ntm

ntb

nta

  

 

6) Рассчитаем относительные погрешности прямых измерений aε , 
b
ε , 

и mε : 

 

.%8,1%100

,%1,2%100

,%7,1%100

=⋅
Δ

=ε

=⋅
Δ

=ε

=⋅
Δ

=ε

m

m

b

b

a

a

m

b

a

 

 

7) Окончательный результат прямых измерений записывается в виде:  
 

 ,%7,1м,10)05,092,2( 2 =ε⋅±=Δ±= −
aaaa  (2.3) 

 ,%1,2м,10)05,052,2( 2 =ε⋅±=Δ±= −
b

bbb  (2.4) 

 .%8,1кг,10)03,0166,0( 2 =ε⋅±=Δ±= −
mmmm  (2.5) 

при надежности 95,0=α . 

 

2.2.2.  Обработка косвенных измерений 

 

1) Вычислим среднее значение плотности тела ρ 
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3

2222
1073,7

1052,2)1092,2(

166,0
⋅=

⋅⋅⋅
==ρ −−ba

m кг/м2 
. (2.6) 

 

2) Используя формулу 1.12 вычисляем ρΔ  
 

 .)()()( 2
2

2
2

2
2

m
m

b
b

a
a

Δ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
ρ∂

+Δ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
ρ∂

+Δ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
ρ∂

=ρΔ  (2.7) 

 

Здесь частные производные равны 
 

 .
1

,,
2

2223 bamba

m

bba

m

a
=

∂
ρ∂

−=
∂
ρ∂

−=
∂
ρ∂

 

 

3) Используя формулу 1.17 можно найти ρΔ  более простым путем. 

Находим относительную погрешность косвенных измерений: 
 

 %).100()()()2((%) 222
mba ε+ε+ε=

ρ
ρΔ

=ερ  (2.8) 

 

Относительная погрешность, вычисленная по этой формуле, равна  
 

 .%5,4%100)8,1()1,2()7,12((%) 222 =⋅++⋅=ερ  (2.9) 
 

4) Находим ρΔ  

 31035,0
100

5,4
73,7

%100

(%)
⋅=⋅=

ε
⋅ρ=ρΔ ρ

 кг/м2
. 

5) Окончательный результат после округлений имеет вид  
 

 
310)4,07,7( ⋅±=ρ  3мкг ,  %5,4=ερ   при  95,0=α . (2.10) 

 

Полученное выражение показывает, что численное значение 
плотности параллелепипеда лежит в пределах от 3103,7 ⋅  3мкг  до 

3101,8 ⋅  3мкг . 

 



 18

Приложения 

 

1. Схема обработки прямых измерений 

 

1. Вычислить среднее арифметическое значение величин nxxx ,,, 21 "  

 

 ,21

n

xxx
x n+++
=

"
  

где n – число измерений. 

2. Вычислить погрешности отдельных измерений  
 

 xxx ii −=Δ . 
 

3. Вычислить среднеквадратичную погрешность измерений 
 

 
)1(

1

2

−

Δ
=σ

∑
=

nn

x
n

i
i

x . 

 

4. Задать значение надежности α  (обычно принимается 95,0=α ) и, 

воспользовавшись табл. 3, определить значение коэффициент Стью-

дента )(ntα . 

5. Вычислить границы доверительного интервала 
 

 xntx σ=Δ α )( . 
 

6. Если величина случайной погрешности окажется сравнимой с ве-
личиной погрешности прибора, то в качестве границы доверительного 

интервала следует взять величину  
 

 2
приб

2
22

3
)( Δ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+σ=Δ α

α
t

ntx x ,  

 

где 96,1)( =∞=≡ αα ntt , прибΔ  – погрешность прибора. 
7. Вычислить относительную погрешность 

 %100(%) ⋅
Δ

=ε
x

x
x . 

8. Окончательный результат записать в виде:  
 (%), xxxx εΔ±= ,  указав значение надежности α .  
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2. Схема обработки косвенных измерений 

 

При оценке численного значения величины ),,,( …zyxfZ =  ре-
комендуется следующая последовательность операций. 

1. Вычислить среднее значение 
 

 ),,,( …zyxfZ = .  
 

2. Найти выражение для расчета погрешности ZΔ : 
 

 "+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
∂
∂

=Δ
222

z
z

f
y

y

f
x

x

f
Z ,  

 

где 
z

f

y

f

x

f

∂
∂

∂
∂

∂
∂

,,  – частные производные функции f по соответст-

вующим переменным …,,, zyx ; после дифференцирования полагает-
ся xx = , yy = , zz =  и т.д. 

3. Найти формулу для расчета относительной погрешности кос-
венных измерений: 

 

 "+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

∂
∂

=
Δ

=ε
222

lnlnln
z

z

f
y

y

f
x

x

f

Z

Z
Z .  

 

4. Используя полученное выражение для ZΔ , вычислить границу 

доверительного интервала. 
5. Используя полученное выражение для Zε , вычислить относи-

тельную погрешность. 

6. Окончательный результат косвенных измерений физической 

величины Z представить в виде: 
 

 …=αεΔ±= для(%), ZZZZ  .  
 

При непосредственных расчетах погрешностей косвенных измерений 

следует помнить, что подставлять значения погрешностей прямых 

измерений …,,, zyx ΔΔΔ  следует для одной и той же надежности α . 

Погрешность косвенного измерения также будет соответствовать 

этому значению надежности α . 
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3. Коэффициенты Стьюдента 

Таблица 3 

Значения коэффициентов Стьюдента tα(n). 

 

1−= nk  900,0=α  950,0=α  990,0=α  999,0=α  

1 6,314 12,706 63,657 636,622 

2 2,920 4,303 9,925 31,598 

3 2,353 3,182 5,841 12,941 

4 2,132 2,776 4,604 8,610 

5 2,015 2,571 4,032 6,849 

6 1,943 2,447 3,707 5,959 

7 1,895 2,365 3,449 5,405 

8 1,860 2,306 3,355 5,041 

9 1,833 2,262 3,250 4,781 

10 1,812 2,228 3,169 4,587 

11 1,796 2,201 3,106 4,437 

12 1,782 2,179 3,055 4,318 

13 1,771 2,160 3,012 4,221 

14 1,761 2,145 2,977 4,140 

15 1,753 2,131 2,947 4,073 

16 1,746 2,120 2,921 4,015 

17 1,740 2,110 2,878 3,965 

18 1,734 2,101 2,878 3,922 

19 1,729 2,093 2,861 3,883 

20 1,725 2,086 2,845 3,850 

21 1,721 2,080 2,831 3,819 

22 1,717 2,074 2,819 3,792 

23 1,714 2,069 2,807 3,767 

24 1,711 2,064 2,797 3,745 

25 1.708 2,060 2,787 3,725 

30 1,697 2,042 2,750 3,646 

40 1,684 2,021 2,704 3,551 

60 1,671 2,000 2,660 3,460 

100 1,658 1,980 2,617 3,373 

∞ 1,6448 1,9600 2,5758 3,2905 
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Контрольные вопросы 

 

1. В чем основные различия прямого и косвенного измерения?  

2. Какова роль моделей при проведении косвенного измерения? Что 

можно утверждать о природе погрешности результата косвенного 

измерения, если соответствующие ему погрешности результатов 

прямых измерений распределены нормально?  

3. Напишите общее выражение, используемое для оценивания по-

грешности косвенного измерения.  
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