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Предисловие 

Цель настоящего практикума – дать основные способы решения 
задач динамики несвободной материальной точки. Подробно рас-
смотрены примеры пространственного движения по поверхности и 

плоского движения по линиям как с учетом, так и без учета шерохо-
ватости связей. Обращается внимание студентов на совершенствова-
ние навыков проведения аналитических преобразований и интегриро-
вания обыкновенных дифференциальных уравнений. Даны семь 
видов заданий для расчетно-графических работ. 

1. Основные понятия и определения 

Материальная точка, движение которой не ограничено никаки-

ми препятствиями, не связано никакими условиями, называется сво-
бодной. Материальная точка, на движение которой наложены некото-
рые ограничения, называется несвободной. 

Ограничения, препятствующие свободному движению точки, 

называются связями. Если связь характеризуется линией, поверхно-
стью или объемом, в котором движется точка, то она называется гео-
метрической (конечной). Если же свойства связи таковы, что имеют-
ся ограничения на скорость точки, то это связь кинематическая 
(дифференциальная). 

Далее будем рассматривать только геометрические связи. Ана-
литические условия, описывающие ограничения, накладываемые на 
координаты точки, называются уравнениями связей. Стационарные 
связи неподвижны, не деформируются при движении точки, так что в 
соответствующие уравнения связей время t  не входит. Например, при 

движении точки по неподвижной поверхности 0),,( =zyxS  коорди-

наты материальной точки должны в каждый момент времени удовле-
творять этому уравнению. 

Нестационарные связи подвижные или деформирующиеся при 

движении точки, поэтому t  входит явно в уравнение связей: 

 0),,,( =tzyxS . (1) 

Пример 1. Точка движется по окружности, расположенной  

в плоскости ),( yx , и радиус окружности )(trr =  непрерывно меняется 
с течением времени. В этом случае координаты движущейся точки 

должны удовлетворять уравнению 0)(),,( 222 =−+≡ tryxtyxS . 
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Если во все время движения при 0≥t  точка находится на по-
верхности (1), то такая связь называется удерживающей. Очевидно, 
что аналитические соотношения, которым должны в этом случае 
удовлетворять координаты точки, выражаются равенством вида (1). 

Возможны случаи, когда поверхность (1) является границей об-

ласти, в которой движется точка, причем точка находится на связи 

некоторый конечный промежуток времени, [ ]21 t,tt∈ , а при 2tt >  дей-

ствие связи прекращается. Связи такого типа называются неудержи-
вающими. Очевидно, что аналитические соотношения, которым удов-
летворяют координаты точки при таком движении, выражаются 
неравенствами вида 0),,,( ≥tzyxS  либо 0),,,( ≤tzyxS , и знак равен-

ства отвечает моментам времени, когда точка находится на связи. 

Пример 2. Точка может двигаться только по поверхности  

и внутри сферы радиуса r . Уравнение связи имеет вид 
02222 ≤−++ rzyx . Если же точка может двигаться вне сферы, то 

уравнение связи следующее: 02222 >−++ rzyx . 

При движении точки, подчиненной геометрическим связям, 

число ее независимых координат называется числом степеней свобо-
ды точки. Значит, свободная материальная точка имеет три степени 

свободы. Точка имеет две степени свободы, когда она движется по 
поверхности: в этом случае три декартовы координаты zyx ,,  связаны 

одним уравнением связи (1). Точка имеет одну степень свободы, ко-
гда она движется по линии; в этом случае имеется два уравнения, свя-
зывающих три координаты точки. Например, для пространственного 
стационарного случая уравнение линии определяется системой 

0),,(1 =zyxS , 0),,(2 =zyxS . 

Более детальные признаки классификации связей в рамках дан-

ной темы не рассматриваем. 

Приведем краткие сведения из динамики несвободной материаль-
ной точки, которые понадобятся при решении основных типов задач. 

Пусть на несвободную точку массы m  действует сила F . 

Имеющаяся геометрическая связь изменяет движение подчиненной ей 

материальной точки. Такое действие связи описывается некоторой 

силой – реакцией связи на точку. Силы, не принадлежащие к числу 
реакций связей (пассивных сил), называются приложенными или ак-
тивными. В задачах механики обычно активные силы заранее извест-
ны, а реакции связей нужно найти. 
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Аксиома связей: удерживающую связь можно отбросить, заме-
нив действие связи ее реакцией, и считать точку свободной, находя-
щейся под действием активных сил и реакции данной связи. 

Эта аксиома применяется также к неудерживающей связи для 
тех моментов времени, когда точка находится на этой связи. 

Итак, векторное уравнение движения несвободной материаль-
ной точки имеет вид: 

 RFam += , 

где F  – равнодействующая активных сил, действующих на точку;  
R  – неизвестная реакция связи. 

Если связью является поверхность или линия, то TNR += , где 
нормальная реакция N

r
 направлена по перпендикуляру к связи, а сила 

трения T лежит в касательной плоскости к связи и направлена проти-

воположно относительной скорости точки. Если условия движения 
таковы, что NT <<  и силой трения можно пренебречь, то связь на-

зывается идеально гладкой. 
Контрольные вопросы 

1. В чем состоит отличие геометрической связи от кинематиче-
ской? стационарной связи от нестационарной? реакции связи от ак-
тивных сил?  

2. Каким образом аксиома связей применяется к решению кон-

кретных задач о несвободном движении материальной точки? 

2. Указания к решению задач о движении точки  

по неподвижной поверхности 

Векторное уравнение движения материальной точки по непод-

вижной поверхности 0),,( =zyxS  имеет вид: 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

τ−==

τ−+=

,,

;

NfTnNN

NfnNFam
 (2) 

 где N  – алгебраическое значение нормальной реакции; n– единичный 

вектор нормали к этой поверхности; τ  – единичный вектор касатель-
ной к траектории точки, расположенной на поверхности; f  – коэффи-

циент динамического трения. 
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В данном случае поверхность не деформируется и неподвижна. 
Так как точка не может по условию сойти с поверхности, то при 0≥t  

будет 0=ϑn . Значит, скорость точки τϑ=ϑ=ϑ τ  направлена по каса-
тельной к поверхности. Возьмем полную производную по времени от 
уравнения удерживающей связи и получим: 

 0),,( =zyxS , 0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

≡ z
z

S
y

y

S
x

x

S

dt

dS
&&& ,  

 0grad =⋅ϑ S , 0=ϑn . (3) 

Следовательно, 

 
ϑ
ϑ

=τ , kzjyix &&& ++=ϑ . (4) 

Из курса высшей математики известно, что 

 
S

S
n

grad

grad
=r

, k
z

S
j

y

S
i

x

S
S

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=grad ; (5) 

 

222

grad ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
z

S

y

S

x

S
S , 

где kji
rrr

,,  – орты координатных осей (рис. 1).  

 z 

 k
r

 

x 

τr

 i
r

  y j
r

ϑ
r

R
r

N
r

F
r

 S= 0 

 

Рис. 1 

В механике принято следующее обозначение – множитель Ла-
гранжа: 

 
S

N

grad
=λ .  (6) 
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Тогда для нормальной реакции имеем: 

 nNN = , SN gradλ= , SN gradλ= ;  (7) 

 
x

S
N x ∂

∂
λ= , 

y

S
N y ∂

∂
λ= , 

z

S
N z ∂

∂
λ= . 

С учетом (3)–(7) уравнение (2) принимает вид: 

 
ϑ
ϑ

λ−λ+=
r

SfSFam gradgrad . (8) 

Спроектировав (8) на оси координат, получаем 

 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=
ϑ

λ−
∂
∂

λ+=

ϑ
λ−

∂
∂

λ+=

ϑ
λ−

∂
∂

λ+=

0.),,(;grad

;grad

;grad

zyxS
z

Sf
z

S
Fzm

y
Sf

y

S
Fym

x
Sf

x

S
Fxm

z

y

x

&
&&

&
&&

&
&&

 (9) 

Таким образом, четыре неизвестные функции )(,)(),(),( ttztytx λ  

определяются системой уравнений (9), состоящей из одного конечно-
го соотношения (уравнение связи) и трех дифференциальных уравне-
ний второго порядка. 

Начальные условия: 

 
⎭
⎬
⎫

===
====

.,,

,,,:0

000

000

zzyyxx

zzyyxxt

&&&&&&
 (10) 

Из шести величин, характеризующих начальное положение точ-
ки и ее начальную скорость, независимыми являются любые четыре 
величины, а остальные две определяются с учетом следующих огра-
ничений: 1) точка находится на связи при 0=t , 0),,( 000 =zyxS ;  

2) начальная скорость точки, согласно (3), должна лежать в плоско-
сти, касательной к связи: 

 0=t , 0000 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
z

S
y

y

S
x

x

S
&&& . (*) 
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После решения системы (9) нормальная реакция поверхности 

подсчитывается по формулам (7). 

В частном случае идеально гладкой поверхности ( )0≡f  урав-
нения движения (9) называются уравнениями Лагранжа первого рода. 

Задача 1 

Материальная точка массы m  движется в плоскости 

 ,0),,( =+++≡ dczbyaxzyxS    (11) 

 1,const,,, =+++− dcbadcba  

под действием силы тяжести. Пренебрегая трением, определить реак-
цию плоскости и найти уравнение движения точки при начальных ус-
ловиях: 

 0=t , 1000 === zyx , 0000 === zyx &&& .  (12) 

Решение 
Направим ось OZ вертикально вверх. При составлении уравне-

ний (9) учтем, что имеется только одна активная сила – сила тяжести 

gm : 0=xF , 0=yF , mgFz −= . С помощью уравнения связи (11) вы-

числяем 

 a
x

S
=

∂
∂

, b
y

S
=

∂
∂

, c
z

S
=

∂
∂

. 

Уравнения (9) в данном случае имеют вид: 

 axm λ=&& , bym λ=&& , cmgzm λ+−=&& , 0=+++ dczbyax .   (13) 

Искомые координаты )(),(),( tztytx  точки в каждый момент вре-
мени удовлетворяют уравнению связи (11). Поэтому, чтобы исклю-

чить λ  из (13), воспользуемся (11) и продифференцируем его по вре-
мени t  дважды: 0=++ zcybxa &&&&&& . Подставляя в это выражение zyx &&&&&& ,,   

из (13) имеем: 

 ( ) gccba
m

=++
λ 222 ,   const

2220 ≡
++

=λ=λ
cba

mgc
. 

Правые части дифференциальных уравнений в (13) теперь из-
вестны. Проинтегрировав дважды по времени, находим 
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 21
20

2
)( CtCt

m

a
tx ++

λ
= ; 

 43
20

2
)( CtCt

m

b
ty ++

λ
= ; 

 65
20

2

)(
)( CtCt

m

mgc
tz ++

−λ
= , 

где 61 ...,, CС  – постоянные интегрирования. Как уже указывалось, эти 

шесть констант связаны двумя соотношениями. Действительно, при 

0=t  должны иметь 0)0()0()0( =+++ dczbyax , значит: 
0642 =+++ dcCbCaC . Кроме того, надо учесть соотношение (*): 

 0)0()0()0( =++ zcybxa &&& , т.е. 0531 =++ cCbCaC . (**) 

Таким образом, из имеющихся шести постоянных произвольны 

четыре. Учитывая начальное положение материальной точки (12), на-
ходим 1642 === ССС . Так как движение начинается из состояния 
покоя (12), то 0531 === ССС , что удовлетворяет ограничению (**). В 

итоге получаем уравнения движения точки в декартовых координа-
тах: 

 1
2

20 +
λ

= t
m

a
x ,  1

2

20 +
λ

= t
m

b
y ,  1

2

)( 20 +
−λ

= t
m

mgc
z . 

Исключая отсюда время, найдем уравнение траектории точки: 

 

0

111

λ
−

−
=

−
=

−
mg

c

z

b

y

a

x
,  

c

cbamg 222

0

++
=

λ
, 

которое представляет собой симметричное (каноническое) уравнение 
прямой. 

Реакция гладкой связи nNR = , 0=T  подсчитывается по фор-
мулам (7): aN x 0λ= , bN y 0λ= , 00 >λ= cN z . 

Контрольный вопрос 
Какие ограничения накладываются на выбор начального поло-

жения и начальной скорости точки при ее несвободном движении? 

Поясните на примере задачи 1. 
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Задача 2 

Материальная точка А массой m  движется под действием силы 

тяжести gm
r

 по шероховатой наклонной плоскости, которая составля-
ет с горизонтом угол β . Найти уравнения движения точки А. 

Решение 
Координатные оси выберем следующим образом: ОХ горизон-

тальна, ОУ – по линии наибольшего ската, OZ – перпендикулярна 
плоскости, в которой происходит движение (рис. 2). Значит, уравне-
ние связи имеет вид: 

 0),,( =≡ zzyxS .  (14) 

Отсюда вычисляем: 

 0=
∂
∂

x

S
, 0=
∂
∂

y

S
, 1=
∂
∂

z

S
, 

 1grad =S ,   λ=N . 

 

 β
 x  y

 β 

z

O
n
r

A

 

Рис. 2 

На точку А действует только одна активная сила gm
r

, поэтому 
0=xF , β= sinmgFy , β−= cosmgFz . 

Составляем уравнения движения (9): 

 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=
ϑ

λ−λ+β−=

ϑ
λ−β=

ϑ
λ−=

.0,cos

,sin,

z
z

fmgzm

y
fmgym

x
fxm

&
&&

&
&&

&
&&

  (15) 
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Из уравнения связи (14), которой подчинена точка А, получаем 

дифференциальные следствия: 0=z& , 0=z&& . Поэтому из третьего 
уравнения в системе (15) находим 0cos >β=λ mg , поскольку 

2
0

π
<β< . Тогда уравнения движения (15) можно записать в форме: 

 β
ϑ

−= cos
x

fgx
&

&& , β
ϑ

−β= cossin
y

fggy
&

&& , 0cos >β=λ= mgN .  (16) 

Для удобства дальнейших вычислений обозначим в (16) 

ag =βsin , abfg =βcos , т. е. β= ctgfb . Таким образом, координаты 

)(),( tytx  точки А на плоскости определяются уравнениями 

 
ϑ

−=
x

abx
&

&& , .1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ϑ
−=

y
bay

&
&&    (17) 

Согласно (3), (4), (14), имеем для вектора скорости точки 

jyix
r
&

r
&

r
+=ϑ . Направляющие косинусы вектора скорости равны (рис. 3): 

 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

ϑ
=ϕ=ϑ

ϑ
=ϕ=ϑ

∧

∧

.sin),cos(

,cos),cos(

y
j

x
i

&rr

&rr

 (18) 

Продифференцировав равенства ϕϑ= cosx& , ϕϑ= siny&  по вре-
мени, вычислим: 

 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

ϕ
ϕϑ+ϕ

ϑ
=

ϕ
ϕϑ−ϕ

ϑ
=

.cossin

,sincos

dt

d

dt

d
y

dt

d

dt

d
x

&&

&&

  (19) 

Теперь с учетом (18), (19) уравнения движения (17) примут вид: 

  ϕ−=
ϕ

ϕϑ−ϕ
ϑ

cossincos ab
dt

d

dt

d
,   )cos1(cossin ϕ−=

ϕ
ϕϑ+ϕ

ϑ
ba

dt

d

dt

d
. 
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 x 
 y

yϑ
r

 A

xϑ
r

ϑ
r

 O

 ϕ

 

Рис. 3 

Эти линейные уравнения нетрудно разрешить относительно 
производных: 

 )(sin ba
dt

d
−ϕ=

ϑ
, ϕ=

ϕ
ϑ cosa

dt

d
.    (20) 

Чтобы исключить dt , поделим друг на друга соответственно ле-
вые и правые части уравнений (20): 

 
ϕ
−ϕ

=
ϕϑ
ϑ

cos

sin b

d

d
, 

 ϕ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ϕ

−ϕ=
ϑ
ϑ

d
b

tg
d

cos
. 

Проинтегрировав это уравнение с разделяющимися переменны-

ми, находим 

 ( )cb 2ln

24

tglncoslnln +⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ϕ
−

π
+ϕ−=ϑ ,  (21) 

где )2ln( c  – произвольная постоянная интегрирования, которую бе-
рем в таком виде для удобства дальнейших записей.  

При получении (21) воспользовались табличными интегралами 

и учли, что 

 ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

+
π

=
ϕ
ϕ

−
24

ctgln
cos

d
, 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

−
π

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
π

−
π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

+
π

24
tg

242
tg

24
ctg

x
. 
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Потенцирование выражения (21) дает скорость 

 bc
τ

ϕ
=ϑ

cos

2
,   ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

−
π

=τ
24

tg .   (22) 

Из тригонометрии известно, что )tg1/(tg22sin 2α+α=α . Тогда, 
воспользовавшись формулами приведения, найдем: 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

−
π

=ϕ
24

2sincos , 
24

ϕ
−

π
=α , 

21

2
cos

τ+
τ

=ϕ .   (23) 

Подставив (23) в (22), запишем 

 ( ) ( )1121 1 +−− τ+τ=τ+τ=ϑ bbb cc .  (24) 

С помощью (23) подсчитываем 

 122 )1)(1(sin −τ+τ−=ϕ ,   ϕ
τ+
τ

=ϕ dd
21

2
sin ,   

21

2

τ+
τ−

=ϕ
d

d .  (25) 

Цель дальнейших вычислений – определение параметрических 
зависимостей ),(τ= tt  )(τ= xx , )(τ= yy , характеризующих закон дви-

жения точки А. Из второго уравнения (20) находим, применяя (23)–

(25): 

 ( )11

cos

+− τ+τ
τ

−
=

ϕ
ϕϑ

= bb

a

c

a

d
dt ;  (26) 

 const0 ≡t , 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

τ
+

−
τ−

=
+−

11

11

bba

c
t

bb

.  (27) 

Из (18) имеем, применяя (23), (24), (26): 

 ( ) ( ) ττ+τ−=ττ+τ
τ+

−=ϕϑ= −+− d

a

c
d

a

c
dtdx bbb 222

2
211

2

2

1
2

)1(

2
cos , 

 ( ) ( ) ττ−τ−=ττ+τ
τ+τ

τ−
−=ϕϑ= −+− d

a

c
d

a

c
dtdy bbb 432

2
211

2

22

1

)1(

)1(
sin . 
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Проинтегрировав по параметру τ , окончательно получаем 

 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

τ
−

−

τ−
=

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

τ
+

−

τ−
=

+−

+−

,

2222

,

1212

2

0

22222

0

12122

y

bba

c
y

x

bba

c
x

bb

bb

 (28) 

где 000 ,, tyx  – произвольные постоянные интегрирования, их значения 
определяются из начальных условий. 

Итак, формулы (27), (28) представляют в параметрической фор-
ме закон движения точки А. Очевидно, что в этих зависимостях важ-

ную роль играет величина β= ctgkb , характеризующая трение и на-
клон плоскости к горизонту. Рассмотрим три варианта: 

I. Пусть 1>b , тогда 1ctg >βk , т. е.  

 γ=<β tgtg k , 
2

0
π

<γ<β< ,  (29) 

где γ  – угол трения. Из (24), (27), (28) заключаем: при 0=τ  скорость 
0=ϑ  в точке с координатами ( )00 , yx  в момент времени 0tt = . Теперь 

остается вспомнить свойство конуса трения: сила, линия действия ко-
торой находится внутри конуса трения, не может сдвинуть тело  
с места независимо от величины модуля силы. В данном случае γ<β , 

т. е. линия действия силы тяжести gm
r

 лежит внутри конуса трения. 
Вывод: остановившись при 0tt =  в точке ),( 00 yx , материальная 

точка А не сможет двигаться дальше, ее движение прекратится. 

II. Пусть 1
2

1
<< b , тогда для знаменателей дробей в (27), (28) 

будет 01<−b , 012 >−b , 022 <−b . Имеем при 0→τ : 0→ϑ , ∞→t , 

0xx → , ∞→y . Кроме того, из неравенства 1ctg <βk  следует, что 
β<γ . 

Вывод: траектория точки А имеет асимптоту, параллельную ОУ 

(прямая, направленная по линии наибольшего ската), и сила трения не 
вызывает остановки движения. 
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III. При 
2

1
<b , как и в случае II, движение безостановочное; для 

этого варианта траектория точки А асимптоты не имеет. 
Контрольный вопрос 
Как учитывается влияние шероховатости поверхности при не-

свободном движении точки? Поясните на примере задачи 2. 

3. Указания к решению задач о движении 

точки по неподвижной плоской линии 

Уравнения движения материальной точки по неподвижной пло-
ской линии 0)( =x, yZ  можно рассматривать как частный случай 

уравнений (9). Рассматривая эту линию как результат пересечения 
поверхности 0),,( =zyxS  плоскостью 0zz = , 0),,() ,( 0 =≡ zyxSyxZ   

и полагая 0=zF , получим из (9): 

 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=
ϑ

λ−
∂
∂

λ+=

ϑ
λ−

∂
∂

λ+=

0.),(

;grad

;grad

yxZ

y
Zf

y

Z
Fym

x
Zf

x

Z
Fxm

y

x

&
&&

&
&&

       (30) 

Искомыми функциями являются )(),(),( ttytx λ . Все указанные  
в предыдущем пункте формулы, а также соображения о выборе на-
чальных условий для системы (30) применимы и здесь. 

Следует отметить, что многие практические задачи по этой теме 
удобнее решать, применяя естественные координатные оси (рис. 4): 

направления касательной и нормали траектории, лежащие в плоско-
сти движения; τr  направлен в сторону возрастания дуговой координа-
ты )(tss = , где AOs

(
1= , а nr  направлен к центру кривизны траектории.  

Естественные уравнения движения несвободной материальной 

точки в форме Эйлера имеют вид: 

 NfF
dt

sd
m −= τ2

2

,  NF
m

n +=
ρ
ϑ2

,  
dt

ds
=ϑ ,         (31) 

где τF , nF  – проекции активной силы на естественные координатные 
оси: nFnFF

rrr
+τ= τ ; ρ  – радиус кривизны линии связи. 
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 x

 τ
r

 y

 A

O

 O1
n
r

 Z(x,y)=0

 
Рис. 4 

Второе уравнение в (31) говорит о том, что в случае криволи-

нейного движения динамическая реакция N  зависит не только от ви-

да связи и активных сил, но и от скорости движения точки. 

Укажем важный частный случай. Если точка А движется по 
инерции ( 0,0 ==τ nFF ), то из (31) имеем: 

 Nf
dt

d
m −=

ϑ
,  N

m
=

ρ
ϑ2

. 

Подставив N  из второго уравнения в первое, запишем уравне-
ние движения точки по кривой: ρϑ−=ϑ // 2fdtd . Проведем вспомо-
гательные вычисления: 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ϑ
=

ϑ
ϑ=

ϑ
=

ϑ

2

2

ds

d

ds

d

dt

ds

ds

d

dt

d
,         (32) 

тогда получим 

 
ρ
ϑ

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ϑ
2

)2(
2

22

f
ds

d
. 

Проинтегрировав, определим скорость: 

 ))(2exp(2
0

2 sfQ−ϑ=ϑ ,   ∫ >
ρ

=
s

ds
sQ

0

0)( ,   )exp(0 fQ−ϑ=ϑ . 

Выводы: 1) при движении точки по инерции вдоль шероховатой 

линии ее скорость непрерывно убывает; 2) в данном случае нормаль-
ная реакция 2~ ϑN , а значит, и сила трения 2~ ϑ= NfT  убывает 
пропорционально квадрату скорости. 
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Уравнения (31) полезно переписать в виде 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

ρ
ϑ

−=
ϑ

τ nF
m

fF
dt

d
m

2

, 
dt

ds
=ϑ , nF

m
N −

ρ
ϑ

=
2

         (33) 

и определять скорость и закон движения точки из первых двух уравнений. 
При решении задач оказывается выгодным переход от аргумен-

та t  к аргументу s  по формулам (32), что во многих случаях облегча-
ет интегрирование уравнений движения. 

Задача 3 

Материальная точка массы m  начинает двигаться без начальной 
скорости из точки А по гладкой направляющей, уравнение которой 

)/2cos( lxay π= . Определить силу давления точки на направляющую 

в тот момент, когда она проходит через точку В. 

Решение 
Воспользуемся уравнениями (30) и выберем оси координат так, 

как показано на рис. 5. По условию имеем: 

 0=xF , PmgFy −=−= , 0=f , 0
2

cos),( =
π

−≡
l

x
ayyxZ . 

 x

 A 

O 
P
r

 

 B

 C
 y 

 l/2 l/2 

 a

 a

 

Рис. 5 

Для данного случая уравнения движения (30) таковы: 

 
l

x

l

a
xm

ππ
λ=

2
sin

2
&& , λ+−= mgym && ,          (34) 

причем множитель Лагранжа λ  подсчитывается по формуле (9): 

 
2

1
22

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=λ
y

Z

x

Z
N . 
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Так как точке В отвечает координата 2/lx = , то в точке В имеем 

BB N=λ , определяем: 

 
2

l
xB ymmgN =+= && .          (35) 

Здесь второе слагаемое представляет динамическую состав-
ляющую давления материальной точки на направляющую линию. 

Займемся подсчетом этого слагаемого. Значение λ  из второго урав-
нения (34) подставим в первое уравнение: 

 ( )
l

x

l

a
ygx

ππ
+=

2
sin

2
&&&& .          (36) 

 Обозначим 
dt

dx
u = , 

dt

dy
=ϑ  и осуществим переход к аргументу x: 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
====⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

2

2u

dx

d

dx

du
u

dt

dx

dx

du

dt

du

dt

dx

dt

d
x&& , 

 

dx

d
u

dt

dx

dx

d

dt

d

dt

dy

dt

d
y

ϑ
=

ϑ
=

ϑ
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=&& . 

Теперь уравнение (36) принимает вид: 

 
l

x

l

a

dx

d
ug

u

dx

d ππ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϑ

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ 2
sin

2

2

2

.          (37) 

Продифференцировав по времени t  уравнение связи, получим 

 
l

x

dt

dx

l

a

dt

dy ππ−
=

2
sin

2
, 

l

x
u

l

a ππ−
=ϑ

2
sin

2
. 

Далее вычисляем: 

 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϑ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

+
ππ−

=
ϑ

=

.
2

8

,
2

cos
22

sin
2

2

2

2

2
B

l
x

u

l

a

dx

d
u

l

x

l

u

l

x

dx

du

l

a

dx

d

    (38) 
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Теперь уравнение (37) можем записать в следующей форме: 

 0

2

2

2

1
22

M
u

M
u

dx

d
M =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
, 

 
l

x
g

l

a
M

ππ
=

2
sin

2
0 , 

l

x

l

a
M

π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+=
2

sin
2

1 2
2

1 , 

 
l

x

l

x

l
aM

π
⋅

π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

=
2

sin
2

cos
2

2

3
2

2 . 

Получили линейное неоднородное дифференциальное уравне-
ние 1-го порядка, которое надо проинтегрировать при условии 0=x , 

0
2

2

=
u

, поскольку движение начинается в точке А (рис. 5) из состоя-

ния покоя. В результате интегрирования имеем: 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

π
−= 1

2
cos

2 1

2

l

x

M

agu
,  ag

uB 2
2

2

= . 

Из выражения, учитывая (38), находим 222 /16 lgayB π=&& . В итоге 
по формуле (35) вычисляем 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+=

2

22

161
l

a
mgNB . 

Пользуясь этим выражением, нетрудно проследить, как влияют 
параметры a , l , характеризующие уравнение связи, на BN . 

Контрольные вопросы 
1. Какими факторами определяется динамическая реакция N  

линии связи при криволинейном движении? 
2. Какое преобразование аргументов удобно для решения неко-

торых задач несвободной материальной точки? 

Задача 4 

Материальная точка M массы m  движется в вертикальной плос-
кости по кольцу радиуса r . В начальный момент времени точка М на-
ходится в точке А на горизонтальном диаметре кольца и ей сообщает-
ся скорость 0ϑ

r
. Коэффициент трения скольжения между точкой  

и кольцом равен f . Найти наименьшее значение начальной скорости, 
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при котором точка М достигает противоположного конца горизон-
тального диаметра. 

Решение 
Для решения задачи применим уравнения Эйлера (33). Направ-

ление естественных координатных осей показано на рис. 6.  

  A

ϕ

 М

 B  O

τ
r

n
r

gm
r

0ϑ

 r

 

Рис. 6 

В данном случае имеем: 

 ϕ= rs , const≡=ρ r , 

 ϕ=τ cosmgF , ϕ−= sinmgFn , 

 rω=ϑ , 
dt

dϕ
=ω , 

поэтому уравнения (33) представляются в форме: 

 ( )rgfg
dt

d
r 2sincos ω+ϕ−ϕ=

ω
;        (39) 

 ϕ+ω= sin2 mgmrN .         (40) 

Переходя в (39) от t  к аргументу ϕ  по формуле 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ω
ϕ

=
ϕ
ω

ω=
ϕ

ϕ
ω

=
ω

2

2

d

d

d

d

dt

d

d

d

dt

d
, 

запишем линейное неоднородное дифференциальное уравнение 1-го 
порядка 

 ( )ϕ−ϕ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ω
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ω
ϕ

sincos
2

2
2

22

f
r

g
f

d

d
. 
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Это уравнение надо проинтегрировать с учетом начального ус-
ловия 0=ϕ , r/00 ϑ≡ω=ω , указанного в постановке задачи. Проводя 
интегрирование, находим решение: 

 ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ϕϕ−ϕϕ+

ω
ϕ−=

ω
∫
ϕ

0

2
0

2

sincos)2exp(
2

)2exp(
2

dff
r

g
f .         (41) 

В интересующей нас точке В, положение которой определяется 
значением угла π=ϕ , согласно (40), имеем 2

BB mrN ω= , т. е. статиче-
ская составляющая нормальной реакции равна нулю. Значение угло-
вой скорости подсчитаем по формуле (41): 

 ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ϕϕ−ϕϕ+

ϑ
π−=

ω
∫
π

0
2

2
0

2

sincos)2exp(
2

)2exp(
2

dff
r

g

r
fB .  (42) 

Теперь остается найти то значение начальной линейной скоро-
сти 0ϑ , при котором 0=Bω , 0=BN , т. е. динамическая составляющая 
нормальной реакции тоже равна нулю. Этим будет обеспечено вы-

полнение условия, поставленного в задаче. Приравнивая нулю квад-

ратную скобку в (42) и вычисляя содержащийся в ней определенный 

интеграл, находим искомую величину 

 ( ))2exp(1
)41(

6
2

2
0 f

f

grf
π+

+
=ϑ . 

Как видим, влияние коэффициента трения f  весьма значительно. 

Задача 5 

Лыжник массы m , находящийся на вершине горы высоты h ,  

за счет толчка приобретает скорость 0ϑ
r

 и скользит вниз по склону  
в вертикальной плоскости. Вначале траекторией лыжника является 
дуга окружности радиуса hr = , затем траекторией становится прямая 
линия – касательная к дуге окружности в точке В. Сила сопротивле-
ния, возникающая при движении лыжника на прямолинейном участ-
ке, ϑμ−=R , где 0const >=μ , ϑ – скорость лыжника. Найти закон 

движения лыжника на прямолинейном участке спуска, пренебрегая 
силами сопротивления на криволинейном участке и полагая 

gh1,02
0 =ϑ . 
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Решение 
Прежде всего рассмотрим движение лыжника на криволинейном 

участке АВ (рис. 7) – этап 1. Применяем здесь уравнения Эйлера (31), 

учитывая, что 
 0=f , const≡=ρ r , ϕ=τ sinmgF , ϕ= cosmgFn . 

τ
r

n
r

0ϑ
r

 A

 B

 O

 r 
h gm

r
 ϕ

 s

 α  C

 ϕ

 

Рис. 7 

В этом случае уравнения движения такие: 

 ϕ= sin
2

I2

g

dt

sd
,  NF

r

m
n +=

ϑ2

.   (43) 

Далее, аналогично задаче 4, применяем соотношения 

 
dt

d
r

dt

ds
rs

ϕ
=ωω=ϑ=ϑϕ= ,,, I

I
II , 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ω
ϕ

=
ω

=
ϑ

=
2

2I

2

I2

d

d
r

dt

d
r

dt

d

dt

sd
, 

где верхний индекс отмечает номер этапа движения. Следовательно, 
первое уравнение в (43) принимает вид: 

 ϕ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ω
ϕ

sin
2

2

r

g

d

d
.         (44) 

Из постановки задачи следует такое начальное условие для это-
го дифференциального уравнения: 

 
r

0
0 ,0

ϑ
≡ω=ω=ϕ . 
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Проинтегрировав (44) и удовлетворив этому начальному усло-
вию, найдем 

 ( )ϕ−=
ϑ

−ω cos1
2

2

2
02

r

g

r
, gh1,02

0 =ϑ .  (45) 

Положение точки В на линии связи определяется углом 

α=∠=ϕ AOB  (рис. 7). Тогда с помощью (45) подсчитываем 

 
r

g
kB

2
*

2 =ω ,  α−=∗ cos21,22k ,  grkB ∗=ϑ .  (46) 

Линейная скорость Bϑ  – скорость лыжника в конечной точке 
первого этапа – является начальным значением скорости при изуче-
нии движения по прямолинейному склону ВС, ∞→ρ . 

Учитывая наличие силы сопротивления, пропорциональной ско-
рости движения, уравнение движения лыжника на II-м этапе запишем 

в виде: 

 
dt

ds
mg

dt

sd
m

II

2

II2

sin μ−α= .  (47) 

Здесь за начальный момент времени 0=t  принимаем момент 
пребывания лыжника в точке В, поэтому начальные условия для 
уравнения (47) следующие: 

 B
dt

ds
st ϑ===

II
II 0,,0 . 

Чтобы понизить порядок уравнения (47), запишем его в виде: 

 α+ϑ
μ

−=
ϑ

sinII
II

g
mdt

d
;  Bt ϑ=ϑ= II,0 . 

Проинтегрировав это уравнение и удовлетворив начальному ус-
ловию, найдем 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ μ−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
μ

α
−+

μ
α

=≡ϑ ∗
m

tmg
grk

mg

dt

ds
exp

sinsinII
II , (48) 

 0.,0 II == st  
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Проинтегрировав еще раз по времени, получим искомый закон дви-

жения на II этапе: 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ μ−

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

μ
α

−α
μ

= ∗
m

t
grk

mg

g
t

mg
ts exp1

sin1
sin)(II . 

По формуле (48) нетрудно проследить влияние величины на-
чальной скорости 0ϑ , коэффициента сопротивления μ  и геометриче-

ских параметров α ,r  на скорость движения. 

Контрольные вопросы 

1. В каких случаях задачу динамики несвободной точки предпоч-
тительнее решать, применяя уравнения движения в форме Эйлера? 

2. Укажите формулы для подсчета реакции при использовании 

декартовых и естественных координатных осей. Какая из этих фор-
мул более содержательна в физическом отношении? 

4. Задания для расчетно-графических работ 
Задание 1 

Точка массы m  движется в трехмерном пространстве. Известны 

ее уравнения движения: )(txx = , )(tyy = , )(tzz = . Найти: 

1) компоненты вектора скорости ),,( zyx ϑϑϑϑ
r

, 0≥t ; 

2) компоненты вектора ускорения ),,( zyx aaaa
r

, 0≥t ; 

3) компоненты вектора силы, вызвавшей это движение 
),,( zyx FFFF

r
, 0≥t ; 

4) кинетическую энергию точки )(tT , 0≥t ; 

5) работу силы ),,( zyx FFFF
r

 на интервале времени ],[ 21 ttt∈ ; 

6) компоненты вектора силы инерции точки )Ф,Ф,Ф(Ф zyx

r
 при 

1tt = . 

Исходные данные для решения задачи приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

№ п/п m , кг )(tx , м )(ty , м )(tz , м 
1t , с 2t , с 

1 2,5 tt 25,0 3 +  44 −t  tt +2,30  2 3 

2 3 tt 5,02 −  232,0 tt −  5,12 +t  1 2 

3 1 5+− t  tt 23 2 −  tt 23 −  0,5 1 
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Продолжение табл. 1 

№ п/п m , кг )(tx , м )(ty , м )(tz , м 
1t , с 2t , с 

4 2 232 tt +−  37 +t  tt 65 2 −  1 3 

5 4 tt +2,20  tt 5,01,0 3 +  45,0 −t  2 2,5 

6 1,5 5,15,1 −− t  tt +257,0  23 24,0 tt −  1 2 

7 5 tt 25,1 3 +  55,2 −t  tt 52 2 −  0,5 2 

8 2 tt 25,2 2 −  tt 65,1 2 −  44 +t  0 2 

9 3 210 +t  tt 35 2 +  23 42 tt +−  1 1,5 

10 4 tt −− 36,0  15,0 −t  tt +2  1,5 2 

11 5 tt 102 +−  tt 24,0 3 +  32 +t  2 3 

12 3 12 +t  tt −22,0  tt 5,03 −  3 4 

13 1 ttt +− 232  35 −t  tt 42 −−  1 4 

14 2 tt 64 2 −  tt 23 3 −−  25 +t  0,5 1 

15 2,5 12 +t  tt 5,22 2 +  tt 43 −−  1 2 

16 4 ttt 223 −+  35 −t  tt 25 2 +−  0 1,5 

17 1,5 tt 34,0 2 −  tt 21,0 3 +−  t22 +  2 4 

18 2,5 110 +− t  23tt −  tt 52,0 3 +  1,5 3 

19 1 
231,0 tt +  65,2 −− t  tt 25,0 2 −  3 4 

20 5 tt 275,0 2 −  tt 52 3 −  13 +− t  0,5 1 

21 3 t35,3 −  tt 25,2 2 +  tt 65,1 3 −  1 2 

22 4 
23 8,0 tt −  15,0 −t  25,14 tt +  0,5 2 

23 1,5 tt 35,0 2 +  ttt −+ 23 2  52 −t  0 0,5 

24 2,5 5,24 +t  tt 63 2 −  tt +3,20  1,5 2 

25 2 tt 21,0 3 +−  15,0 −t  tt 52 +−  2 3 

26 5 25tt −  tt 35,1 3 −  12 +− t  0,5 1 

27 1,5 t42 −  tt +24,0  tt −− 32,0  2 5 

28 3 
23 25,0 tt +  5,25,2 −t  tt 23 2 +−  1 2 

29 4 tt −23  
23 5,12 tt +  5,02 +− t  1 1,5 

30 2,5 16,0 +t  tt 25,0 2 +  tt 6,01,0 3 −  2 4 

31 3 tt 84,0 3 −  15,2 +t  tt 25,1 2 −  2 2,5 

32 1 tt −23,0  tt 25,0 3 −  12 +t  3 4 

33 2,5 12 +t  tt 35,1 2 +−  tt −− 32,0  0,5 2 

34 2 tt 625,0 3 −  18,1 −t  tt 531 2 +−  1 2 

35 1,5 25tt +−  
23 24,0 tt +  12 +t  1 1,5 
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Окончание табл. 1 

№ п/п m , кг )(tx , м )(ty , м )(tz , м 
1t , с 2t , с 

36 5 62 +t  tt 52,0 2 −  tt 45,0 3 +−  2 3 

37 3 tt 42 3 −  16,0 −t  25,03 tt −  2 4 

38 1 tt −25,1  tt −− 32,0  12 +t  1,5 3 

39 4 16 +t  tt 42 +  tt 51,0 3 +−  2 2,5 

40 2 
23 25,0 tt +  19,0 −t  tt 32 2 +−  1 1,5 

41 3 tt 43 2 −  tt −− 32  25 +t  0,5 1 

42 2 12 +t  tt 33 2 +  tt 53 −−  1 2 

43 2,5 23 5tt +  55 −t  tt +− 25,7  0 1,5 

44 1 tt 36,0 2 −  tt 41,0 3 +−  t34 +  2 4 

45 4 18 +− t  234 tt −  tt 42,1 3 +  1,5 3 

46 3 
23,90 tt +  36 −− t  tt 43 2 −  3 4 

47 1,5 tt 5,19 2 −  tt 63 3 −  33 +− t  0,5 1 

48 2 t34 −  tt 25 2 +  tt 68 3 −  1 2 

49 2,5 
23 75,0 tt −  15,2 −t  254 tt +  0,5 2 

50 3 tt 63 2 +  ttt −+ 23 3  62 −t  0 0,5 

51 5 5,25 +t  tt 105 2 −  tt +32  1,5 2 

52 2 tt +− 3,80  24 −t  tt 62 +−  2 3 

53 4 210tt −  tt 38 3 −  22 +− t  0,5 1 

54 1,5 t63 −  tt 39 2 +  tt −− 35,1  2 5 

55 3 23 26 tt +  5,26 −t  tt 93 2 +−  1 2 

56 2,5 tt −25  
23 5,22 tt +  5,25 +− t  1 1,5 

57 3 19,0 +t  tt 29,0 2 +  tt 6,02,1 3 −  2 4 

58 1 tt 84,0 3 −  15,2 +t  tt 25,1 2 −  2 2,5 

59 1,5 tt 33 2 −  tt 26 3 −  5,12 +t  3 4 

60 2 24 +t  tt 36 2 +−  tt 28,0 3 −−  0,5 2 

 

Задание 2 

Точка массы m  движется по окружности радиуса R . Закон дви-

жения точки задан как функция дуговой координаты от времени 

)(tss = . Найти: 

1) компоненты вектора силы ),( nFFF τ

r
, вызвавшей это движение; 

2) кинетическую энергию точки )(tT ; 
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3) работу силы )(2,1 FA
r

 при ],[ 21 ttt∈ ; 

4) построить при 1tt =  и 2tt =  вектор ускорения ),( naaa τ
r

 и век-
тор силы инерции )Ф,Ф(Ф nτ

r
. 

Исходные данные для решения задачи приведены в табл. 2. 

Таблица 2 

№ п/п m , кг R , м )(tss = , м 
1t , с 2t , с 

1 2 0,5 tt 3)sin(2 −π  0,25 1,5 

2 1 2 )3/cos(21 tπ−  1 3 

3 0,5 1 π−π )3/2sin(0,5 t  1 2 

4 1 0,2 tt π+− 2)2cos(5,0  0 6/π  

5 3 0,5 )2/cos(423 tt −−  2/π  π2  

6 2,5 2 )6/sin(2 tt π−  3 4 

7 2 0,4 tt π+π )2/cos(4  0,5 2 

8 1,5 1 )3/2cos(33 tt −−  2/3π  π3  

9 0,5 1,5 2)3/sin(2 +π− t  2 4 

10 4 2 1)2sin(75,0 −t  3/π  3/2π  

11 5 2 tt 2)6/cos(3 +π  2 6 

12 3 2,5 π−)5,0sin(4 t  2/π  3/8π  

13 2,5 1 )4/cos(45 tπ−  1 4 

14 1 0,5 )3/2sin(3 tt π−−  0,25 2 

15 2 2 5)2/(2cos −t  2/π  2/3π  

16 1,5 0,5 )3/cos(9 tt π−π  0 1 

17 0,5 0,3 π+π− 2)4/sin( t  3 5 

18 4 3 tt 3)3sin(5,0 +−  6/π  2/π  

19 3 2,5 tt π−π )2cos(25,0  0  0,5 

20 2,5 2 tt 2)2/cos(5 −π  0,5 2 

21 2 1 )sin(53 tt π−  0,5 1,5 

22 3 1,5 )2cos(5 tt +−  6/π  3/π  

23 4 2 tt 2)4/sin(8 +  π  π5  

24 2 0,6 2/)2/cos(6 tt π−−  3/π  3/4π  

25 1,5 0,8 )2/cos(2 tπ−π  0,5 2 

26 5 3 )5,0sin(5,0 tt −  2/π  π3  

27 3 1,5 2/)3/sin(3 π+π t  1 4 

28 2,5 2 )4/cos(4 tt π+  1 3 

29 0,5 0,4 tt π−)sin(2  6/π  2/3π  

30 2 2,5 )6/sin( tt π−π  3 9 
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Окончание табл. 2 

№ п/п m , кг R , м )(tss = , м 
1t , с 2t , с 

31 1 0,5 )12/cos(6 tπ−  4 8 

32 2 1,5 )2/cos(52 t−  2/π  2/3π  

33 1,5 1 )3sin(23 tt −−  6/π  2/π  

34 3 2 5)6/(6cos +t  π2  π4  

35 4 2 tt 2)4/3sin(5,0 −π  2 4 

36 0,5 0,25 )3/cos(63 tt −  π  π2  

37 2 3 tt 4)2/cos(4 +π  0,5 2 

38 3 0,3 )4/sin(2 tπ−π  1 5 

39 1,5 0,6 4)2/sin(3 −t  2/π  4/5π  

40 2 1,5 tt 5)2cos(5,0 +π  0 0,5 

41 2,5 1 )3cos(2 tt +−  12/π  3/π  

42 4 2 tt π−π− )2/sin(5,0  1 2,5 

43 5 2,5 )cos(31 tt −−  3/π  4/3π  

44 0,5 0,5 )5,0sin(3 tt −  π  2/5π  

45 2 0,4 3)4/cos(2 +π t  1 3 

46 3 1 tt π−π− 2)sin(  0,5 1,25 

47 2 2,5 tt 5,0)2sin(5,0 +  6/π  π3  

48 1 2 tt π+)2/(2cos  2/π  2/5π  

49 1,5 3 )3/2sin(23 tt π−−  0,75 2 

50 5 1 )6/cos(32 tt π−  1 4 

51 4 2 tt π−)2cos(  0 8/3π  

52 2 2,5 1)3/sin( +t  π  π4  

53 3 1,5 )4/sin(4 tt π−  2 7 

54 0,5 0,4 tt −− )4/(8cos  0 π3  

55 2 0,5 1)sin(25 +− tt  3/π  4/5π  

56 3 1 tt π+)3/(15cos  π  π2  

57 2,5 2 tt −)2(cos5,0  6/π  π  

58 2 0,4 tt 2)6/sin(3 −π  1 9 

59 3 2 )5,0cos(42 tt −−  3/π  π2  

60 4 3 )2/sin(3 tπ−π  0,5 3 

 

Задание 3 

Точка массы m  движется в трехмерном пространстве OXYZ  под 

действием силы ),,( zyx FFFF
r

. Даны начальные условия при 0=t : 

 0)0( xx ϑ=ϑ , 0)0( yy ϑ=ϑ , 0)0( zz ϑ=ϑ , 0)0( xx = ,  
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 0)0( yy = , 0)0( zz = . 

Найти:  

1) компоненты вектора ускорения ),,( zyx aaaa
r

; 

1) компоненты вектора скорости ),,( zyx ϑϑϑϑ
r

; 

1) уравнения движения )(txx = , )(tyy = , )(tzz = ; 

1) кинетическую энергию точки )(tT ; 

1) работу силы )(2,1 FA
r

 при ],[ 21 ttt∈ . 

Исходные данные для решения задачи приведены в табл. 3. 

Таблица 3 

Начальные условия 
№ 

п/п 

m , 

кг 
xF , 

Н 

yF , 

Н 

zF , 

Н 
0x , 

м 

0y , 

м 

0z , 

м 

0

xϑ , 

м/с 

0

yϑ , 

м/с 

0

zϑ , 

м/с 

1t , 

с 
2t ,

с 

1 3 t6  –6 3 1 0,5 0 2 –1 –3 1 2 

2 2 –8 12 +t  2 2 0 –1 1 3 –2 0,5 1 

3 4 –12 8 t44 −  0 1,5 2 3 0,4 1 0,5 2 

4 2 t10  5 –4 0,5 0 1 6 5 2 1 3 

5 1 –3 23 +t  7 3 –1 0 –2 1 4 2 3 

6 3 6 9 t6−  –3 0 0,5 1 –6 3 0,5 1 

7 2 4−t  2 –2 0 1 5 2 0,5 –1 1 2,5

8 2 4 t6  5 –1 0 2 –3 1 –4 1 4 

9 1 2 –5 t2−  1 2 0 5 10 –2 2 3 

10 3 39 −t  3 –6 3 0 0,4 1 2 0,5 0,5 2 

11 4 –8 t4  2 0 –1 –2 2 3 1 1 3 

12 2 –4 10 16 +t  1 0 2 –3 4 0,5 2 4 

13 1 42 +t  5 7 0,5 1 0 –1 0,7 3 2 2,5

14 1 6 1−t  3 2 0 3 1 –2 –3 0,5 3 

15 3 3 –3 t9−  0 –3 –1 0,5 3 1 1 4 

16 3 t15  9 –6 –1 0 5 1 2 –3 1 2 

17 2 2 64 +t  –2 4 –4 0 2 1 –1 3 4 

18 4 8 –4 t12−  3 0 2 –1 0,5 1 2 3 

19 5 t5−  15 –10 0 –1 –3 1 2 5 2,5 3 

20 3 –6 t6  3 5 0 1 –2 –1 0 1,5 3 

21 1 5 –3 12 −t  1 –2 0 1 –3 2 0,5 3 

22 2 t10  2 –4 2 0 1,5 3 1 5 1 2 

23 4 –2 t8  4 0 –2 2 –4 –1 1 1 3 

24 1 3 –2 t3−  –1 0 0,5 3 –2 –1 2 3 

25 3 33 +t  –12 6 3 –3 0 1 –1 2 2 4 
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Окончание табл. 3 

Начальные условия 
№ 

п/п 

m , 

кг 
xF , 

Н 

yF , 

Н 

zF , 

Н 
0x ,

м 

0y ,

м 

0z , 

м 

0

xϑ , 

м/с 

0

yϑ , 

м/с 

0

zϑ , 

м/с 

1t , 

с 
2t ,

с 

26 5 15 t10−  –5 –2 0 0,5 –1 2 0,4 1 3 

27 2 –4 8 t6−  0 1 2 –3 –4 –1 0,5 2 

28 1 t2  –1 2 5 0 4 –2 –1 1 3 4 

29 3 –6 39 −t  3 4 –3 0 3 –1 2 1 2,5

30 2 –8 5 t2−  5 0 –1 –5 6 3 1 2 

31 2 t12−  4 –2 0 0,5 3 –1 1 1,5 3 4 

32 3 9 t15−  –12 –1 0 2 3 5 –6 2 3 

33 2 –5 7 12 −t  4 3 0 2 –2 –1 0,5 1 

34 4 t4  –8 2 5 0 1,5 0,5 1 3 2 3 

35 2 10 t8  –6 0 –1 6 4 –4 2 1 3 

36 3 –3 6 t3  3 0 –3 6 –6 2 3 4 

37 3 36 −t  12 –9 0,5 0,4 0 –1 2 3 0,5 2 

38 2 7 t24 +  –5 2 0 –2 3 –3 4 1 2 

39 2 –4 11 t10  0 1 –1 2 –2 5 1 3 

40 1 t5  1 –2 0,7 0 0,5 –3 –4 2 2 3 

41 3 9 t36 −  –3 –3 1 0 1 2 –4 0,5 1 

42 4 –12 2 t8−  1 0 3 –3 –4 –5 0,5 3 

43 2 12 +t  –5 –6 0 –1 0,7 0,5 0,6 –1 1 4 

44 1 2 t3−  –1 5 0 8 –3 –5 5 4 5 

45 1 –3 5 3+t  1 2 0 3 5 –6 0,5 2 

46 2 t62 −  –10 4 4 0 –3 2 1 0,5 1 2 

47 3 6 t12−  –3 0 0,5 3 0,4 0,7 –1 2 3 

48 2 5 –8 t4  1 0 2 –5 3 –1 1 3 

49 4 48 −t  10 –12 2 1 0 –2 4 –3 0,5 1 

50 5 10 t20  –15 –3 0 0,5 2 –1 1 2 4 

51 3 6 12 t18−  0 2 –1 4 –5 6 3 4 

52 1 t7  2 3 –1 0 3 –6 1 –2 1 3 

53 5 15 55 +t  –10 2 –3 0 0 5 4 3 4 

54 2 7 –3 t42 +  0,5 0 0,3 7 4 –6 0,5 3 

55 1 t61−  2 5 0 1 2 –1 –2 –3 2 3 

56 3 9 t6  –6 3 0 –1 0,5 1 2 1 4 

57 5 20 –15 
t10
 1 0,5 0 –3 3 –1 2 3 

58 2 t8−  3 –4 –2 0 2 1 –5 3 1 3 

59 1 2 13 +t  –3 0 1 3 0,4 –1 –2 0,5 1 

60 4 6 –12 t48 −  –1 1 0 3 2 –4 2 4 
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Задание 4 

Тяжелая точка поднимается под действием силы )(tF
r

 по шеро-
ховатой наклонной плоскости, составляющей угол γ  с горизонтом. 

Входные параметры задачи и начальные условия движения указаны в 
табл. 4. Найти: 

1) скорость движения )(txϑ  и закон движения )(tx ; 

2) работу, которую совершает на интервале времени ],0[ 1tt∈  каж-

дая из сил (сила тяжести, сила трения, движущая сила) в отдельности; 
3) кинетическую энергию точки )(tT . 

Проверить справедливость баланса энергий и работ 

∑
=

=−
n

i
iFATT

1
2,112 )(

r
 при ],0[ 1tt∈  для указанных условий движения. 

Таблица 4 

BtAtF +=)( , Н № 

п/п 
m , кг 

A  B  
γ , рад f  0x , м 0

xϑ , м/с 1t , с 

1 200 2000 100 4/π  0,1 5,5 3,5 2 

2 500 4200 250 5/π  0,25 1 2 1 

3 250 2500 250 6/π  0,15 3,7 4,3 3 

4 400 3400 400 9/π  0,2 2 2,4 2 

5 100 2000 600 6/π  0,2 1,4 3 2 

6 200 3000 400 4/π  0,1 2,3 2,2 1 

7 100 1200 300 6/π  0,35 0 5,6 2 

8 500 4000 200 6/π  0,3 1,5 6 1 

9 200 1600 300 9/π  0,2 2 2,5 3 

10 300 2400 300 6/π  0,15 3 4,5 2 

11 400 3500 200 5/π  0,1 4,5 3 1 

12 250 2000 500 6/π  0,2 1 2 2 

13 100 1500 150 4/π  0,3 2 3,5 2 

14 200 1700 240 9/π  0,25 2,5 2,3 3 

15 500 3800 500 5/π  0,35 1,5 6,6 2 

16 100 1800 250 6/π  0,1 0 5 1 

17 300 2550 300 6/π  0,2 2,3 4,7 2 

18 400 3300 800 9/π  0,4 2 3,2 1 

19 200 1700 320 4/π  0,15 1 2,5 2 

20 500 3800 400 6/π  0,15 0 5 3 

21 100 1200 200 4/π  0,1 1,6 3,8 1 

22 200 1600 100 9/π  0,35 2,2 2,6 2 

23 300 2700 200 4/π  0,1 1,8 2 1 
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Окончание табл. 4 

BtAtF +=)( , Н № 

п/п 
m , кг 

A  B  
γ , рад f  0x , м 0

xϑ , м/с 1t , с 

24 100 1000 240 6/π  0,2 1,5 5,2 2 

25 500 3600 600 6/π  0,1 2,8 3 3 

26 250 2700 200 5/π  0,1 3,4 4,3 2 

27 300 2850 120 4/π  0,2 1 2,6 1 

28 100 1400 600 6/π  0,3 1,6 2,2 1 

29 200 1800 500 9/π  0,1 2 5,8 2 

30 500 4600 500 6/π  0,35 0 1,3 3 

31 400 3800 400 4/π  0,15 1 2,4 2 

32 150 1500 150 6/π  0,2 1,6 2 1 

33 250 2400 400 6/π  0,25 4,2 6 2 

34 500 3800 300 9/π  0,3 2 3,9 1 

35 300 3000 150 5/π  0,4 2,5 4,4 2 

36 200 1700 240 6/π  0,2 1 2,5 3 

37 200 2000 480 4/π  0,1 1,2 2,5 1 

38 150 3000 150 6/π  0,2 0 1,2 2 

39 200 1800 400 4/π  0,25 1,3 2 1 

40 500 3600 300 9/π  0,3 1 2,5 3 

41 300 2700 300 6/π  0,4 2 1,6 1 

42 240 3200 240 4/π  0,35 2,5 1 2 

43 100 1000 240 4/π  0,1 3 3,4 2 

44 200 1600 400 6/π  0,3 2,6 3 2 

45 500 4200 200 9/π  0,15 1,5 1,7 3 

46 100 1200 180 4/π  0,2 1,4 2,5 2 

47 250 2500 200 4/π  0,1 5,8 2 1 

48 400 3600 120 9/π  0,15 4,3 3,9 3 

49 200 1800 300 6/π  0,25 2 1,6 2 

50 500 3900 400 6/π  0,2 3,2 5 2 

51 150 1500 300 4/π  0,1 1,5 2,5 1 

52 200 1700 600 5/π  0,2 3 1,5 2 

53 500 4100 250 6/π  0,15 2,2 4,6 3 

54 300 3600 150 6/π  0,1 0 1,3 2 

55 240 2000 120 4/π  0,25 1,9 1 1 

56 100 1500 150 6/π  0,1 1,2 1,8 1 

57 500 3300 200 6/π  0,1 1 4 3 

58 400 3600 400 5/π  0,15 3 2,5 2 

59 100 1800 300 6/π  0,25 2,5 2 1 

60 200 1900 240 4/π  0,2 2 3,5 2 
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Задание 5 

Материальная точка массы m  движется горизонтально вдоль 
оси OX  под действием силы )(tF

r
. Сопротивление среды характери-

зуется силой ϑα−=
rr

сопрF ; 0>α . Входные параметры задачи и на-
чальные условия движения указаны в табл. 5. Найти: 

1) закон движения точки )(tx  и ее скорость )(txϑ ; 

2) кинетическую энергию точки )(tT ; 

3) работу, которую совершает движущая сила )(tFx  при 

],0[ 1tt∈ ; 

4) работу, которую совершает сила сопротивления среды сопрF
r

 

при ],0[ 1tt∈ . 

Проверить справедливость баланса энергий и работ 

∑
=

=−
n

i
iFATT

1
2,112 )(

r
 при ],0[ 1tt∈  для указанных условий движения. 

Таблица 5 

BtAtF +=)( , Н № 

п/п 
m , кг 

A  B  м
сН, ⋅α  

0x , м 0

xϑ , м/с 1t , с 

1 5 10 2 2 0,2 3,5 1 

2 2 4 2 1 0,1 2 2 

3 3 6 1 1,5 0,5 4,3 2 

4 1 3 4 0,5 0,6 2,4 3 

5 2 6 2 1,2 0,4 3 2 

6 3 10 2 2,5 0,2 2,2 1 

7 4 9 1 3 0,8 1,6 2 

8 2 4 3 0,4 0,9 6 1 

9 1 5 2 1,5 1 2,5 2 

10 2 6 4 2 1,2 1,5 3 

11 1 3 2 1 1,5 3 1 

12 3 8 3 3,2 2 2 2 

13 2 5 1 2,5 1,4 3,5 1 

14 2 4 4 1 2,2 2,3 2 

15 1 6 2 1,5 1 4 3 

16 2 2 1 0,8 0,5 5 2 

17 1 4 3 1,1 0,6 1,7 1 

18 3 7 2 2,2 0,3 3,2 1 

19 4 6 1 2 2 2,5 2 
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Продолжение табл. 5 

BtAtF +=)( , Н № 

п/п 
m , кг 

A  B  м
сН, ⋅α  

0x , м 0

xϑ , м/с 1t , с 

20 5 9 1 3,5 0,4 5 3 

21 1 5 2 1 0,5 3,8 2 

22 2 2 3 0,5 1,5 2,6 1 

23 3 10 2 2 1,2 2 2 

24 2 7 2 2,5 2,5 1,2 1 

25 4 5 1 1,5 2 3 2 

26 3 4 3 0,6 2,3 4,3 3 

27 3 3 4 1 1,8 2,6 1 

28 2 5 2 2 2,6 2,2 2 

29 2 6 4 1,5 2 1,8 1 

30 5 8 2 3 1 1,3 3 

31 4 10 2 2,4 1,5 2,4 1 

32 2 7 1 1,6 0,5 2 2 

33 1 4 1 1 1,6 5 2 

34 2 5 2 2,8 0,8 3,9 2 

35 3 9 3 3,5 0,4 4,4 3 

36 5 10 4 4 3 2,5 2 

37 2 4 4 2 2 2,5 1 

38 3 6 3 1,5 1 1,2 3 

39 1 2 1 0,6 0,5 2 2 

40 2 5 1 2,2 0,6 2,5 2 

41 3 10 3 3 1,8 1,6 1 

42 4 3 2 1,8 1,2 1 2 

43 2 8 4 3,5 0,3 3,4 3 

44 1 7 2 2 2,4 3 2 

45 2 5 4 1,4 1,5 1,7 1 

46 1 6 2 1,2 1 2,5 1 

47 3 4 3 1 2,5 2 3 

48 2 3 6 0,6 3 3,9 2 

49 2 7 2 2 0,5 1,6 1 

50 1 10 2 2,8 0,9 5 2 

51 2 8 4 2,3 2 2,5 2 

52 1 6 1 3 1,5 1,5 1 

53 3 5 3 1,5 1 4,6 3 

54 4 4 2 0,6 0,9 1,3 2 

55 5 2 4 0,5 0,3 1 2 

56 1 3 1 1 1,5 1,8 1 
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Окончание табл. 5 

BtAtF +=)( , Н № 

п/п 
m , кг 

A  B  м
сН, ⋅α  

0x , м 0

xϑ , м/с 1t , с 

57 2 5 1 1,3 0,6 4 2 

58 3 8 2 2,6 2 2,5 1 

59 2 4 1 0,7 0,5 2 3 

60 4 6 2 2 3 3,5 2 

Задание 6 

Точка массы m  совершает движение на двух участках траекто-
рии ABC (рис. 8), расположенной в вертикальной плоскости. Участок 
АВ – дуга окружности радиуса hr = ; силы трения и сопротивления 
отсутствуют; в начальный момент 0=t  скорость точки равна 0ϑ

r
.  

0ϑ
r

 A

 B

 O 

 r 
 h 

 s
II

 γ  C

 

Рис. 8 

Участок ВС – прямая линия, касательная к дуге АВ в точке В. На 
этом участке действует движущая сила )(tF

r
, параллельная ВС, а так-

же сила сопротивления ϑα−=
rr

сопрF , 0const >≡α . Угол наклона γ  

известен. Нужно изучить движение точки на каждом участке. По-
строить графики функций: закон движения точки )(II ts , скорость 

)(II tϑ  и кинетическая энергия )(II tT  на этапе ВС. Выбрать самостоя-
тельно момент *tt = , когда изучаемая точка находится справа от точ-
ки В, на участке ВС. Для этого мгновения построить на схеме векторы 

скорости, ускорения, движущей силы, силы сопротивления и силы 

инерции точки. Исходные данные приведены в табл. 6. 

Примечание. При выполнении этого задания нужно воспользоваться алго-
ритмом решения задачи 5. 
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Таблица 6 

3

3

2

210)( tAtAtAAtF +++= , Н № 

п/п 

m, 

кг 
0A  

1A  2A  3A  

0ϑ , 

м/с м
сН, ⋅α  rh = , 

м 

γ , 

град 

1 2 16 –2 6 1 2,4 5,5 2 20 

2 1 24 1 0 2 3 1 1,5 45 

3 3 32 2 4 0 2,2 3,7 1 10 

4 4 20 –3 3 0 5,6 2 0,5 60 

5 5 15 –1,5 2 1,2 6 1,4 3 15 

6 1 16 3 1 4 2,5 2,3 2,5 20 

7 2 38 1 2 2,4 4,5 0 0,7 30 

8 3 18 –2 0 3 3 1,5 2,2 40 

9 2 24 2 4 0 2 2 1 50 

10 4 32 –0,8 0 1 3,5 3 1,5 10 

11 3 17 0,5 1 3 2,3 4,5 3 25 

12 3 36 1,5 0 4 6,6 1 2,6 20 

13 2 12 –1 4 2 5 2 1,4 15 

14 2 16 1 3 0 4,7 2,5 2 60 

15 5 27 –2,5 2 1,2 3,2 1,5 1,9 30 

16 4 10 3 0 4 2,5 0 0,6 35 

17 2 34 –2 2 0,6 5 2,3 1 40 

18 1 27 1,2 0 3 3,8 2 3 50 

19 2 25 2 4 2 2,6 1 2,4 45 

20 3 14 –0,5 0 4 2 0 1,3 10 

21 5 18 0,6 3 0 5,2 1,6 2 60 

22 2 40 1,6 4 1 3 2,2 2,5 25 

23 3 36 –3 0 1,5 4,3 1,8 1,5 30 

24 1 15 0,8 1 0 2,6 1,5 1,6 60 

25 2 24 2 0 2 2,2 2,8 3 20 

26 3 38 –2,4 2 0,8 5,8 3,4 2,7 45 

27 4 30 1,6 0 2,4 1,3 1 2,2 50 

28 2 16 –0,4 2 4 2,4 1,6 1,1 30 

29 1 20 1,2 3 1 2 2 3,2 60 

30 2 30 –2 0 3 6 0 0,8 35 

31 1 18 2,5 1 2 3,9 1 2 25 

32 3 36 0,5 0 1,2 4,4 1,6 1,5 30 

33 2 24 –0,8 2 0 2,5 4,2 1 10 

34 2 32 –1 3 4 2,5 2 0,5 45 

35 1 10 2 0 2 1,2 2,5 3 30 

36 2 16 1,6 2 1 2 1 2,5 40 

37 1 32 –0,6 1 2,4 2,5 1,2 0,7 15 
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Окончание табл. 6 

3

3

2

210)( tAtAtAAtF +++= , Н № 

п/п 

m, 

кг 
0A  

1A  2A  3A  

0ϑ , 

м/с м
сН, ⋅α  rh = , 

м 

γ , 

град 

38 3 12 0,4 0 2 1,6 0 2,2 30 

39 4 24 3 0 3 1 1,3 1 20 

40 5 35 –1,5 3 0 3,4 1 1,5 40 

41 1 18 2 2 4 3 2 3 60 

42 2 37 1,2 1 0 1,7 2,5 2,6 45 

43 3 15 3 0 1,5 2,5 3 1,4 50 

44 2 17 –0,5 3 2 2 2,6 2 35 

45 4 35 1,6 0 1 3,9 1,5 1,9 30 

46 2 36 0,5 4 0 1,6 1,4 0,6 10 

47 2 20 1,2 3 4 5 5,8 1 45 

48 3 15 0,8 0 3 2,5 4,3 3 20 

49 1 33 –2 1 1,6 1,5 2 2,4 50 

50 2 36 2,5 4 1 4,6 3,2 1,3 45 

51 3 18 2 3 2 1,3 1,5 2 30 

52 4 19 –0,2 0 4 1 3 2,8 60 

53 2 20 1,2 0 3 1,8 2,2 1,5 10 

54 1 40 –2,4 4 0 4 0 1,6 15 

55 2 25 0,6 2 1 2,5 1,9 3 50 

56 1 32 1,6 0 3 2 2,7 2,5 20 

57 3 20 2,2 1 0 3,5 1 3,2 25 

58 5 30 2 0 4 3,5 3 1,7 40 

59 2 10 –0,4 2 0 2 2,5 2,2 30 

60 1 12 0,5 3 1 4,3 2 0,5 45 

 

Задание 7 

Материальная точка М массы m  совершает движение на двух 
участках. Участок АВ (рис. 9): наклонная шероховатая плоскость, 
расположенная вертикально под углом γ  к горизонту. При 0=t  ее 
начальная скорость известна: Aϑ=ϑ

rr
0 . Точка движется под действием 

силы const≡ABF
r

, параллельной АВ. Длина участка lAB =  известна. 
На финише участка АВ точка М покидает наклонную плоскость  
и движется в вертикальной плоскости на участке ВС. 
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Рис. 9 

Участок ВС: на точку М, кроме силы тяжести, действует сила 
),( yx FFF

r
, являющаяся результирующей двух сил – движущей силы  

и силы сопротивления. Функции )(tFx , )(tFy  заданы. Нужно изучить 
движение точки на каждом участке. На участке ВС определить:  

1) закон движения точки )(tx , )(ty , 0≥t ; 

2) кинетическую энергию точки )(tT ; построить графики функ-
ций )(xyy = ,  )(tTT = ; 

3) выбрать самостоятельно момент *tt = , когда изучаемая точка 
находится справа от точки В, на участке ВС. Для этого мгновения по-
строить на схеме векторы скорости, ускорения, силы F

r
 и силы инер-

ции точки. 

Исходные данные приведены в табл. 7. 

Таблица 7 

,
1

)(
+

+=
nx
t

D
BtF Н 

,)(
kt

y AetF −=

Н 
№ 

п/п 

m , 

кг 
0ϑ , 

м/с 
f  

γ , 

град 
,ABF

 Н 
l , м 

B  D  n  A  k  

1 1 3 0,1 40 14 5,5 10 5 1,5 –4 0,5 

2 3 3,7 0,25 60 35 4 15 3,9 2,5 20 0,3 

3 2 2,5 0,3 45 20 3,8 20 2,4 2 15 0,2 

4 2 5 0,1 50 30 4,6 10 4,8 3 –10 0,4 

5 1 4,9 0,2 35 10 3,2 8 2,5 3,5 12 0,6 

6 2 5,5 0,15 30 24 5,1 14 3,2 2 –14 0,8 

7 1 4,1 0,2 10 7 6 15 5,2 3 8 0,4 

8 3 2,2 0,25 45 25 4,3 16 6,5 2,5 15 0,2 

9 4 3 0,3 20 32 2,6 10 4,6 1,5 –12 0,5 

10 5 4,6 0,15 50 45 6,2 25 3,1 2 25 0,9 

11 1 2,3 0,2 45 11 5,8 9 5,4 1,5 11 0,4 
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Продолжение табл. 7 

,
1

)(
+

+=
nx
t

D
BtF Н 

,)(
kt

y AetF −=

Н 
№ 

п/п 

m , 

кг 
0ϑ , 

м/с 
f  

γ , 

град 
,ABF

 Н 
l , м 

B  D  n  A  k  

12 2 5,3 0,1 30 19 3,3 19 6 2,5 –9 0,3 

13 3 2,8 0,05 60 36 4,4 36 4 3 –16 0,7 

14 2 4 0,25 10 8 2,7 8 3,7 2 8 0,5 

15 4 2,5 0,3 15 36 5 30 2,5 1,5 16 0,6 

16 2 2 0,4 50 30 3,9 20 5 2 –10 0,2 

17 2 3,5 0,35 20 18 2,4 15 4,9 2,5 18 0,7 

18 3 4,5 0,1 25 33 4,8 13 5,5 3 –13 0,3 

19 1 5 0,3 40 14 2,5 7 4,1 2 –4 0,9 

20 2 2,4 0,15 30 22 3,2 22 3,2 1,5 22 0,8 

21 3 3 0,2 45 27 5,2 17 3 3 –7 0,4 

22 4 2,2 0,1 20 50 6,5 30 4,3 2,5 20 0,6 

23 2 5,6 0,15 35 16 4,6 26 2,6 2 16 0,2 

24 1 6 0,25 10 13 3,1 10 2,2 2,5 –6 0,7 

25 2 2,5 0,2 60 24 5,4 14 5,8 3 24 0,3 

26 1 4,5 0,1 15 8 4 6 3,3 1,5 –4 0,6 

27 3 3 0,2 20 20 6 15 4,4 2 –10 0,5 

28 5 2,8 0,15 30 44 3,7 24 2,7 2,5 18 0,9 

29 2 3,5 0,1 40 25 2,5 20 6 3 –5 0,4 

30 1 2,3 0,25 50 15 5 16 3,9 1,5 10 0,8 

31 2 5,6 0,2 10 17 4,9 17 2,4 2 25 0,2 

32 1 5 0,1 25 9 5,5 11 4,8 2,5 –6 0,5 

33 3 4,7 0,15 20 25 4,1 27 2,5 3 17 0,6 

34 4 3,2 0,25 15 33 3,2 13 3,2 2 –12 0,3 

35 5 5,5 0,2 60 48 3 28 5,2 1,5 –18 0,8 

36 1 5 0,1 30 12 4,6 8 2,5 2,5 10 0,4 

37 2 3,8 0,15 35 17 3,3 15 4,6 2 18 0,6 

38 3 2,6 0,2 40 40 5,3 30 3,1 3 –14 0,7 

39 2 3,2 0,3 50 30 2,8 20 5,4 1,5 –9 0,3 

40 4 5,1 0,25 45 50 4 25 4 2 20 0,5 

41 3 3 0,1 10 26 2,5 18 3 1,5 32 0,2 

42 3 4,3 0,15 60 35 6 15 4,3 2,5 –15 0,6 

43 2 2,6 0,3 25 24 3,5 14 2,6 3 –4 0,8 

44 2 2,2 0,2 30 15 4,5 12 2,2 2 25 0,4 

45 5 5,8 0,25 60 45 5 35 5,8 1,5 –11 0,3 

46 4 3,3 0,1 20 38 2,4 30 3,3 2 18 0,5 

47 2 4,4 0,2 45 22 3 12 4,4 2,5 20 0,9 
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Окончание табл. 7 

,
1

)(
+

+=
nx
t

D
BtF Н 

,)(
kt

y AetF −=

Н 
№ 

п/п 

m , 

кг 
0ϑ , 

м/с 
f  

γ , 

град 
,ABF

 Н 
l , м 

B  D  n  A  k  

48 1 2,7 0,3 50 14 5,2 10 2,7 3 –7 0,7 

49 2 6 0,25 30 16 5,6 12 6 2 14 0,6 

50 3 3,9 0,1 60 27 6 20 3,9 1,5 –6 0,3 

51 5 2,4 0,15 35 40 6,1 25 2,4 3 –10 0,5 

52 2 4,8 0,2 25 15 4,3 15 4,8 2,5 9 0,9 

53 3 2,5 0,35 30 30 3 20 2,5 2 –8 0,4 

54 1 3,2 0,15 10 7 4,8 10 3,2 2,5 17 0,6 

55 2 5,2 0,2 45 20 3,5 15 5 3 –4 0,8 

56 3 2,5 0,1 30 25 6,3 17 4,5 1,5 –8 0,2 

57 4 4,6 0,25 40 35 5,6 20 4 2 3 0,3 

58 2 3,1 0,1 15 13 5 15 3,1 2,5 25 0,7 

59 1 5,4 0,2 30 12 4,7 8 2,4 3 –5 0,9 

60 2 4 0,1 20 20 3,2 10 5,4 1,5 15 0,4 
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