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МОДЕЛИРОВАНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ 
КОНЦЕНТРАЦИИ НАПРЯЖЕНИЙ  

С. Ф. Андреев 
Учреждение образования «Гомельский государственный технический 

университет имени П. О. Сухого», Беларусь 

Целью данной работы является построение алгоритма решения геометрически 
нелинейной задачи об изгибе бесконечной пластины, ослабленной криволинейным 
концентратором напряжений произвольной заданной формы (включения, щели, от-
верстия, трещины и др.).  

Задача сводится к решению системы уравнений Кармана относительно функ-
ции больших прогибов ),( yxw и функции напряжений Эри ),( yxF :  
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где D  – цилиндрическая жескость; h  – толщина пластины; 2∇  – дифференциаль-
ный оператор Лапласа; E  – модуль упругости. 

Для приближенного решения в случае произвольно заданной формы контура, 
изменяющейся в процессе деформации, будем использовать метод комплексных по-
тенциалов Колосова–Мусхелишвили в сочетании с конформным отображением [1]. 

Решение уравнений (1) ищем методом малого параметра, вводя в расчеты величи-
ну ,/ 0Rh=β  где 0R  – характерный размер криволинейного контура концентратора: 
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Форма контура определяется конформным отображением ).(ξω=⋅+ yix  Здесь 
ϑ⋅⋅ρ=ξ Ie  – комплексные криволинейные локальные координаты, ,20 π≤ϑ≤  ,1≥ρ  

.1−=i  Дальнейшее решение сводим к решению бигармонических уравнений:  
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где )),(),,((1 ξξξξ wFL  и )),((2 ξξwL  – дифференциальные операторы правых частей 
уравнений (1) в криволинейных координатах.  

Для решения неоднородных уравнений (2) в каждом J-м приближении исполь-
зуем комплексные потенциалы )()( ξΦ S

J  и ),()( ξΨ S
J  ),2,1( =S  регулярные в области 

1≥ξ  и удовлетворяющих граничным условиям для :ϑ=σ=ξ ie  
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При проектировании реальных технических систем и их дальнейшего исследо-
вания с использованием метода конечных элементов инженер сталкивается с необ-
ходимостью использования конечных элементов различных типов. Для уменьшения 
сложностей при формировании глобальной матрицы жесткости подобных систем 
целесообразно осуществлять построение локальных матриц жесткости в системе ко-
ординат одного вида.  

Рассмотрим линейный треугольный конечный элемент, в каждом узле которого 
будет по 2 степени свободы. Функцию перемещений будем аппроксимировать сле-
дующими соотношениями: 
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где ),,( yxu  ),( yxϑ  – искомые перемещения вдоль оси X и Y соответственно; ),( yxNi  – 
функция формы iго узла; [ ]E – единичная матрица размерности 2 × 2; i – номер узла 
конечного элемента; ii yx ,  – координаты i-го узла.  

Направим координатные оси вдоль сторон треугольника и положим длины 
этих сторон равными единице, тогда функции формы примут вид: 

;1),(1 yxyxN −−=  ;),(2 xyxN =  .),(3 yyxN =  

В случае произвольно ориентированного треугольника функции формы могут 
быть найдены с помощью преобразования координат. Будем считать, что данный 
элемент находится в косоугольной локальной системе координат, которая связыва-
ется с исходной декартовой системой соотношениями вида: 
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