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ВВЕДЕНИЕ 

В качестве объектов управления на практике рассматриваются 
энергоемкое технологическое оборудование, транспортные средства, 
бытовая техника, которые значительное время находятся в динамиче-
ских режимах. 

Энергосберегающая система оптимального управления (далее ЭСУ) 

с функциональной точки зрения обеспечивает преобразование вход-

ной информации, поступающей с пульта управления и от датчиков, 
установленных на объекте, в управляющие воздействия в соответст-
вии с некоторым алгоритмом оптимального управления, минимизи-

рующим затраты энергии или расход топлива. 
Класс применяемых вычислительных средств и их характери-

стики (быстродействие, объем оперативной памяти и пр.) зависят от 
сложности алгоритма оптимального управления. При традиционном 

подходе к решению задачи оптимального управления (ЗОУ) алгорит-
мы исключительно сложны, это является одним из сдерживающих 
факторов широкого внедрения ЭСУ. В то же время существует боль-
шое количество энергоемких объектов в промышленности, внедрение 
ЭСУ на которых может дать значительную экономию энергии в ди-

намических режимах и позволит выйти на новый качественный уро-
вень производства. При этом экономически приемлемым может быть 
создание ЭСУ с низкой стоимостью, которая в основном зависит от 
наличия технологии оперативного проектирования. 

Функциональные возможности ЭСУ определяются рядом фак-
торов, основными из них являются модель объекта управления, вид 
минимизируемого функционала, стратегия реализации оптимального 
управления и ограничения на переменные в ЗОУ. При рассмотрении 

модели объекта управления важное значение имеют размерность век-
тора фазовых координат, линейность (нелинейность) оператора и т. д. 
В качестве функционалов в ЭСУ наиболее часто используются затра-
ты энергии или расход топлива. 

К основным вычислительным задачам, решаемых ЭСУ, относят-
ся идентификация математической модели объекта управления и ус-
ловий задачи оптимального управления, анализ и синтез оптимально-
го управления (ОУ) на множестве состояний функционирования. 

Комплекс лабораторных работ предусматривает выполнение 
всех основных этапов проектирования объекта управления, а именно: 

– формализацию задачи оптимального управления. Выбор страте-
гии, а соответственно и структуры системы оптимального управления; 
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– построение модели динамики объекта; 
– определение возможных видов функций оптимального управ-

ления (ОУ) для задаваемого диапазона изменения исходных данных 
задачи; 

– анализ и синтез оптимального программного управления; 
– определение синтезирующих функций при использовании по-

зиционной стратегии, исследование устойчивости замкнутой системы 

оптимального управления (СОУ); 

– синтез оптимальных управляющих воздействий в режиме 
«пуска» объекта; 

– аналитическое конструирование оптимального регулятора. 
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Лабораторная работа № 1 

Формализация задачи, выбор стратегии  

и структуры системы оптимального управления 

Цель работы: получить необходимые знания и навыки для ма-
тематической постановки задачи оптимального управления, опреде-
лить стратегию функционирования системы и ее структуры. 

Исходными данными для выполнения работы являются краткие 
сведения об объекте управления – назначение объекта, основные ха-
рактеристики, входные и выходные переменные, диапазоны их изме-
нения, условия эксплуатации и др. Варианты заданий приведены  

в табл. 1.1. 

Таблица 1.1 

Объект управления 

Наименование Основные  
характеристики 

Примечания  
(особенности конструк-
ции, эксплуатации и т. д.)

1. Электроводо-
нагреватель 

Емкость для жидкости. 

Периодического действия. 
Нагрев до 95 °С 

Слабая термоизоляция. 
Неотапливаемое  
помещение 

2. Электроводо-
нагреватель 

Емкость для воды. 

Непрерывного действия 
Основные возмущаю-

щие воздействия: 
– потребление теплой воды;

– дополнение холодной 

воды; 

– изменение окружающей 

температуры 

3. Водогрейный котел 

с газовыми горелками 

Непрерывного действия. 
Основная цель: поддержа-
ние постоянной заданной 

температуры воды  

у потребителей 

Два раза в сутки  

меняются задания  
на температуру воды. 

Основное возмущение – 

температура окружаю-

щей среды 

4. Печь для отжига  
заготовок 

Нагрев до 600 °С ТЭНами. 

Время разогрева 1 ч 

Включается один раз  
в сутки.  

Частые возмущения 
при загрузке печи 

5. Печь газовая – – 

6. Электродвигатель  
постоянного тока 

Мощность 1 кВт Работает непрерывно, 

частные изменения  
нагрузки 
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Окончание табл. 1.1 

Объект управления 

Наименование Основные  
характеристики 

Примечания  
(особенности конструк-
ции, эксплуатации и т. д.)

7. Электродвигатель 
постоянного тока 

Мощность 2 кВт Включается периодиче-
ски на короткое время 

8. Электропривод  

с асинхронным  

двигателем 

Мощность 4 кВт Работает непрерывно, 

частные изменения  
нагрузки 

9. Электропривод  

с асинхронным  

двигателем 

Мощность 8 кВт Включается в случайное 
время. Различная нагрузка

 

Задание: 
1. Ознакомиться с объектом управления, ввести обозначения пе-

ременных (управление, фазовые координаты, выход), записать в об-

щем виде модель динамики. 

2. В словесной и математической форме записать первоначаль-
ный вариант задачи оптимального управления. 

3. Сформировать множество альтернативных стратегий реализа-
ции оптимального управления (ОУ) и привести для них структурные 
схемы систем оптимального управления (СОУ). 

4. С помощью одного из методов принятия проектных решений 

обосновать и предложить наиболее целесообразный для заданного 
объекта вариант структуры (и стратегии) разрабатываемой энергосбе-
регающей системы управления. 

5. Сделать выводы по работе. 

Порядок выполнения лабораторной работы 

1. Дать описание исследуемого объекта, при этом должны быть 
указаны сведения, необходимые для математической постановки за-
дачи оптимального управления (ЗОУ). 

2. Сформулировать задачу оптимального управления. Следует 
четко выделить, что задается, что требуется определить и при каких 
ограничениях. 

3. Сформировать множество альтернативных стратегий реализа-
ции ОУ и соответственно структурных схем системы оптимального 
управления. 

4. Математически сформулировать задачу определения опти-

мального варианта структуры СОУ и выбрать метод ее решения. 
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5. Предложить стратегию реализации ОУ и структуру системы 

управления. 
6. Дать краткое описание предлагаемой СОУ, сделать рекомен-

дации по ее техническому обеспечению. 

7. Оформить отчет по работе. 

Содержание отчета 
В отчете по работе необходимо отразить: 
1) название и цель лабораторной работы; 

2) описание объекта управления, особое внимание обратить на 
режимы работы, фазовые координаты (переменные состояния), вход-

ные переменные, ограничения на изменения переменных; 
3) постановку задачи оптимального управления (словесную и ма-

тематическую); 

4) постановку задачи выбора оптимального варианта стратегии 

управления и структуры СОУ; 

5) описание метода решения задачи выбора оптимального вари-

анта структуры СОУ; порядок решения задачи; 

6) множество альтернативных вариантов структур СОУ, их крат-
кую характеристику и результаты решения задачи выбора оптимального 
варианта; 

7) описание полученной структурной схемы СОУ. Рекоменда-
ции по применению технических средств. 

Методические рекомендации 

Правильная постановка ЗОУ и выбор оптимальной структуры 

разрабатываемой СОУ во многом определяют успех проектирования 
энергосберегающих систем управления. 

В общем случае постановка ЗОУ должна содержать сведения  
о модели М объекта, минимизируемом функционале F, стратегии S 

реализации ОУ и ограничениях (условиях) О.  

Например, задача оптимального управления объектом, динамика 
которого описывается линейным дифференциальным уравнением 

второго порядка, управление скалярное, минимизируются затраты 

энергии, используется программная стратегия, концы траектории из-
менения фазовых координат закреплены и временной интервал фик-
сирован. Математически может быть записана следующим образом: 
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где z – вектор фазовых координат; u, uн, uв – управление и его гранич-
ные значения; А, В – матрицы параметров объекта; t0, tк – начало и ко-
нец временного интервала управления; о

iz , к
iz , i = 1, 2 – начальное  

и конечное значение компоненты вектора фазовых координат z. 

Для тепловых объектов обычно z1, z2 означают температуру на-
греваемого тела и скорость ее изменения, для электроприводов в ка-
честве z1 может рассматриваться угловая скорость вращения вала 
двигателя. 

Если в ЗОУ минимизируется расход топлива или время (задача 
максимального быстродействия), то вместо (1.2) записывается соот-
ветственно функционал 

 min)(
к

0

т →= ∫
t

t

dttuI   (1.6) 

или 

 min
к

0

б →= ∫
t

t

dtI .  (1.7) 

В случае использования позиционной стратегии, т. е. при расче-
те управления )(* tu  учитывается текущее значение z(t) и «остаточ-
ное» время tt −к , вместо программы (1.3) определяется синтезирую-

щая функция 



 9

 )),(()( к
* tttzstu −= .  (1.8) 

Дополнительно к ограничениям (1.4) и (1.5) могут накладывать-
ся ограничения на скорость изменения управляющего воздействия, 
компонентов фазовых координат и др. 

Задаваемые исходные данные ЗОУ (1.1)–(1.5) могут быть пред-

ставлены массивом реквизитов 

 ),,,,,,,,,,( к0
к
2

к
1

o
2

o
1вн21 ttzzzzuubaaR = .  (1.9) 

Таким образом, управляющее устройство (УУ) применительно  
к задаче (1.1)–(1.5) должно по данным (1.9) рассчитать оптимальную 

программу (1.3), т. е. определить вид функции ОУ )(* tu  и ее парамет-
ры, которая обеспечит минимум функционала (1.2) при выполнении 

условий и ограничений (1.1), (1.4) и (1.5). 

Если на временном интервале ],[ к0 tt  происходит изменение 
компонентов массива (1.9), то считается, что изменилось состояние 
функционирования системы, характеризуемое переменной h. Наибо-
лее часто смена состояния функционирования h связана с изменением 

параметров модели объекта ia , b, компоненты к
1z  и времени кt . Зна-

чение массива (1.9) в состоянии h обозначается Rh. 

С учетом изменения состояний функционирования возможны 

следующие стратегии: 

1. Программная некорректируемая стратегия пр.нкS , когда в па-
мять управляющего устройства (УУ) записывается оптимальная про-
грамма )0(*u , рассчитанная для одного или нескольких наиболее ве-
роятных состояний функционирования. Это наиболее простые 
энергосберегающие системы оптимального управления (ЭСУ)  

(рис. 1.1, а), для реализации программы поступает только сигнал  
о начальном моменте времени t0. 

В более сложном случае при введении массива реквизитов Rh  

в УУ рассчитывается программа )0(*u  (рис. 1.1, б), которая реализу-
ется на интервале ],[ к0 tt  независимо от того, какие изменения со-
стояния h происходят. 
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а) б) 
Рис. 1.1. Схемы ЭСУ при Sпр.нк:  

а – оптимальная программа управления записана в ПЗУ;  

б – рассчитывается УУ 

2. Программная корректируемая стратегия пр.кS , в данном слу-

чае при изменении состояния функционирования h в момент th про-

исходит пересчет оптимальной программы для оставшегося време-
ни ],[ кtth . Здесь УУ должно идентифицировать состояние h 

(устройство ИУh) в каждый момент времени (рис. 1.2). 

3. Программная комбинированная стратегия пр.кмS  представляет 
собой промежуточный вариант между некорректируемой и корректи-

руемой программными стратегиями. Программа здесь не корректиру-
ется до тех пор, пока состояние функционирования принадлежит не-
которому подмножеству допустимых состояний Н1. Если 1Hh∉ ,  

то производится коррекция программы на основе текущих исходных 
данных. Структура ЭСУ аналогична приведенной на рис. 1.2. 

 

Рис. 1.2. ЭСУ со стратегией пр.кS  

4. Позиционная некорректируемая стратегия пз.нкS  при данной 

стратегии УУ реализует алгоритм вычисления ОУ )(* tu  в каждый 

дискретный момент времени t в зависимости от текущего значения 
z(t) и остаточного времени tt −=τ к  согласно заранее полученной 

синтезирующей функции s для одного состояния функционирования h 

(рис. 1.3, а). 
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Для определения z(t) по значениям )(ty  и )(* tu  УУ дополни-

тельно выполняет функции идентифицирующего устройства (ИУz),  

т. е. оценки вектора фазовых координат z. 

В более сложном варианте (рис. 1.3, б) УУ само определяет син-

тезирующую функцию по введенным исходным данным Rh до момен-

та времени t0. В последующем на интервале ],[ к0 tt  синтезирующая 
функция сохраняется без изменения. 

 

а) б) 

Рис. 1.3. ЭСУ со стратегией пз.нкS :  

а – алгоритм УУ задается в виде синтезирующей функции; 

б – синтезирующая функция определятся массивом Rh 

5. Позиционная корректируемая стратегия пр.кS  предполагает 
определение управляющим устройством новой синтезирующей функ-
ции при каждом изменении h, в том числе и на временном интервале 

],[ к0 tt . Схема ЭСУ с кпрS  приведена на рис. 1.4. УУ здесь выполняет 
функции: идентификации (ИУz), идентификации (ИУh), определения 
синтезирующей функции Sh, расчета )(* tu . 

6. Позиционная комбинированная стратегия пз.кмS  аналогична 
стратегии пр.кмS , когда синтезирующая функция сохраняется, пока 
переменная h принадлежит некоторому подмножеству состояний 

функционирования Н1. Структура СОУ в этом случае аналогична 
приведенной на рис. 1.4. 

 

Рис. 1.4. ЭСУ со стратегией пз.кмS  
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Рассмотренные ЭСУ с программной стратегией (рис. 1.1 и 1.2) 

являются разомкнутыми (по выходной переменной y), а ЭСУ, исполь-
зующие позиционную стратегию (рис. 1.3 и 1.4) – замкнутыми, их 
обычно называют оптимальными регуляторами. 

Наряду с рассмотренными схемами ЭСУ могут использоваться 
схемы, в которых УУ с пз.нмS  или пр.кS  применяется совместно  
с обычным автоматическим регулятором (АР) (рис. 1.5). 

 

а) 

 

б) 

Рис. 1.5. Схемы ЭСУ, использующие автоматический регулятор: 
а – УУ реализует стратегию пз.нкS ;  

б – УУ реализует стратегию пр.кS  

Таким образом, множество перечисленных стратегий реализа-
ции энергосберегающего ОУ и соответствующих схем ЭСУ можно 
записать в виде 
 },,,,,,{ пр.кпр.кпз.кпз.нкпр.кпр.нк АРSАРSSSSSS += .  (1.10) 

Выбор стратегии управления во многом определяется возмож-

ностью контроля за изменением фазовых координат, идентификации 

состояний функционирования, статистическими свойствами системы. 

Задача выбора стратегии формулируется с учетом экономических, 
конструктивных, точностных и других факторов, в ряде случаев ис-
пользуются методы экспертных оценок, многокритериальной оптими-

зации и др. 
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Лабораторная работа № 2 

Идентификация модели динамики  

объекта управления 

Цель работы: получить знания и навыки разработки математи-

ческих моделей объектов, позволяющих оперативно решать задачи 

оптимального управления. 
Исходные данные для выполнения работы получаются в ходе 

проведения экспериментов на лабораторных или полупромышленных 
установках, снабженных средствами удаленного доступа. Варианты 

заданий берутся из табл. 1.1. 

Задание: 
1. Ознакомиться с объектом управления и видами моделей ди-

намических режимов, используемых для разработки алгоритмическо-
го обеспечения систем оптимального управления (СОУ). 

2. Получить экспериментальные данные и решить задачу иден-

тификации модели динамики объекта управления. Оценить погреш-

ности модели. 

3. Представить модель динамики в видах, необходимых для ре-
шения задач оптимального управления. 

Лабораторная работа выполняется с использованием физиче-
ских моделей тепловых объектов и электроприводов. Полученные 
экспериментальные данные обрабатываются с применением про-
грамм Excel, MathCAD. 

Порядок выполнения лабораторной работы 

1. На основе рассмотрения объекта управления, моделей дина-
мики аналогичных объектов, используемых при решениях задач оп-

тимального управления (ЗОУ) сделать предположения, выдвинуть ги-

потезы о структуре модели объекта, т. е. указать число возможных 
стадий (зон) развития динамики при пуске объекта, виды дифферен-

циальных уравнений на каждой стадии. 

Сформулировать требования к точности модели. 

2. Составить план проведения эксперимента с целью получения 
данных для идентификации модели динамики объекта управления.  
В плане указать диапазон изменения выходной переменной Y (для тепло-
вого объекта Y – температура, для электродвигателя Y – скорость враще-
ния), траекторию изменения входа (управления) ]),[),(()0( 0 кttttuu ∈= , 
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временной шаг dt регистрации )(tY  и )(tu , количество проводимых 
опытов. 

3. Провести эксперимент с регистрацией данных в компьютере. 
4. Представить опытные данные в графическом виде. По зави-

симостям )(tY , соответствующим участкам с const)( =tu , уточнить 
структуру модели объекта (см. п. 1). Возможно рассмотрение не-
скольких альтернативных моделей. 

5. С помощью программы MathCAD обработать эксперимен-

тальные данные и получить модель динамики объекта, удовлетво-
ряющую требованиям точности и пригодную для решения ЗОУ. 

6. Оформить отчет по работе. 

Содержание отчета 
В отчете по работе необходимо отразить: 
1) название и цель лабораторной работы; 

2) предполагаемую модель динамики объекта управления. Тре-
бования к модели; 

3) план проведения эксперимента; 
4) полученные экспериментальные данные в табличном и гра-

фическом виде; 
5) математический аппарат, используемый при решении задач 

идентификации; 

6) полученную модель динамики или 2–3 альтернативных вари-

анта модели; 

7) выводы об адекватности модели и возможности ее использо-
вания для оптимального управления объектом. 

Методические рекомендации 

К моделям динамики, используемым для анализа и синтеза оп-

тимального управления, предъявляются высокие требования по их 
адекватности в различных состояниях функционирования. Известные 
аналитические и статистические методы построения моделей не по-
зволяют добиться требуемой точности в различных состояниях функ-
ционирования. 

Модель динамики на множестве состояний функционирова-
ния (МСФ), может быть записана в виде: 

 Hhtuzfz hh ∈γ= ),,,,(
o

, (2.1) 
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где z – n-вектор фазовых координат; u – m-вектор управления; t – вре-
мя; h – переменная состояния функционирования; Н – множество зна-
чений h; hγ  – массив параметров модели в состоянии h; 

nmn
h RRRRf →⋅⋅: . 

К модели (2.1) предъявляются следующие требования: 1) при-

годность для решения задач оптимального управления в реальном 

времени, фазовые координаты z должны соответствовать непосредст-
венной цели управления; 2) возможность «быстрой» идентификации 

модели в задачах совмещенного синтеза ОУ; 3) высокая точность. 
Задача синтеза ОУ на множестве состояний функционирования 

(МСФ) математически может быть сформулирована следующим об-
разом. Для задаваемых модели (2.1), ограничений на управление  
и траекторию изменения фазовых координат 

Hh∈∀  и hh Ututtt грк0 )(:],[ ∈∈∀ , )0(]),[),(()0( к0 hh Zttttzz ∈∈= (2.2) 

минимизируемого функционала Jh необходимо за допустимое время 
определить функцию ОУ )(* tu . Здесь hU гр  – граничная область для u; 

)0(hZ  – ограничения на траекторию )0(z ; htt к0 ,  – начало и конец 

временного интервала управления. 
В задаче совмещенного синтеза ОУ модель (2.1) неизвестна и ее 

необходимо идентифицировать за допустимое время. 
Основные трудности при идентификации модели (2.1) обусловле-

ны нелинейностью и нестационарностью объекта, наличием ошибок из-
мерения и невозможностью получить всю необходимую информацию. В 

основе разрабатываемых алгоритмов идентификации лежат следующие 
предположения: 1) структура модели должна отражать реальные физиче-
ские и другие процессы, протекающие в объекте управления; 2) данные 
процессы описываются известными зависимостями, например, балансно-
кинетическими уравнениями тепломассопереноса и т. п.; 3) в ходе на-
правленного изменения вектора z процессы протекают с разной ин-

тенсивностью, это позволяет выделить зоны или состояния функцио-
нирования, в которых отдельными процессами можно пренебречь, 
подобное разбиение на зоны назовем динамической декомпозицией; 

4) границы зон можно определить по характерным точкам (экстрему-
мы, нули) траекторий )0(iz  фазовых координат и их производных;  
5) между фазовыми координатами составных частей системы сущест-
вуют уравнения связи, позволяющие понижать размерность вектора z. 
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На основе высказанных предположений структура модели (2.1) 
может быть представлена в виде обыкновенных дифференциальных 
уравнений с переключаемой правой частью [5]: 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+
=

,),(),()(),(

;),(),()(),( 111

kkk hhtuuzBtzuzA

hhtuuzBtzuzA

z KKKKKKKKKKKKKK
o

 (2.3) 

где Аj, Bj – матрицы параметров, которые в общем случае зависят от z, u. 
Модель в форме (2.3) будем называть общей, а отдельные пра-

вые части для различных состояний функционирования – частными. 
Получение модели (2.3) выполняется в два этапа. На первом 

разрабатывается ее структура на основе рассмотрения протекающих  
в объекте процессов, определяется число зон и виды частных моде-
лей. На втором этапе оцениваются параметры, границы зон частных 
моделей, проверяется адекватность. 

В качестве примера рассмотрим идентификацию модели тепло-
вого объекта. Большой класс тепловых объектов можно схематично 
представить: а) из управляемого источника тепла (нагревателя);  
б) нагреваемого тела; в) оболочки (корпуса), отделяющей тело от ок-
ружающей среды. 

Для получения модели принимаются следующие допущения:  
а) температуры частей объекта, Т1, T2, T3 равны их средним по объе-
мам значениям; б) для нагревателя и стенки корпуса используются 
усредненные по объемам плотности ( ,1ρ  3ρ ) и удельные теплоемко-
сти (c1, с3); в) температура внутренней поверхности корпуса равна 
температуре нагреваемого тела; г) между частями объекта и внешней 
средой имеет место конвективный теплообмен. 

При этих допущениях число фазовых координат модели равно 
четырем Т1, T2, T3, Т4 (Т4 – температура среды). В предположении, что 
нагревается жидкость, можно записать балансно-кинетическую мо-
дель в виде уравнений 
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где V1, V2, V3 – объемы нагревателя, жидкости и корпуса; F1 – наруж-

ная поверхность нагревателя; 3F , 3F ′  – внутренняя и наружные по-
верхности корпуса; 1α , 3α , 3α′  – коэффициенты теплоотдачи нагрева-
теля и стенок корпуса (изнутри и снаружи); U, I – электрические 
напряжения и ток нагревателя. 

Используя динамическую декомпозицию, введем следующие 
состояния функционирования (зоны). Состояние h1 характеризуется 
интенсивным повышением температуры нагревателя, изменения тем-

пературы корпуса незначительны, потери тепла в окружающую среду 
отсутствуют. В этом состоянии частная модель имеет вид: 
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1
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или 
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o
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o

, 21 Tz
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Δ
= ;  (2.6) 
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В состоянии h2 частная модель учитывает нагрев стенок корпу-
са, т. е. 

 )(21 tzz =
o

, )()()( )2(
2
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21
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o

;  (2.8) 
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Для последующих состояний функционирования учитываются 
потери тепла в окружающую среду, частные модели имеют вид, ана-
логичный (2.8). 

В результате общая модель для четырех состояний функциони-

рования имеет следующую структуру: 
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где jn
z1  – температуры «переключений» состояний функционирования. 
Верификация полученной структуры модели осуществляется по 

экспериментальным данным )(ˆ1 tz . Решением систем уравнений 
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получена модель )(21 tzz =
o

, )(121,0)(004,2)(437,0 212 tutztzz +−−=
o

,  

в достаточной степени отражающая процесс динамики. 

На втором этапе идентификации оцениваются параметры и гра-
ницы зон частных моделей. Оценка границ производится с использо-

ванием сигналов )(ˆ2 itz  и )(2 itz
o

. В результате получена общая модель 
)380)(( =tu . 

)(21 tzz =
o

 

   

[ )
[ )
[ )
[ )⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∈+−−
∈+−−
∈+−−
∈+−

=

,93,89),(154,0)(110,2)(621,0

;89,74),(245,0)(610,3)(878,0

;74,31),(341,0)()(562,4)(346,1

;31,12),(043,0)(356,0

121

121

121

12

2

ztutztz

ztutztz

ztutzttz

ztutz

z
o

   (2.14) 

которая удовлетворяет требованиям точности как по величине абсо-
лютной погрешности, так и по величине разрыва z2 в точках «пере-
ключения» зон. Оценка параметров предварительно производилась  
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с помощью соотношений (2.12) и (2.13), затем они уточнялись мини-

мизацией критерия 
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где jq , jp  – весовые коэффициенты; 1
~z , 2

~z  – значения ,1z  2z , рассчи-

танные по модели; n
jt  – моменты времени переключения зон. 

Полученная модель использована для создания математического 
обеспечения контроллера, управляющего процессом нагрева жидко-
сти с минимумом затрат энергии (оптимальное значение функционала 
на 10–15 % ниже энергозатрат при традиционном нагреве). 

С помощью разработанных алгоритмов идентификация модели 

нелинейного объекта содержит следующие этапы: 1) разработка 
структуры общей модели на основе рассмотрения физических про-
цессов при различных состояниях функционирования; 2) верифика-
ция структуры общей модели по экспериментальным данным;  

3) оценка границ зон или моментов переключения состояний функ-
ционирования; 4) оценка параметров и уточнение границы зоны для 
первой частной модели; 5) оценка параметров и уточнение границы 

зон второй частной модели; 6) коррекция параметров и границ зон ча-
стных моделей для двух состояний функционирования с использова-
нием критерия (2.15). Далее п. 5 и 6 повторяются до достижения ко-
нечного состояния функционирования. 
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Лабораторная работа № 3 

Анализ и синтез оптимального  

программного управления 

Цель работы: получить знания и навыки разработки системы 
оптимального управления с использованием ПЭВМ. Научиться ре-
шать задачи анализа и синтеза ОУ с пакетов прикладных программ 
Excel, MathCAD, Mathematica, STATISTICA. 

Исходными данными для выполнения настоящей работы явля-
ются результаты лабораторных работ № 1 и 2. 

Задание: 
1. Математически сформулировать задачу оптимального управ-

ления. 
2. Освоить работу с пакетами прикладных программ Mathe-

matica, STATISTICA. 
3. Выполнить анализ оптимального управления (определить ви-

ды функций ОУ, рассчитать их параметры, оценить эффект энерго-
сбережения). 

4. Синтезировать алгоритмическое обеспечение для СОУ, ис-
пользующей программную стратегию.  

Лабораторная работа выполняется с использованием информа-
ционных технологий, компонентами которых являются пакеты при-
кладных программ Excel, MathCAD, Mathematica, STATISTICA. 

Порядок выполнения лабораторной работы 

1. С использованием модели динамики, полученной в лаборатор-
ной работе № 2, записать математическую постановку задачи опти-
мального управления. Представить модель ЗОУ четверкой (M, F, S, O), 
здесь М – вид модели объекта управления; F – минимизируемый функ-
ционал; S – стратегия реализации ОУ; О – ограничения и условия. 

2. Записать массив R исходных данных ЗОУ: параметры модели 
объекта, границы изменения управления, начальное и конечное зна-
чения фазовых координат, временной интервал управления. 

3. С помощью прикладных программ STATISTICA выполнить 
анализ оптимального управления, т. е. определить возможные виды 
функций ОУ, рассчитать их параметры и процент снижения энергоза-
трат при оптимальном управлении. 

4. Разработать алгоритм функционирования ЭСУ, использую-
щей программную стратегию. 

5. Оформить отчет по работе. 
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Содержание отчета 
В отчете по работе отразить: 
1. Название и цель лабораторной работы. 

2. Математическую постановку задачи оптимального управле-
ния и модель ЗОУ в виде четверки (M, F, S, O). 

3. Исходные данные для численного решения ЗОУ в виде масси-

ва реквизитов 

 ),,,,,,,( к0
к0

вн ttzzuubaR = , 

где а, b – параметры модели объекта; ,нu вu  – границы для управле-
ния; ,0z кz  – начальное и конечное значение вектора координат;  
0t , кt  – границы временного интервала управления. 

4. Результаты анализа и синтеза ОУ. 

5. Алгоритм функционирования ЭСУ. 

6. Выводы по использованию программного управления. 

Методические рекомендации 

Будем предполагать, что модель динамики нелинейного объекта 
в диапазоне изменения вектора фазовых координат будем рассматри-

вать как многостадийную, т. е. представить дифференциальным урав-
нением с разрывной правой частью вида 
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где z, z1 – n-вектор фазовых координат и ведущая его компонента со-
ответственно; ,0z кz  – начальное и конечное значения вектора z;  

1
1

−njz , njz1  – границы j-й стадии или зоны; jA , jB , kj ;1=  – матрицы 

параметров; u – скалярное управление. 
Модель (3.1) широко используется для типовых объектов, где  

в качестве ведущей компоненты 1z  рассматривается температура. 
Объект с моделью (3.1) за фиксированный интервал времени 

],[ к0 tt  должен быть переведен из заданного начального состояния ,0z  

в конечное кz , т. е. 

 0
0 )( ztz = , к

к )( ztz = . (3.2) 



 22

На управление наложены ограничения 

 ,;1],,[)(:],[tt вн1 kjuutut jjnjnj =∈∈∀ −   (3.3) 

где )( nj
inj ztt =  – момент времени «переключения» с j-й стадии на  

(j + 1)-ю; ,нju juв  – нижняя и верхняя границы управления для j-й стадии. 

В точках «переключения» должно выполняться условие нераз-
рывности «ведущей» координаты z1, т. е. )0()0( 11 +=− njnj tztz , и ог-
раничения на разрыв остальных фазовых координат 

 1;1;;2,)0()0( −==Δ≤+−− kjnvztztz vnjvnjv . (3.4) 

Минимизируется энергетический функционал 
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t
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dttufI ,  (3.5) 

например, 

 ∫=
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t

dttuI . (3.6) 

Требуется найти оптимальную программу 

 ]);[),(...;];;[),(()( к
*

1
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*
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*
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* ttttuttttuu nkkn −∈∈=o ,  (3.7) 

т. е. определить виды функций )(*
)( tu j , рассчитать их параметры, мо-

менты переключения *
njt  и значения 

*nj
vz , при которых выполняются 

условия (ограничения) (3.1)–(3.4) и функционал (3.5) минимален.  

Массив исходных данных задачи (3.1)–(3.7) имеет вид 

 ...,,,,...,,,...,,,...,,( 10
вн1в1н11

n
ikkkk zzuuuuBBAAR =  

                      ).,,...,,,,..., к01
к1 ttdzdzzz ni

nk
i +

−   (3.8) 

Задачу расчета за допустимое время управления (3.7) по исход-

ным данным (3.8) будем называть задачей оперативного синтеза про-
граммного ОУ и сокращенно обозначать ЗОУПр. Важной особенно-
стью данной задачи является то, что наряду с определением видов  
и параметров функций )(*

)( tu j , 1;1 −= kj  рассчитываются оптималь-
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ные значения *
njt  и 

*nj
vz . Рассчитанную оптимальную программу )(* ou  

реализует управляющее устройство. 
Задачу (3.1)–(3.7) назовем общей задачей оптимального управ-

ления, а задачу для j-й стадии при исходных данных 

 ),,,,,,,( 1
1

1вн njnj
njnj

jjj ttzzuuBAR −
−=   (3.9) 

– частной ЗОУ. 

Метод решения ЗОУ (3.1)–(3.7), предусматривающий определение 
возможных видов функций ОУ на основе принципа максимума, расчет 
оптимальных моментов переключения и значений фазовых координат  
в точках стыковки зон методом динамического программирования,  
а расчет ОУ для частных задач при любых исходных данных (3.9) – ме-
тодом синтезирующих переменных, назовем комбинированным. 

В зависимости от характера задания конечного времени t в ЗОУ 

(3.1)–(3.7) возможны четыре случая: 1) время кt  фиксировано (ЗОУ ( кt )); 

2) время кt  не фиксировано (ЗОУ ( ∞<кt )); 3) время кt  ограничено 
сверху значением грt  (ЗОУ ( грt )); 4) время кt  задано интервалом 

],[ в
к

н
к tt  (ЗОУ ( в

к
н
к , tt )). 

Алгоритм решения ЗОУ кt  комбинированным методом включа-
ет следующие этапы: 

1. Определяются времена максимального быстродействия 
jtбΔ , kj ;1=  для частных ЗОУ. 

2. Проверяется выполнение условия существования решения 
ЗОУ в соответствии с утверждением 1. Если решение существует, вы-

числяется временной ресурс, который может быть распределен между 
стадиями, т. е. 
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Для ЗОУ ( ∞<кt ) назначается время грt  и она решается как 

ЗОУ грt . В зависимости от величины ресурса τ выбирается временной 

шаг τΔ  для распределения ресурса методом динамического програм-

мирования. 
3. С учетом решения задач быстродействия и заданных 0z , кz  

определяются ресурсы для изменения варьируемых параметров пере-
ключения nj

vz  и шаги vzΔ . 

4. Методом динамического программирования определяются 
значения *

njt , 
*nj

vz , 1;1 −= kj , }...,,2{ nv∈ . При этом на каждом шаге 
изменения параметров переключения решаются частные ЗОУ мето-
дом синтезирующих переменных. 

Наиболее трудоемкие вычислительные операции комбиниро-
ванного метода связаны с определением вида функций ОУ, расчетом 

ее параметров и значений функционалов. 
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