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§ 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

Переменная величина z  называется однозначной функцией 

двух переменных x , y  (аргументы), если каждой совокупности их 

значений ) ;( yx  из данной области соответствует единственное опре-
деленное значение z . Обозначается );( yxfz = . График изображен 

на рис. 1.  

x 

z 

y 

);( yxfz =

M

);( yxP

0 

 

Рис. 1 

Аналогично определяется и функция большего числа переменных. 
Под областью определения функции );( yxfz =  понимается 

совокупность точек );( yx  плоскости yx0 , в которых данная функция 

определена. 
Число А называется пределом функции );( yxfz =  при стрем-

лении точки );( yxP′  к точке );( baP , если для любого сколь угодно 

малого 0>ε  найдется такое 0>δ , что для всех точек, удовлетворяю-

щих неравенству δ<−+− 22 )()( byax , выполняется неравенство 

ε<−  |);(| Ayxf . При этом пишут Ayxf

by
ax

=
→
→

);(lim . 

Функция );( yxfz =  непрерывна в точке );( baP , если 

);();(lim bafyxf

by
ax

=
→
→

.  

Функция, непрерывная во всех точках некоторой области, не-
прерывна в этой области. 
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ЗАДАНИЯ 

1. Найти )1;2(f , если  

    
2

2);(
y

x
xyyxf += . 

2. Найти )1;0(f , если 

   
y

x
yxyxf

π
+=

cos
);( 3

. 

3. Найти 







yx

f
1

;
1

, если  

    
xy

yx
yxf

22

);(
+

= . 

4. Найти 





− y

x
f 2;

1
, если  

   
x

yx
yxf

22

);(
−

= . 

5. Найти )(xf , если  

    
y

yx

x

y
f

2

22 −
=








. 

6. Найти );( yxf , если  

   22);( yxyxyxf −=+− . 

7. Найти  и изобразить область
определения функции 

    221 yxz −−= . 

8. Найти  и изобразить область  
определения функции     

    )ln( 2 yxz += . 

9. Найти  и изобразить область
определения функции 

    22 11 yxz −+−= . 

10. Найти  и изобразить область
определения функции 

      )sin( 22 yxz += . 

11. Найти  предел функции 

      
x

xy

y
x

sin
lim

2
0

→
→

. 

12. Найти  предел функции 

      

x

y
x x

y






 +

→
∞→

1lim

3

. 

 

Дополнительные задания 

13. Найти и изобразить область 
определения функции 

       
yxyx

z
−

+
+

=
11

. 

14. Найти и изобразить область 
определения функции 

       yxz −= . 

15. Найти и изобразить область 
определения функции 
       xyz arcsin+= . 

16. Найти и изобразить область 
определения функции 

       
x

y
z arccos= . 

17. Найти область определения 
функции трех аргументов 

       zyxu ++= . 

18. Найти область определения 
функции трех аргументов 
       zyxu arcsinarcsinarcsin ++= . 

19. Найти пределы функции

       
22

22

0
0

39
lim

yx

yx

y
x +

−++

→
→

. 

20. Найти пределы функции 

       
( )

22

33

0
0

sin
lim

yx

yx

y
x +

+

→
→

. 
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§ 2. ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ 

Если в функции );( yxfz =  положить y  постоянной, то произ-
водная по переменной x  

 
x

yxfyxxf
z

x

z

x

f
yxf

x
xx ∆

−∆+
=′=

∂
∂

=
∂
∂

=′
→∆

);();(
lim);(

0
 

называется частной производной функции );( yxfz =  по перемен-

ной x .  
Аналогично определяется и обозначается частная производная 

по переменной y : 

 
y

yxfyyxf
z

y

z

y

f
yxf

y
yy ∆

−∆+
=′=

∂
∂

=
∂
∂

=′
→∆

);();(
lim);(

0
. 

Для нахождения частных производных используют обычные 
формулы дифференцирования. 

Пример 1. Найти частные производные функции  

 y

x

ez
sin

= . 

Решение 

 
y

y

x
e

yy

x
e

x

z

y

x

y

x cos
1

cos

sin

sin
⋅

=⋅⋅=
∂
∂

; 

 
2

sin

2

sin
cos

1
cos

y

y

x
xe

y
x

y

x
e

y

z

y

x

y

x ⋅
−=








−⋅⋅⋅=

∂
∂

. 

ЗАДАНИЯ 

1. Найти частные производные 
функции  

     xyyxz 234 −+= . 

2. Найти частные производные
функции  

      332 yyxyz −+= . 

3. Найти частные производные 
функции  

      
x

y
z

2
= . 

4. Найти частные производные
функции  

      22 yxz −= . 
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5. Найти частные производные 
функции 

      
x

y
z arcctg= . 

6. Найти частные производные 
функции  

      yxz = . 

7. Найти частные производные 
функции  

      xyz cos= . 

8. Найти частные производные 
функции  

      22sin yxz = . 

9. Вычислить )1;2(xf ′  и )1;2(yf ′  

      
y

xy
yxf

22

);(
+

= . 

10. Вычислить )1;2(xf ′  и )1;2(yf ′  

     
xy

yx
yxf

+
=);( . 

 

Дополнительные задания 

11. Найти частные производные 
функции 

        ( )y
xyz += 1 . 

12. Найти частные производные 
функции 

        xyz arctg= . 

13. Найти частные производные 
функции 

        ( )z
xyu = . 

14. Найти частные производные 
функции 

        xzyu = . 

15. Найти частные производные 
функции 

        ( )zyxu −= arctg . 

16. Найти частные производные 
функции 

        ( )xy
zu sin= . 

17. Проверить, удовлетворяет ли 

указанному уравнению данная 

функция 
 

2=
∂
∂

+
∂
∂

y

z
y

x

z
x ; ( )22ln yxyxz ++= .

18. Проверить, удовлетворяет ли 

указанному уравнению данная 

функция 

zxy
y

z
y

y

z
x +=

∂
∂

+
∂
∂

; x

y

xexyz += . 
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§ 3. ПОЛНОЕ ПРИРАЩЕНИЕ  
И ПОЛНЫЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ 

Полным приращением функции );( yxfz =  называется раз-
ность  

 );();();( yxfyyxxfyxfz −∆+∆+=∆=∆ . 

Полное приращение выражается через частные производные 

 yxy
y

yxf
x

x

yxf
z ∆γ+∆γ+∆

∂
∂

+∆
∂

∂
=∆ 21

);();(
, 

где 1γ  и 2γ  – бесконечно малые стремящиеся к нулю при x∆  и y∆ , 

стремящихся к нулю. 

Полным дифференциалом функции );( yxfz =  называется 

главная часть полного приращения функции линейная относительно 

приращений аргументов x∆  и y∆ .  

Дифференциалы независимых переменных совпадают с их при-

ращениями, т. е. ., ydyxdx ∆=∆=  

Полный дифференциал функции ( )yxfz ;=  вычисляется по 

формуле: 

 dy
y

z
dx

x

z
dz

∂
∂

+
∂
∂

= . 

Пример 1. Для функции xyxyxf += 2);(  найти полное прира-
щение и полный дифференциал. 

Решение    
По определению 

 );();( yxfyyxxfz −∆+∆+=∆ , 

 
).()2(

2))(()();(

22

222

yxxyxxyxxyxyxxyyxxy

xxxxyyxxxxyyxxf

∆∆+∆+∆+∆+++=∆∆+∆+∆++

+∆+∆+=∆+∆++∆+=∆+∆+
 

Так как xyxyxf += 2);( , то 

 )()2( 2 yxxyxxyxz ∆⋅∆+∆+∆+∆+=∆  – полное приращение. 
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Тогда полный дифференциал xdydxyxdz ++= )2( , где 
ydyxdx ∆=∆= , . 

Пример 2. Найти полный дифференциал функции 22 yxz += . 

Решение 

 dy
y

z
dx

x

z
dz

∂
∂

+
∂
∂

= . 

 x
x

z
2=

∂
∂

;    y
y

z
2=

∂
∂

;    ( )ydyxdxydyxdxdz +=+= 222 . 

При достаточно малых x∆  и y∆  для дифференцируемой функ-

ции ( )yxfz ;=  имеет место приближенное равенство dzz ≈∆ . 

Тогда для приближенных вычислений используется равенство 

( ) ( )
);(

;;
yxP

dzyxzyyxxz +≈∆+∆+ . 

ЗАДАНИЯ 

1. Найти полное приращение и    

полный дифференциал функции 

yxz 2= . Вычислить их в точ-

ке )2;1(P , положив 

1,0=∆x ,  2,0=∆y . 

2. Найти полное приращение и  

полный дифференциал функции 

xyz 2= . Вычислить их в точ-

ке )1;1(P , положив  

1,0=∆x , 2,0=∆y . 

3. Найти полный дифференциал 

функции 

      22 −+= xyxz . 

4. Найти полный дифференциал 

функции 

      xyxz 324 −+= . 

5. Найти полный дифференциал 

функции 

      yyxz = . 

6. Найти полный дифференциал 

функции 

      )ln( 22 yxz += . 

7. Найти полный дифференциал 

функции 

      xyzu = . 

8. Найти полный дифференциал 

функции 

      222 zyxu ++= . 

9. Вычислить приближенно:    

      23 )97,0()02,1( ⋅ . 

10. Вычислить приближенно: 

      24 )01,2()01,1( ⋅ . 
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Дополнительные задания 

11. Найти полный дифференциал 
функции 

      
xy

yx
z

−
+

=
1

arctg . 

12. Найти полный дифференциал 
функции 

      
22

22

yx

yx
z

−
+

= . 

13. Найти полный дифференциал 
функции 

      ( )22ln yxxz ++= . 

14. Найти полный дифференциал 
функции 

      
yx

x
z

+
= sin . 

15. Вычислить приближенно: 

                      02,204,1 . 

16. Вычислить приближенно: 

      ( )198,003,1ln 43 −+ . 
 

§ 4. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ  
СЛОЖНЫХ ФУНКЦИЙ 

1. Случай одной независимой переменной 
Пусть );( yxfz =  есть дифференцируемая функция двух аргу-

ментов x  и y , которые, в свою очередь, являются дифференцируе-
мыми функциями одной независимой переменной :t  

( ) ( )tytx ψ=ϕ= ; . Тогда производная сложной функции 

( ) ( )( )ttfz ψϕ= ;  вычисляется по формуле  

 
dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz
⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

= .  (1) 

В частности, если t  совпадает с одним из аргументов, напри-
мер x , то «полная» производная функции z  по x  будет  

 
dx

dy

y

z

x

z

dx

dz
⋅

∂
∂

+
∂
∂

= .  (2) 

2. Случай нескольких независимых переменных 
Пусть );( yxfz = , где );( vux ϕ= , );( vuy ψ= . Тогда частные про-

изводные функции z  по u  и v  выражаются формулами: 

 
u

y

y

z

u

x

x

z

u

z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

; 

 .
v

y

y

z

v

x

x

z

v

z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

  (3) 
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Пример 1. Найти 
u

z

∂
∂

, 
v

z

∂
∂

 если 32 yxz = ,   uvx = ,   
v

u
y = . 

Решение 
Применим формулы (3): 

 

;
1

3
21

)(32

1
32

4
42

2
3

223

v
u

v

u

vv

u
uvv

v

u
uv

v
yxvxy

u

y

y

z

u

x

x

z

u

z

⋅+=⋅





+






=

=+=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 

 

.
32

)(32

32

2

5

2

5

2

2
2

3

2

223

v

u

v

u

v

u

v

u
uvu

v

u
uv

v

u
yxuxy

v

y

y

z

v

x

x

z

v

z

−=





−⋅






+






=

=





−+=

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 

ЗАДАНИЯ 

1. Найти 
u

z

∂
∂

, 
v

z

∂
∂

, если 

    
y

x
z = ,  vux sin= ,  vuy cos= . 

2. Найти 
u

z

∂
∂

, 
v

z

∂
∂

, если 

    22 yxz += ,    

    vux sin= ,  vuy cos= . 

3. Найти 
dt

dz
, если 

    
x

y
z = ,  tex = ,  ty ln= . 

4. Найти 
dt

dz
, если 

    3xyz = ,  tx sin= ,  ty cos= . 

5. Найти 
dt

du
, если 

    xyzu = ,  12 += tx , 

    ty ln= ,  tz sin= . 

6. Найти 
dt

du
, если 

    yzxu 2= ,  tx cos= , 

    ty sin= ,  tez = . 

7. Найти 
x

u

∂
∂

, 
y

u

∂
∂

, 
z

u

∂
∂

, если 

    2αβ=u , zyx sincossin ++=α , 

    xyz=β . 

8. Найти 
x

u

∂
∂

, 
y

u

∂
∂

, 
z

u

∂
∂

, если 

    β= α lneu , 222 zyx ++=α , 

    xyz=β . 

9. Найти 
x

u

∂
∂

, 
y

u

∂
∂

, если 

      γβα= 32u ,  yex=α , 

     xe y=β ,  xy ln=γ . 

10. Найти 
x

u

∂
∂

, 
y

u

∂
∂

, если 

      γβα= sincossinu ,  xy=α , 

       xyz=β ,  33 yx=γ . 
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Дополнительные задания 

11. Найти 
x

z

∂
∂ и 

dx

dz
, если 

      ( ) xeyxyz == ,arctg . 

12. Найти 
x

z

∂
∂ и 

dx

dz
, если 

      2,arctg xy
x

y
z == . 

13. Найти 
x

z

∂
∂ и 

dx

dz
, если 

      xyxz y sin, == . 

14. Найти 
x

z

∂
∂ и 

dx

dz
, если 

      xyyz x cos, == . 

15. Показать, что функция 

      ( )22 yxyz −ϕ⋅=   

удовлетворяет уравнению 

     
2

11

y

z

y

z

yx

z

x
=

∂
∂

+
∂
∂
⋅ . 

16. Показать, что функция 

      





ϕ⋅+=

x

y
xxyz   

удовлетворяет уравнению 

    zxy
y

z
y

x

z
x +=

∂
∂

+
∂
∂

. 

§ 5. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ  
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

Частными производными второго порядка функции 

);( yxfz =  называются частные производные от ее частных произ-
водных первого порядка и обозначаются: 

 
2

2

);(
x

z

x

z

xx

f

x
yxf xx ∂

∂
=







∂
∂

∂
∂

=






∂
∂

∂
∂

=′′ ; 

 
yx

z

x

z

yx

f

y
yxf xy ∂∂

∂
=







∂
∂

∂
∂

=






∂
∂

∂
∂

=′′
2

);( ; 

 
xy

z

y

z

xy

f

x
yxf yx ∂∂

∂
=








∂
∂

∂
∂

=







∂
∂

∂
∂

=′′
2

);( ; 

 
2

2

);(
y

z

y

z

yy

f

y
yxf yy ∂

∂
=








∂
∂

∂
∂

=







∂
∂

∂
∂

=′′ . 

Частные производные, взятые по различным переменным, назы-

ваются смешанными. Они равны между собой, т. е. 
xy

z

yx

z

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22

. 
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Пример 1. Найти частные производные второго порядка 
от функции 32 yxz = . 

Решение 
Найдем производные первого порядка: 

 32xy
x

z
=

∂
∂

;    2222 33 yxyx
y

z
⋅==

∂
∂

. 

Дифференцируем вторично: 

 33

2

2

2)2( yxy
xx

z

xx

z
=

∂
∂

=






∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

; 

 23
2

6)2( xyxy
yx

z

yyx

z
=

∂
∂

=






∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
; 

 222
2

6)3( xyyx
xy

z

xxy

z
=

∂
∂

=







∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
; 

 yxyx
yy

z

yy

z 222

2

2

6)3( =
∂
∂

=







∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

. 

Очевидно, что 
xy

z

yx

z

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22

. 

Дифференциалом второго порядка функции );( yxfz =  называ-
ется дифференциал от дифференциала первого порядка этой функции:  

 zddzd 2)( = .  

Аналогично определяются дифференциалы функции z  порядка 
выше второго: 

 )( 1zddzd nn −= . 

Дифференциал второго порядка вычисляется по формуле 

 2

2

22
2

2

2
2 2 dy

y

z
dxdy

yx

z
dx

x

z
zd

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

= .  (1) 

Удобно пользоваться символической формулой 

 z
y

dy
x

dxzd

n

n









∂
∂

+
∂
∂

= . 
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Пример 2. Найти полные дифференциалы 1-го и 2-го порядков 

функции 22 2 yxyxz −+= . 

Решение 

 yx
y

z
yx

x

z
22;22 −=

∂
∂

+=
∂
∂

. 

Так как  

 dy
y

z
dx

x

z
dz

∂
∂

+
∂
∂

= , 

получим  

 dyyxdxyxdz )22()22( −++= . 

Для нахождения дифференциала 2-го порядка применим форму-

лу (1): 

 .2;2;2
2

22

2

2

−=
∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂
∂

y

z

yx

z

x

z
 

Тогда 222 242 dydxdydxzd −+= . 

ЗАДАНИЯ 

1. Найти 
2

2

x

z

∂
∂

, 
yx

z

∂∂
∂2

, 
2

2

y

z

∂
∂

, если 

    yxyxz 2232 −+= . 

2. Найти 
2

2

x

z

∂
∂

, 
yx

z

∂∂
∂2

, 
2

2

y

z

∂
∂

, если 

    
x

y
yxz += 23 . 

3. Найти 
2

2

x

z

∂
∂

, 
yx

z

∂∂
∂2

, 
2

2

y

z

∂
∂

, если 

    )ln( 2 yxz −= . 

4. Найти 
2

2

x

z

∂
∂

, 
yx

z

∂∂
∂2

, 
2

2

y

z

∂
∂

, если 

    )cos(xyz = . 

5. Вычислить )2;1(xyf ′′ , если 

    32 yxz = . 

6. Вычислить )2;1(xyf ′′ , если 

    yxz = . 

7. Найти zd 2 , если 

    xyez = . 

8. Найти zd 2 , если 

    )sin(xyz = . 

9. Найти )2;1(df  и )2;1(2 fd , если 

.ln10ln4);( 22 yxyxyxyxf −−++=
 

10. Найти )2;1(df  и )2;1(2 fd , ес-
ли  yxyxyxf lnln3);( 22 +−−= . 
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Дополнительные задания 

11. Найти =
∂∂

∂
yx

z2

xy

z

∂∂
∂2

, если 

     ( )yxyez x sincos += . 

12. Найти =
∂∂

∂
yx

z2

xy

z

∂∂
∂2

, если 

     ( )22ln yxxz ++= . 

13. Найти 
yx

z

∂∂
∂

2

3

, если 

     xyz ln= . 

14. Найти 
yx

z

∂∂
∂

2

3

, если 

     22 yxyz += . 

15. Найти 
yx

z

∂∂
∂

2

3

, если 

     ( )22ln yxz += . 

16. Найти 
yx

z

∂∂
∂

2

3

, если 

     
2xyez = . 

17. Найти 0
2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y

z

x

z
, если 

     xyz ln= . 

18. Найти 

0

2
2

2

2

2

2

=







∂∂

∂
−

∂
∂
⋅

∂
∂

yx

z

y

z

x

z
, если  

xyz ln= . 

§ 6. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ  
НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ 

Если функциональная зависимость y  от переменной x  задана 

в виде неявной функции 0);( =yxF , то первую производную 
dx

dy
 на-

ходим, дифференцируя уравнение 0);( =yxF  по переменной x , счи-

тая y  функцией от x : 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

dx

dy

y

F

dx

dx

x

F
.  

Отсюда получаем формулу 

 
);(

);(

yxF

yxF

y
F
x
F

dx

dy

y

x

′
′

−=

∂
∂
∂
∂

−= .  (1) 
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Пример 1. Найти 
dx

dy
 и 

2

2

dx

yd
, если 01)(3)( 22322 =++−+ yxyx . 

Решение 
Обозначим левую часть данного уравнения через ( )yxF ; , т. е.  

 ( )yxF ; = 1)(3)( 22322 ++−+ yxyx . 

Находим частные производные: 

 ( ) xyxxxxyxyxFx 66232)(3);(
222222 −+=⋅−+=′ ; 

 ( ) yyxyyyyxyxFy 66232)(3);(
222222 −+=⋅−+=′ . 

Применив формулу (1), получим: 

 
y

x

yyxy

xyxx

dx

dy
y −=

−+
−+

−==′
6)(6

6)(6
222

222

. 

Чтобы найти вторую производную, продифференцируем по x  

найденную первую производную, учитывая, что y  есть функция от x : 

 =







−=






=

y

x

dx

d

dx

dy

dx

d

dx

yd
2

2

 

3

22

22 y

yx

y

x
y

x
y

y

xyy +
−=









−−

−=
′−

−= . 

Аналогично, если функциональная зависимость переменной z  

от двух независимых переменных x  и y  задана неявно, в виде функ-

ции 0);;( =zyxF , то частные производные 
x

z

∂
∂

 и 
y

z

∂
∂

 находим, диффе-

ренцируя уравнение 0);;( =zyxF  по переменным x  и y , считая пере-
менную z  функцией, зависящей от переменных x  и y . 

Таким образом, частные производные этой неявно заданной 
функции могут быть найдены по формулам: 

 
);;(

);;(

zyxF

zyxF

x

z

z

x

′
′

−=
∂
∂

,  (2) 

 
);;(

);;(

zyxF

zyxF

y

z

z

y

′

′
−=

∂
∂

.  (3) 
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Пример 2. Найти 
x

z

∂
∂

 и 
y

z

∂
∂

, если 0222 =−+− yzzyx . 

Решение 
Введем ( )zyxF ;; = yzzyx −+− 222 . 

Находим частные производные: 
 yzFzyFxF zyx −=′−−=′=′ 2;2;2 . 

Применив формулы (2) и (3), получим: 

 
yz

zy

yz

zy

y

z

zy

x

yz

x

x

z

−
+

=
−
−−

−=
∂
∂

−
=

−
−=

∂
∂

2

2

2

2
;

2

2

2

2
. 

ЗАДАНИЯ 

1. Найти 
dx

dy
, если 

    xyy −= 4 . 

2. Найти 
dx

dy
, если 

    yxy ln−= . 

3. Функция z  переменных x  и y  

задана уравнением 

      03333 =−+− xyzzyx . 

       Найти 
x

z

∂
∂

 и 
y

z

∂
∂

. 

4. Функция z  переменных x  и y  

задана уравнением 

      0222 =−+− xyzyx . 

      Найти 
x

z

∂
∂

 и 
y

z

∂
∂

. 

5. Функция z  переменных x  и y  

задана уравнением 

      1coscoscos =++ xzzyyx . 

       Найти 
x

z

∂
∂

 и 
y

z

∂
∂

. 

6. Функция z  переменных x  и y  

задана уравнением 

    1sinsinsin =++ xzzyyx . 

     Найти 
x

z

∂
∂

 и 
y

z

∂
∂

. 

 

Дополнительные задания 

7. Найти производную функции, 

заданной неявно: 

0
2 22 =−−+ yx
y

x . 

8. Найти производную функции, 

заданной неявно: 

0522 =++ yyx . 

9. Найти производную функции, 

заданной неявно: 

     
y

x
exy arctg= . 

10. Найти производную функции, 

заданной неявно: 

       
x

y

x

y
=tgln . 
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§ 7. ПРОИЗВОДНАЯ ПО НАПРАВЛЕНИЮ  
И ГРАДИЕНТ ФУНКЦИИ 

Производной функции );( yxfz =  в точке P  в направлении 

1PPl =  называется 

 
1

1

0

)()(
lim

1 PP

PfPf

l

z

PP

−
=

∂
∂

→
, 

где )(Pf  и )( 1Pf  – значения функции в точках P  и 1P . 

Если функция );( yxfz =  дифференцируема, то производная по 

направлению определяется формулой 

 β
∂
∂

+α
∂
∂

=
∂
∂

coscos
y

z

x

z

l

z
, (1) 

где α  – угол, образованный вектором l  и осью X0 ; β  – угол, образо-

ванный вектором l  и осью Y0 . 

Аналогично определяется производная в данном направлении l  

для функции трех переменных );;( zyxfu =  

 γ
∂
∂

+β
∂
∂

+α
∂
∂

=
∂
∂

coscoscos
z

u

y

u

x

u

l

u
,  (2) 

где γβα ,,  – углы между вектором l  и соответствующими координат-
ными осями. 

Пример 1. Найти производную функции 22 yxz −=  в точке 
)0;1(P  в направлении, составляющем с осью X0  угол в .120o  

Решение 
Воспользуемся формулой (1), где °=β°=α 30,120 : 

 

( )

.101
2

3
02

2

1
12

30cos)2(120cos2
)0;1(

)0;1(

−=+−=







⋅⋅−+






−⋅⋅=

=−+=
∂
∂

P
P

yx
l

z o

 

Знак «минус» показывает, что функция в данной точке и в дан-

ном направлении убывает. 



 18 

Градиентом функции );( yxfz =  в точке P  называется вектор, 

указывающий направление наибольшей скорости изменения функции 

в этой точке и определяемый соотношением 

 j
y

z
i

x

z

∂
∂

+
∂
∂

=gradz .  (3) 

Производная данной функции в направлении l связана с гради-

ентом функции формулой 

 zпр
l

z
l
grad=

∂
∂

.  (4) 

Для функции трех переменных );;( zyxfu =  определяется соот-
ношением  

 k
z

u
j

y

u
i

x

u
u

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=grad .  (5) 

Направление градиента функции в данной точке есть направле-
ние наибольшей скорости возрастания функции в этой точке. 

Пример 2. Найти градиент функции 222 zyxu ++=  в точке 
)3;2;1(P . 

Решение 

Вычислим значение частных производных 
y

u

x

u

∂
∂

∂
∂

,  и 
z

u

∂
∂

 в точке 

)3;2;1(P  и применим формулу (5). 

Так как градиент функции 222 zyxu ++=  зависит от трех пере-
менных, то  

22
)3;2;1(

)3;2;1(

==
∂
∂

P
P

x
x

u ,   42
)3;2;1(

)3;2;1(

==
∂
∂

P
P

y
y

u ,   62
)3;2;1(

)3;2;1(

==
∂
∂

P
P

z
z

u
. 

Тогда 

 kjiz
P

642grad
)3;2;1(

++= . 
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ЗАДАНИЯ 

1. Найти производную функции 

    xyyxz 22 2−−=  в точке )1;1(P  

в направлении, составляющем  

с осью X0  угол в o60 . 

2. Найти производную функции 

    2223 yxxyxz +−=  в точке  
   )1;2(P  в направлении, состав- 

ляющем с осью X0 угол в o30 . 

3. Найти производную функции 

      zxyzxyu 2−+=  в точке  
     )1;1;2(P  в направлении, 

идущем от этой  точки к точке 
     )4;3;3(N . 

4. Найти производную функции 

      532 +−= yzxu  в точке  
     )1;1;1(P  в направлении, 

идущем от этой  точки к точке 
     )4;1;2(N . 

5. Найти zgrad  в точке )1;5(P  

      функции xyyxz 222 −+= . 

6. Найти zgrad  в точке )2;1(P  

функции xyyxz −−= 23 . 

7. Найти ugrad  в точке )1;1;1(P  

функции xyzu = . 

8. Найти ugrad  в точке )0;1;2(P  

функции 222 zyxu ++= . 

 

Дополнительные задания 

9. Найти угол между градиен-

тами функции 
yx

x
z

+
= arcsin   

в точках ( )1;1M ; ( )4;3N . 

10. Найти угол между градиен-

тами функции 
x

y
z ln=  в точках 









4

1
;

2

1
M ; ( )1;1N . 

§ 8. ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Функция );( yxfz =  имеет максимум (минимум) в точке 
);( baP , если для всех отличных от P  точек ( )yxP ;′  в достаточно ма-

лой окрестности точки );( baP  выполняется неравенство 

);();( yxfbaf >  ( );();( yxfbaf < ). Максимум или минимум функции 

называются ее экстремумом и обозначаются ( )bazz ;max =  или 

( )bazz ;min = . 

Необходимые условия экстремума функции );( yxfz =  в точке 
( )yxP ;  

 




=′
=′

0);(

0);(

yxf

yxf

y

x
.  (1) 
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Точка ( )yxP ;  называется стационарной. 

Достаточные условия экстремума функции );( yxfz = в точке 
( )baP ; , удовлетворяющей условиям (1), следующие: пусть 

);( bafA xx
′′= , );( bafB xy

′′= , );( bafC yy
′′= . Составим дискриминант 

2BAC −=∆ . Тогда: 
1) если 0>∆ , то функция имеет экстремум в точке ( )baP ; , 

а именно максимум, если 0<A  (или 0<C ) и минимум, если 0>A   
(или 0>C ); 

2) если 0<∆ , то в точке ( )baP ;  экстремума нет; 
3) если 0=∆ , то вопрос о наличии экстремума остается откры-

тым (требуются дополнительные исследования). 

Пример 1. Исследовать на экстремум функцию 

 1
3

2
2 32 −−−= yxxyz . 

Решение 
Найдем частные производные: 

 ;22 xy
x

z
−=

∂
∂

    222 yx
y

z
−=

∂
∂

. 

Найдем критические точки, приравняв полученные частные 
производные к нулю: 

 
0

0

022

022

1

1

22 =
=





=

=
⇔





=−

=−

y

x

yx

yx

yx

xy
   или 

.1

1

2

2

=
=

y

x
 

Получим две стационарные точки: ( )1;1);0;0( 21 PP . 

Найдем производные 2-го порядка: 

 y
y

z

yx

z

x

z
4;2;2

2

22

2

2

−=
∂
∂

=
∂∂

∂
−=

∂
∂

. 

Составим дискриминант 2BAC −=∆  для каждой стационарной 

точки. Для точки )0;0(1P  имеем: ;2

)0;0(

2

2

1

−=
∂
∂

=
P

x

z
A  

;2

)0;0(

2

1

=
∂∂

∂
=

P
yx

z
B  0

)0;0(

2

2

1

=
∂
∂

=
P

y

z
C . Тогда 04202 2 <−=−⋅−=∆ . 

Следовательно, в точке )0;0(1P  экстремума нет. 
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Для точки ( )1;12P  имеем: ;2

)1;1(

2

2

2

−=
∂
∂

=
P

x

z
A  ;2

)1;1(

2

2

=
∂∂

∂
=

P
yx

z
B  

4

)1;1(

2

2

2

−=
∂
∂

=
P

y

z
C . Тогда ( ) 04242 2 >=−−⋅−=∆ . Следовательно, в 

точке ( )1;12P  есть экстремум. Так как число 02 <−=A , то в данной 

точке функция имеет максимум: 

( )
3

2
1

3

2
1211

3

2
11121;1 32

max −=−−−=−⋅−−⋅⋅== zz . 

ЗАДАНИЯ 

1. Исследовать на экстремум 

функцию 22 2)1( yxz +−= . 

2. Исследовать на экстремум 

функцию 22 2)1( yxz −−= . 

3. Исследовать на экстремум 

функцию  

    yxyxyxz −−++= 222 . 

4. Исследовать на экстремум 

функцию  

    )6(23 yxyxz −−=  )0  ,0( >> yx . 

 

Дополнительные задания 

5. Убедиться, что в точках 

( ) ( )2;2;2;2 21 −−PP  

функция 
2244 242 yxyxyxz −−−+=  

имеет минимум. 

6. Убедиться, что в точке ( )6;5P  

функция 

201839623 ++−−+= yxxyyxz  

имеет минимум. 

§ 9. НАИБОЛЬШЕЕ  
И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ  

В ЗАМКНУТОЙ ОБЛАСТИ 

Функция ( )yxfz ;= , дифференцируемая в ограниченной замк-

нутой области, достигает своего наибольшего и наименьшего значе-
ния или в точках экстремума внутри области, или на границе области. 

Поэтому для отыскания наибольшего и наименьшего значений функ-

ции ( )yxfz ;=  необходимо найти все критические точки, лежащие 
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внутри данной области и вычислить в них значения функции. Далее, 
нужно исследовать поведение функции на границе области. Для этого 

уравнения границ подставляются в функцию. Получается функция 

одной переменной, для которой требуется найти наибольшее и наи-

меньшее значение на отрезке. Сравнивая все полученные численные 
значения ( )yxfz ;= , выбираем наибольшее и наименьшее значение 
функции. 

Пример 1. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

xyyxz 333 −+=  в области 21;20 ≤≤−≤≤ yx . 

Решение  
Заданная область есть прямоугольник (рис. 2).  

 О
х 

у 

-1
D 

CB 

2 

1 

1 2 0 

A 

M

 

Рис. 2 

1. Найдем стационарные точки, лежащие внутри области: 

 xy
y

z
yx

x

z
33;33 22 −=

∂
∂

−=
∂
∂

. 

 
.1

1

,0

,0

,

,

033

033

2

2

1

1

2

2

2

2

=
=

=
=







=

=
⇔







=−

=−
y

x

y

x

yx

xy

xy

yx
 

Получаем две стационарные точки: ( )0;0O  и ( )1;1M . Точка 
( )1;1M  лежит внутри области, точка ( )0;0O  – на границе. 

  ( ) ( ) 11;1;00;0 21 −==== zzzz . 
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2. Исследуем поведение функции на границах области:  

[ ] ;0: =xAB  ;21 ≤≤− y  тогда ( ) ( ) 3; yyzyxz == , исследуем ее на 
наибольшее и наименьшее значение на отрезке [ ]2;1− : 

 0;3 2 =′=′ zyz  при [ ] ( ) 100;2;10 zzy ==−∈= (получили ранее). 

 ( ) ( ) ( ) ;111
3

3 −=−=−== zAzz  ( ) ( ) ;822 3
4 ==== zBzz  

 [ ] ;20;2: ≤≤= xyBC  ( ) ( ) 86; 3 +−== xxxzyxz . 

 0;63 2 =′−=′ zxz  при [ ] [ ]2;02;2;02;2 ∈=∉−=±= xxx . 

 ( ) ( );2242488262225 −=−=+−== zz  

 ( ) ( ) 482622 3
6 =+⋅−=== zCzz ; 

[ ] ( ) ( ) 0;63;68;;21;2: 23 =′−=′−+==≤≤−= zyzyyyzyxzyxDC   

при 2±=y ; 

 [ ] [ ] ( ) ( );224262282;2;12;2;12 7 −=−+==−∈=−∉−= zzyy  

 ( ) ( ) 1361818 =+−=−== zDzz ; 

 [ ] ( ) ( ) 0;33;13;;20;1: 23 ≠′+=′−+==≤≤−= zxzxxxzyxzxyAD . 

3. Сравнивая полученные значения 87654321 ,,,,,,, zzzzzzzz ,  

заключаем, что     

 
( )

.1)1;0()1;1(

,131;2

наим

наиб

−=−==
=−=

zzz

zz
 

ЗАДАНИЯ 

1. Определить наибольшее и 

наименьшее значения функции 

                yxz 21 ++=   

в области 1;0;0: ≤+≥≥ yxyxD . 

2. Определить наибольшее и наи-

меньшее значения функции
              xyyxz −+= 3   

в области xyxyxD ≥+≤≥ ;4;0: .

3. Определить наибольшее и 

наименьшее значения функции 

                     yxz 2=   

в области 1: 22 ≤+ yxD . 

4. Определить наибольшее и наи-

меньшее значения функции
                     22 yxz −=   

в области 1: 22 ≤+ yxD . 
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Дополнительные задания 

5. Определить наибольшее и 

наименьшее значения функции 

xyxz −= 2

2

1
 в области D , ограни-

ченной заданными линиями :D  

                 22;8 xyy == . 

6. Определить наибольшее и 

наименьшее значения функции 

yxxyz ++=  в области D , ограни-

ченной заданными линиями :D  

          3;2;2;1 ==== yyxx . 

7. Разложить число 12 на три по-

ложительных слагаемых так, 

чтобы их произведение было 

наибольшим. 

8. Из всех прямоугольных парал-

лелепипедов, имеющих данный 

объем V , найти тот, полная по-

верхность которого наименьшая. 
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