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Представлен вывод замкнутой формулы для потенциала электростатического поля пря­
моугольной пластинки, стороны которой параллельны осям декартовой системы координат, а 
сама пластинка размещена в произвольном месте. Вывод осуществлен путем сведения поверх­
ностного интеграла к интегралу по контуру пластинки. Показано, что в частном случае резуль­
тат совпадает с уже известной в литературе формулой. Предлагается использовать полученную 
формулу в учебных курсах высших учебных заведений. С ее помощью, в частности, можно 
дать учащимся начальные сведения о прогрессивном численном методе граничных элементов.
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Введение
Учебные программы высших технических учебных заведений предусматривают 

изучение начал теории электростатического поля, главным образом, в курсе общей фи­
зики. Это объясняется тем, что даже для электротехнических специальностей раздел 
«теория поля» либо исключен из специальных дисциплин, либо сокращен до несколь­
ких лекций. В связи с этим возникает проблема такого наполнения курса физики, чтобы 
после его изучения студент мог проводить самостоятельные расчеты имеющихся на 
практике объектов [1].

В курсе общей физики, как правило, рассматриваются только элементарные ис­
точники электростатического поля: точечные заряды, заряженные прямые линии и от­
резки прямых, равномерно заряженные окружности [2]-[4]. Этот набор оказывается 
достаточным для решения многих практических задач методом эквивалентных заря­
дов [5]. Указанный метод имеет свои ограничения, так, с его помощью нельзя рассчи­
тывать емкость копланарных пластин, имеющих форму прямоугольника или получен­
ных объединением прямоугольников. В этом случае применяется метод площадок, 
основанный на разбиении пластинки на малые прямоугольные участки и подсчета по­
тенциала каждого участка по формуле для потенциала поля равномерно заряженной 
прямоугольной пластинки, которая справедлива для находящихся в плоскости пла­
стинки точек [6]. Знание этого метода позволит студентам электротехнических специ­
альностей вести расчеты конденсаторов [7] и микрополосковых линий [8]. Изучив ме­
тод площадок, студенты технических вузов и курсанты институтов МЧС ознакомятся с 
физическими основами прогрессивного численного метода решения сложных техниче­
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ских задач - метода граничных элементов, на примере ясного частного случая, кото­
рым является метод участков [9]. При дальнейшей учебе и работе полученные сведения 
помогут учащимся быстро освоить метод граничных элементов.

Основная часть
Поскольку для применения метода участков требуется знание замкнутой форму­

лы для потенциала электростатического поля прямоугольной равномерно заряженной 
пластинки, то весьма желательным является ее рассмотрение и вывод при изучении 
элементов электростатики.

В [6] приведен только частный случай указанной формулы, записанной при сов­
падении осей прямоугольной декартовой системы координат со сторонами пластинки. 
В [10] та же формула выведена при размещении начала координат в точке пересечения 
диагоналей прямоугольника. Для приложений желательна формула для потенциала 
произвольно расположенной пластинки, стороны которой параллельны осям коорди­
нат. В настоящей статье ставится задача вывода такой формулы более оптимальным 
методом, который дает наиболее ясный и удобный для расчетов результат. Удовлетво­
ряющий этим требованиям материал хорошо подходит для учебного процесса.

Рассмотрим прямоугольную равномерно заряженную пластинку АВС О, распо­
ложенную относительно прямоугольной декартовой системы координат (рисунок 1).

Рисунок 1 - Геометрические соотношения для вычисления контурного интеграла 
по стороне прямоугольника

Будем отыскивать потенциал электростатического поля пластинки в точках, 
принадлежащих плоскости пластинки хОу. В этом случае потенциал дается общей 
формулой 

где ф - потенциал поля, В; о - поверхностная плотность заряда, Кл/м2; еа - абсолютная 
диэлектрическая проницаемость среды, Ф/м2; Р - расстояние до точки наблюдения, м;

т| — координаты точки на поверхности пластинки, м.
В [10] показано, что с помощью формулы Грина поверхностный интеграл может 

быть преобразован к интегралу по контуру пластинки:
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<р = -- [соб 8 сП, (2)

где сП - элемент контура, м; 8 - угол между нормалью к элементу сП и направлением И, 
рад.

При изложении материала учащимся в лекции это преобразование допустимо 
привести готовым, как математический результат. В учебных же пособиях можно вы­
нести его мелким шрифтом или провести в приложении.

Интеграл (2) разделяется на четыре интеграла по четырем сторонам прямо­
угольника. При вычислении контурного интеграла по стороне ВС точка влияния раз­
мещается на стороне ВС. Координата ц точки влияния меняется от гц до т|г, а координа­
та £ = Если точка наблюдения с координатами хп, гп размещена так, как показано на 
рисунке 1, то из геометрических соображений [10]:

соб8 = ———;

сП = Иу\

Тогда интеграл (2) по стороне ВС имеет вид:

(3)

Аналогичные рассуждения и вычисления дают для интегралов по сторонам СО, 
ОА и АВ-.

(4)

(5)

(6)
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Следовательно, потенциал в точке наблюдения определяется по формуле

ст

47ГЕа
Q ав + ^вс + ^со (7)

Если начало системы координат совместить с точкой пересечения диагоналей 
прямоугольника, как показано на рисунке 2, и ввести обозначения АВ = 2п15 ВС = 2ф, 
то путем подстановки в (3)—(6) можно получить приведенную в [10] формулу для элек­
тростатического потенциала равномерно заряженной пластинки, центр которой совпа­
дает с началом координат.

Рисунок 2 - Заряженная прямоугольная пластинка, центр которой совпадает 
с началом координат

В ней интегралы (3)-(6) имеют вид:

(8)

(9)

(10)

(И)

В [10] показано, что при вычислении потенциала по формуле (7) с интегралами 
(8)—(11) потенциалы угловых точек пластинки равны, как то следует и из соображений 
симметрии, а потенциал в центре пластинки конечен, как и должно быть по физиче­
скому смыслу задачи. Так как более общее решение, полученное в статье, в частном 
случае приводит к уже известным верным соотношениям, то можно считать получен­
ное решение правильным.

Заключение
Примененный при выводе формулы (7) метод сведения поверхностного инте­

грала к контурному позволяет сократить объем аналитических преобразований и огра- 
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кичиться четырьмя однократными интегрированиями, сводимым к табличным интегра­
лам. В то же время прямое вычисление интеграла (1) потребует двукратного интегри­
рования, одно из которых выполняется по формуле интегрирования по частям [11]. 
Результаты вычислений в статье имеют более простую форму, чем вычисление сходно­
го интеграла в [И], и не требуют применения обратных гиперболических функций. 
Следовательно, расчеты по выведенной в статье формуле требуют меньших затрат вре­
мени. Сам метод получения формулы (7) проще объяснить учащимся. Таким образом, 
поставленная в начале статьи задача может быть сочтена решенной.

Метод сведения двойного интеграла к контурному является полезным для сту­
дентов примером того, как знание теории интегралов позволяет решать прикладные за­
дачи с меньшими затратами труда и времени и с низкой вероятностью ошибки. Как уже 
отмечалось, владение данной формулой является базой для освоения современных ме­
тодов решения сложных задач.

К сожалению, в современных пособиях просматривается тенденция к исключе­
нию рассмотрения электростатического поля источников простой геометрической 
формы. Это приводит к обеднению учебных курсов, потере связи с практикой, что не­
приемлемо для технических университетов и военных инженерных вузов. Поэтому за­
дача об электростатическом поле прямоугольной пластинки должна найти свое место в 
учебных курсах этих учебных заведений, в том числе и относящихся к системе МЧС 
Республики Беларусь.
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D. Komnatny
THE RECTANGLE PLATE ELECTROSTATIC FIELD PROBLEM AND ITS 

APPLICATION IN HIGH TECHNICAL SCHOOL STUDY COURSE

The derivation of closed formula for electrostatic field potential of rectangular plate, 
which sides are parallel to Cartesian coordinate system and the plate is placed in arbitrary 
place, was produced in the article. The derivation was realized by reduction of surface integral 
to the circulatory integral on the plate’s contour. It is shown, that in particular case the result 
coincides with also known from literature formulae. It is proposed to use the obtained formu­
lae in study courses of high technical school. In particular, with the help of this formula one 
can give to students the elementary knowledge about progressive boundary element method.
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