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МАТЕМАТИКА

В. М. ХОДЫРЕВА

О МИНИМАЛЬНОМ СВОЙСТВЕ КРУГА
(Представлено академиком С. Л. Соболевым 18 X 1949)Будем рассматривать ограниченные открытые области О. Все инте­гралы по С, которые будут встречаться, будем понимать как несоб­ственные, т. е. как пределы интегралов по замкнутым областям С/, лежащим в О, причем таким, что О/ содержится в О/+1 и любая точка области О принадлежит по крайней мере одной из ОрВведем следующие определения:1. Функциональному пространству ТЕ принадлежат все функции <р (л, у) пространства Д,_1, непрерывные в д вместе с производными порядка -С г—1 и имеющие кусочно-непрерывные производные порядка 1, для которых существуют интегралы:

°> М “ V 7 --Ы' и - 0,1..... О,

где О0 [<р] = Ту. 
о2. Функциональному пространству Л» принадлежит любая функция <Р (л, _у) из До для которой существует такое положительное число 

е, что <р (х, .у) и ее производные порядка <; #— 1 обращаются в нуль во всех точках области О, расстояние которых от границы области < з.о3. Функциональному пространству Д, принадлежит любая функция ср(х, у) из До для которой существует такая последовательность ^(х, у) из До что выполняются соотношения:
И, [ср-* — ср] -* 0 (у = 0, 1, 2, ..., Е V -> оо).Теорема 1. Среди всех плоских областей С, ограниченных 

кусочно-гладкими кривыми Г данной длины, наименьшим возмож­
ным собственным значением дифференциального уравнения(—I)4 —Х« = 0, (1)
где = V М______________ »

& — дх2 дут \

обладает круг и только круг. 61а



Легко показать, что наименьшее (первое) собственное значение уравнения (1), рассматриваемого в области О плоскости ХУ, опреде­ляется как минимум интеграла
т—Ь ЛхЛу' (2)

оесли для сравнения допускаются все функции и из Дк, удовлет­воряющие дополнительному условию
и2ФхФу = 1. (3)

с 
оФункция и из Дк, для которой достигается минимум интеграла (2) при условии (3), называется первой собственной функцией. Всюду в области С она удовлетворяет уравнению (1).О первом собственном значении дифференциального уравнения (1) и о регулярных решениях этого уравнения справедливы следующие теоремы.Теорема 2. Первое собственное значение любой области О', 

целиком лежащей в О, больше первого собственного значения 
области О.Теорема 3. Первое собственное значение изменяется непре­
рывно вместе с областью.Пусть область О переходит в область (Д при точечном преобра­зовании а = х + ф (х, у), ₽ = у + Ъ^у),где ^(х, у) и £(х, у)— непрерывные в О + Г функции (Г — граница области О), и пусть

I |О;если £->0, то будем говорить, что О непрерывно переходит в 0^Теорема 4. Первое собственное значение является простым, 
т. е. не имеется, не принимая во внимание знак, двух различных 
первых собственных функций.Доказательство. Покажем сначала, что первая собственная функция и не изменяет знака в О. Допустим противное. Обозначим области, в которых и положительна, О+ и в которых отрицательна 
С ; кривые, разделяющие эти области, обозначим через С. Заменим и ее абсолютным значением

и' — | и | .Образуем функцию
т = и’ + (х, з/) + 7) ф (х, у),где <р(х, у) и ф(х, у) — функции из Дк, обладающие непрерывными производными порядка ( и т; — параметры, которые будут впослед­ствии выбраны надлежащим образом и так, чтобы

•ю2 Фх Фу = 1,
а аоткуда 0 = 2 «' (5? + 7)ф) Фх Фу + \ \ (5? 4- 7)ф)2 Фх Фу. (4)
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и' ^бхбу иПусть и'^бхбу не равны одновременно нулю;тогда 5 и у могут быть выбраны сколь угодно малыми. Учитывая равенство (4), получим:
Ои [да] — Ок [«'] = Ок [5? + ’пФ] — ХО0 [^ + т]ф] + 

т=к г л .

+ ^—т)\т\ р дхк~тдут дхк~т-1 дут т'П’У^^
с+

С дк и '_ дк~1 .+ \  *—= =-- , 1 ЭШ (П, V) dS 4----------------4 дхк~тдут дут ’

р ^к~^ и,
• • • + (“О*-1 \ + чФ) СОЗ (и, у) ds +

£ иУ

с ^24-1 и 1
+ (-1)4“1 \ дх2(к~т)д^т-1 (£? + чФ) СО5 («- -У) ] • (5)

Из (5) следует, что Ок [да] — Ок [д'] может быть сделано отрица- ельным при достаточно малых | £ I и | т] | и подходящем выборе 
>(х, у) и ф(х, у), т. е. и1, а следовательно и и, не сообщает мини­мума- интегралу (2). Наконец, теорема 4 следует из того, что из двух [инейЙо независимых решений иг и д2, относящихся к первому соб- двенному значению, можно образовать третье а«! + Ьи2, удовлетво- >яющее условию ортогональности; это возможно только тогда, когда 1ервая собственная функция меняет знак.Теорема 5. Пусть граница области О содержит прямолиней­
ную часть g. Будем называть решение и уравнения (1) регулярным 
в О + g, если оно непрерывно вместе со своими производными 
порядка <12# в О + g. Тогда, если решение и уравнения (1) регу­
лярно в О + g (разве только за исключением конечных точек g) 
и если на g соблюдаются условия:

— ~ о дДи __п 1 и
дп ~ ’ дп - ••• > (6)

где п — нормаль к g, то и можно аналитически продолжить в 
область О', возникающую из О путем зеркального отражения 
относительно g, при этом значения и в точках О' будут равны 
значениям и в соответствующих точках О.Теперь докажем теорему 1. Первые собственные значения уравне­ния (1) для различных областей с заданной длиной контура обладают нижней границей, следовательно, имеется последовательность 0П таких областей, для которых первые собственные значения стремятся к ниж­ней границе X. Подобно Куранту (3), рассматривавшему сформулиро­ванную в теореме 1 задачу для уравнения△« + ^« = 0, (7)апроксимируем области Оп многоугольниками, из которых составляем минимальную последовательность многоугольников М-, т. е. такую последовательность многоугольников, для которой первые собствен­ные значения стремятся к нижней границе X. На основании теоремы 2 каждый такой многоугольник является выпуклым.На любой диагонали многоугольника М, делящей периметр его пополам (будем называть такую диагональ главной), выполняются 
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условия (6), что доказывается аналогично соответствующему доказа­тельству у Куранта (3). Отражая симметрично относительно ОА и 
ОАг £, ОААг, образованный стороной АА1 многоугольника Mi и отрез­ками главных диагоналей ОА и ОАЪ и продолжая аналитически ука­занным в теореме 5 способом первую собственную функцию и, полу­чим путем повторения этого процесса общее течение функции в некотором многоугольнике. Отображенный образ стороны ААг должен совпадать со стороной многоугольника Mi, так как в противном слу­чае мы бы пришли в противоречие с теоремой 2. Отсюда следует, что Mi состоит из 2г подобных треугольников, причем соседние сим­метричны относительно общей стороны. Совершая предельный пере­ход при i -> оо, получим, что минимальные многоугольники сходятся к кругу с длиной окружности I, первое собственное значение кото­рого равно предельному значению первых собственных значений минимальных многоугольников. Однозначность может быть доказана способом от противного. Теорема 1 доказана.Если из всех указанных выше областей выбрать только области, ограниченные гладкими кривыми, заданными уравнениями

x = x(s), y=y(s), (8)где s— дуга кривой Г, a x(s), у (s) — непрерывные вместе с производ­ными по s порядка функции, то теорема, конечно, остается в силе, но в этом случае принадлежность функции и, являющейся реше- онием уравнения (1), пространству Дк означает действительное обра­щение в нуль на контуре Г области G функции « и ее производных порядка CÆ — 1, что нетрудно доказать, так как С. Л. Соболевым (!) установлено, что из существования интегралов от квадратов произ­водных до некоторого порядка j функции многих независимых пере­менных следует существование на границе рассматриваемой области предельных значений функции и ее производных до некоторого порядка, причем он рассматривает границу состоящей из многообра­зий разной размерности.Справедлива также теорема, аналогичная теореме 1, но относя­щаяся к уравнению
Д2и— аДа—Хи = О (а = const >0). (9)Первое собственное значение уравнения (9) определяется как минимум интеграла

+2 W+* [(©■+ОН 

опри условии
^u?dxdy=l, (11)
О 0если для сравнения допускаются все функции и из Д2. И в этом случае из всех областей с заданной длиной контура круг обладает наименьшим первым собственным значением.Удмуртский государственный Поступилопедагогический институт 16 VII 1949г. Ижевск ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА1 С. Л. Соболев, Матем. сборн., 2 (44), 467 (1937). 2 С. Л. Соболев*Математика в СССР за 30 лет, 1917-—1947. 3 R. Courant, Math. Zs., 321 (1918). 618


