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ПРИМЕР ДВУМЕРНОГО КОМПАКТА, ТОПОЛОГИЧЕСКИЙ 
КВАДРАТ КОТОРОГО ИМЕЕТ РАЗМЕРНОСТЬ, РАВНУЮ ТРЕМ 

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 2 VI 1949)

Зафиксируем произвольное простое число/?. Пусть К— круговое 
кольцо, а и ₽ - его края. Отождествим между собой каждые р точек 
окружности а, разбивающие ее на р равных дуг. Отождествим меж­
ду собой, далее, каждые pk точек окружности ₽, разбивающие ее на 
pk равных дуг. После этих отождествлений мы получим полиэдр, ко­
торый обозначим IJfe и назовем листом степени Е Контуры а, Ь, по­
лучившиеся после отождествления из окружностей ос, р, назовем 
краем, соответственно кратным краем листа ГЦ.

Если № —произвольная двумерная триангуляция, в одном из тре­
угольников которой вырезана круглая дыра S с контуром с, и если 
построен лист П*, край а которого совпадает с контуром с, то ска­
жем, что дыра S заклеена листом Щ. Определим теперь, что мы бу­
дем понимать под (I?, /)-башней. В листе П* вырежем дыру ъ, не 
пересекающуюся с краями листа, и заклеим ее листом ГЦ+1; в по­
следнем вырежем дыру и заклеим листом Щ+2, .. •, наконец, дыру 
в П/_ 1 заклеим листом ГЦ Полученный полиэдр обозначим ІЦ, z и на­
зовем (k, /)-башней. Край листа входящего в нее, назовем краем 
самой башни. Очевидно, ГЦ* есть просто ГЦ. Под вклеиванием башни 
11^ z в круглую дыру S, вырезанную в некотором двумерном полиэд­
ре, будем понимать построение (#, /)-башни, край которой совпадает 
с контуром дыры S.

Пусть 52 — триангулированная двумерная сфера. Вырежем в каж­
дом ее треугольнике по дыре и заклеим эти дыры листами I ь 
Полученный полиэдр (взятый в некоторой триангуляции) обозначим Pk, k- 
Пусть уже построена триангуляция Pk,i состоящая из
„продырявленной" сферы S2 и вклеенных в нее и друг в друга листов 
степеней k, k + 1, • • •, I- В каждом треугольнике этой триангуляции 
вырежем дыры. Дыры, лежащие на сфере S2, заклеим (^,/ +^-баш­
нями, а дыры, лежащие на листах П/, заклеим (t’+ 1, /+ 1)-оашнями

= #+ 1, ...,/). Полученный после этих вклеиваний и как-то
триангулированный полиэдр Рь, i+\ состоит из сферы и вклеен­
ных в нее и друг в друга листов степеней k, ^ + 1, ..., 
Описанную конструкцию вклеивания можно произвести уже в К и 
притом так, чтобы степень мелкости триангуляций Pk, п стремилась к 
нулю при п—>оо, а диаметры вклеиваемых башен достаточно быстро 
убывали. Тогда последовательность полиэдров Pk.n будет сходиться к 
некоторому компакту Pk- Компакт P = Pi (или любой компакт 
Pk, ^ = 1,2,...) и будет обладать указанными в названии заметки 
свойствами: dim Р = 2, dim (Р * Р) = 3.
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А. Внутренность листа ГЦ (г. е. лист без обоих своих краев) го- 
меоморфна открытому кольцу. Поэтому можно взять все треуголь­
ники листа ІЦ (как-то триангулированного) когерентно ориентирован­
ными, т. е. так, что если 11^ есть цепь, составленная из всех 
треугольников листа, взятых с коэффициентом + 1 и выбранными 
ориентациями, то ДЩ=/ш +pkb, где а и Ь — края листа. Мы будем 
употреблять слово лист и символ ПА как для обозначения самого 
листа Щ (т. е. построенного выше полиэдра), так и для обозначения 
только что указанной цепи. Что именно из этих двух понятий имеет­
ся в виду, ясно каждый раз из контекста.

Возьмем какой-либо лист ГЦ из Рці и рассмотрим только те части 
полиэдров Р\,і, которые строятся на этом листе. Из них выбросимте 
части этих полиэдров, которые строятся на некотором листе П2, вкле­
енном в ГЦ, по контуру с. Беря на указанной части полиэдра Pi ^ли­
сты П/ с коэффициентами =pl~' (mod р1) и подходящими ориентация­
ми, получим цепь х] такую, что Ах^ = р1~' с (mod//)- Если положить 
z) = Axz2 (mod//), то Z1 = (z\, ...,z\,...} есть степенной цикл ком­
пакта Р. Этот цикл ограничивает в Р и является, очевидно, суще­
ственным. Поэтому (Ц dimP = 2 (аналогично dimP* = 2).

Б. Скажем, что лист ГЦ подчинен листу ГЦ в триангуляции Рк, ь 
если в этой триангуляции существует последовательность листов 
ГЦ, 1Ц+Ь ..., ІЦ последовательно вклеенных друг в друга. Возьмем ка­
кой-либо лист Пг с коэффициентом =/?"-’(modjs") (Z^-n^-Z— г+ О» 
а все подчиненные ему листы П,+1- (Z=l, 2, ..., Z —г) с коэффици­
ентами (mod/?") и с соответствующими ориентациями так,
чтобы сумма всех этих листов с выбранными коэффициентами и ори­
ентациями была циклом по модулю рп в Рк, i. Можно исходить и не 
от листа Пг, а от сферы 52, взятой с коэффициентом =р^ (тойрп) 
(1^-пЛ> q^l — р -ф 1), и точно так же уменьшать показатели степе­
ней коэффициентов при листах ГЦ с увеличением их степеней. Полу­
ченные таким образом циклы назовем элементарными циклами триан­
гуляции Pk,i.

Оказывается, что всякий цикл по модулю рп (п^Л) триангуляции 
Pk, i есть сумма элементарных циклов mod/?". Всякий же цикл по 
другому модулю получается из некоторого цикла по модулю рп (п<1) 
умножением и модуля и всех коэффициентов на одно и то же число. 
Доказательство этих предположений не представляет труда.

В. Произведение Pk',і х Рь ",i = Р1 есть комплекс многогранников. 
Элементарными циклами по модулю рп, п^Л, в Р4 будем называть 
циклы вида г4 = Ух 'У, где У и У суть элементарные циклы по мо­
дулю рп в триангуляциях Pk'ti и Pk",i. Тогда в Р4 имеет место то 
же положение вещей, что и в Р*,г. Именно, всякий цикл по модулю 
рп (п^1) есть сумма элементарных циклов. Всякий же цикл по дру­
гому модулю получается из некоторого цикла по модулю рп (п^1) 
умножением и модуля и всех коэффициентов на одно и то же число. 
Целочисленных циклов в Р4 (как и в Р*, i) нет.

Г. Пусть Р' и Р" — два экземпляра компакта Р. Если dim (Р'хР")=4, 
то в Р' х Р" существуют (4) такие точки х что для всякой до­
статочно малой окрестности U точки х существует цикл Zb отно­
сительно границы В окрестности U, который лежит в U и негомоло­
гичен нулю там. и 5" можно выбрать так, чтобы они не лежали на 
контуре ни одного треугольника ни в какой триангуляции Р} t 
и Р” v За окрестность U можно выбрать множество Ц' х U", где U' 
есть часть компакта Р', строящаяся на некотором треугольнике Д 
триангуляции Р'^ для достаточно большого Z (треугольник Д берется 
без границы, чтобы U' было открыто в Р'), и аналогично определяет - 
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СЯ U" Пусть B"^U"-Un, B = U-U=B^U"W^’
относительно В, негомологичный нулю _в ^Стянем в 

точку границы В' и В" окрестностей U’ и U". Тогла U1 L' ПР^
тятся, соответственно, в некоторые компакты Р».
превратится в двумерное множество В а цикл Z станет даійомо 
„ГитАньпО В* негомологичным нулю В Ph'^Pk"- отсюда след, , 
что в Pr X Pk- существует абсолютный негомологичный ИУ™ че™^ 

„/?ый никл Итак, чтобы доказать, что dim (Р xP)<d, нам 
Рехм Р показать что всякий абсолютный цикл Z компакта

“гомологичен н’улка. т е. что Р. X Р,,. ацикличен в размер-

Н0Сп” Пост» г настолько велико, что части компактов Р»-, Рк; строя- 
щи£я"Глист"П. для п>г, имеют
s = 2г. Докажем что при / ™точно для
мологичен нулю в его 2s-окрестности., д ентарнь1Й ЦИкл mod р"
элементарных «“™“осивГз которых боль-
В Pk,i х Pk", I. Выбросив ИЗ J , 8 все л , все треуголь_
ГГ вхГГ с" коэффициентами красными р- Границы 
™о модулю р" состоят из контуров, по
степени г все эти контуры входят в АД А •« с коэффициентами, 
кратнымиУ' Если заклеить эти контуры кругами, взятыми с теми 
ще коэффициентами, с которыми эти контуры входят в Дх, Д х , то 
же коэффициент , в . ициенты которых кратны р1~г. Гомо- 
=И^ и "z2^"^ (mod рп) имеют место в s-окрестности поли- 
S a Р.,„ ’соответственно рГ : Таким образу в 2к;окрес™ости 
ппяизяпа Рь' I х Ph" I имеет место гомология z — 8 х 5 z к z 
(modp'O. Но 'z- X "z2 = 0(modpn), ибо все коэффициенты этого цикла 
Кра™ЬІ Зададимся2 произвольным s>0. Тогда существует настолько 
ботьшое I что при Z>/0 всякий достаточно мелкий цикл с верши­
нами в р:\ Pk" гомологичен в S°y-
чаем^что ОісякййЙдо^^ ^и^Т веснам Л Р.. Р. 

гомологичен нулю в 3 s-окрестности этого ПР Ph ,
вольности г отсюда следует, что всякий цикл Z компакта
гомологичен нулю в нем. /п^О\ ч Нп известно что еслиЖ. Из Г и Е мы имеем: dim (Р X Р) = 3 Но известно что есл
dimX>l, то dim(XxE) >dimE+l. Отсюда и из А следует 

Резюмируя, имеем: dimP = 2, dim (Р X Р) = 3.
Поступило 
2 VI 1949
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