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КЛАССИФИКАЦИЯ ОТОБРАЖЕНИЙ КОМПЛЕКСА 
В ПРОЕКТИВНОЕ ПРОСТРАНСТВО

(Представлено академиком И. Г. Петровским 9II1949)

Здесь дается классификация непрерывных отображений п-мерного 
комплекса Кп (конечного) в n-мерное действительное проективное 
пространство Рп.

Пусть f— непрерывное отображение Кп в Р, — накрывающая 
сфера для Рп, ? —естественное отображение (проекция) S" на Рп, 
6 —отражение сферы S" в своем центре. В случае, если каждый 
замкнутый путь Кп переходит в путь Рп, стягивающийся в точку, 
можно построить „накрывающее отображение" / такое, что (%) = 
= /(х) (накрывающих отображений существует два: / и 6/). В этом 
случае классификация отображений Кп в Рп сводится к классифика­
ции отображений К” в сферу S” (V). Поэтому интерес представляет 
лишь случай, когда существуют пути, образы которых не стягивают­
ся в точку в Рп.

Пусть Ф —фундаментальная группа Кп, реализованная фиксиро­
ванным выбором начала путей; Фо(/) —ее подгруппа, соответствую­
щая тем путям, образы которых стягиваются в точку. Фо(/)' есть 
подгруппа индекса 2.

Если два отображения / и g гомотопны, то они гомотопны и на 
остовах Кг всех размерностей г — 0, 1,..., п — 1. Поэтому дадим 
сначала классификацию отображений Кп~х в Рп. Этот вопрос решается 
следующим предложением, доказательство которого не представляет 
затруднений.

Теорема 1. Два отображения / и g комплекса К в Рп гомо­
топны на Кп~1 в том и только в том случае, когда соответствую­
щие им подгруппы Фо(/) и Фо(^) совпадают. Какова бы ни была 
подгруппа Фо индекса 2 фундаментальной группы Ф, существует 
отображение f Кп в Рп такое, что Фо(/) совпадает с Фо.

Мы предполагаем теперь, что подгруппа Фо фиксирована, и в 
дальнейшем будем рассматривать лишь такие отображения, которые 
определяют эту фиксированную подгруппу Фо.

Пусть Ln — двулистный накрывающий комплекс для К", опреде­
ляемый подгруппой Фо, ф— естественное отображение („проекция") 
Ln на Кп. Отображению / Кп в Рп соответствуют два „накрываю­
щих отображения" Ln в S". Именно, / является накрывающим отоб­
ражением Ln в Sn, если для любой точки х б Ln /ф (%) = <р/ (%). Оче-, 
видно, б/ тоже есть накрывающее отображение. Существование — 
причем в точности двух — накрывающих отображений доказывается 
без труда.
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Будем называть противолежащими точками (симплексами) L" такие 
две точки (симплекса), которые накрывают одну и ту же точку (симп­
лекс) Кп. Будем называть отображения Ln в S", переводящие каж­
дые две противолежащие точки Ln в диаметрально противоположные 
точки S”, специальными отображениями. Легко видеть, что накры­
вающие отображения для / являются специальными.

Два специальных отображения /0 и f± мы будем называть специ­
ально-гомотопными, если существует деформация Д их соединяющая, 
причем при любом O^Z-^1, ft является специальным отображе­
нием.

Легко видеть, что два отображения f и g комплекса Кп в Рп го­
мотопны в том и только в том случае, когда g специально-гомотопно f 
или 0/. Так как при п нечетном 0 может быть реализовано враще­
нием сферы то / и 0/ специально-гомотопны, т. е. при п нечет­
ном f и g гомотопны в том и только в том случае, когда f и g 
специально-гомотопны.

Мы будем впредь считать, что все рассматриваемые отображения 
просто совпадают на /С"-1. Пусть Pn—i есть (л—1)-мерное проектив­
ное пространство, вложенное в Рп и представляющее совокупность 
тех отношений (^ Д2:... : : ?„+1), для которых 5п+1 = 0. Будем счи­
тать, что Рп-Х накрывается экватором S"-1 сферы Без ограниче­
ния общности можно считать, что все рассматриваемые нами отобра­
жения отображают Кп~х в Рп~1. Накрывающие отображения переводят 
тогда Ln~x в S"-1.

Введем понятие специальных v-цепей, v-циклов, у-гомологий комп­
лекса Ln. Будем считать, что Кп задан в определенном симплициаль- 
ном разбиении и что его r-мерные симплексы суть т2г, . . . , т'г. 
Для каждого симплекса т/ существуют два „накрывающих" симпле­
кса Т{ и Т" комплекса Ln. Мы будем считать, что симплексы т/ ори­
ентированы (произвольно, но фиксировано). На симплексы Ttr и 
переносим ориентацию симплекса т/. v-цепь иг комплекса Ln мы будем 
называть специальной цепью, если: 1) при л нечетном ur (Tf) == иг(Т1'г) 
(для всех i); 2) при п четном ur(Tir) — ~ur(Ti"r) (для всех г).

Очевидно, можно говорить о специальных v-циклах, v-гомологиях 
и группах специальных ў-гомологйй. Так например, два специальных 
V-цикла W и vr специально-гомологичны нулю, если их разность есть 
граница специальной (г—1)-мерной цепи а'—1. Мы будем это запи­
сывать Urz2vr.

При п нечетном можно установить взаимно-однозначное соответ­
ствие между специальными v-цепями комплекса Ln и обычными 
V-цепями комплекса Кп, полагая «/(т/) = ur (Tf) — Отсюда
сразу следует, что при п нечетном все группы специальных у-гомо- 
логий Ln изоморфны соответствующим группам v-гомологий Кп.

При решении вопроса о классификации отображений основную 
роль будет играть «-мерная группа специальных ^^омологий Ln. 
Мы будем обозначать ее Г.

Возьмем какое-нибудь отражение A Кп в Рп, совпадающее на 
остове Кп~~х с каждым из рассматриваемых нами отображений. Пусть 
h — одно из двух его накрывающих отображений. Под f, g и т. д. 
мы в дальнейшем будем понимать то из двух накрывающих отобра­
жений для f, g и т. д., которое совпадает с А на остове Ln~x. / и 
А вместе определяют «-мерный специальный \7-цикл Именно, 
если Тп есть какой-нибудь ориентированный симплекс из Ln, мы оп­
ределяем u~ f(Tn} как степень отображения в S” «-мерной сферы. 
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склеенной из двух экземпляров Тп, при котором один экземпляр 
отображается посредством f, а другой, взятый со знаком минус, 
посредством h. Из специальности отображений f и h следует, что 

j есть специальный ў-цйкл.
В случае п нечетного вопрос о классификации решается следую­

щей теоремой.
Теорема 2. Два отображения fug комплекса К" в Рп при 

п нечетном гомотопны в том и только в том случае, когда
уСП и~^. Если U есть произвольный класс специальных п-мерны.х 

у-гомологий и ип — какой-нибудь цикл из этого класса, то суще­
ствует отображение f такое, что и~у = ип.

Таким образом, теорема 2 устанавливает, что в случае п нечет­
ного классы отображений Кп в Рп могут быть поставлены во взаимно­
однозначное соответствие с элементами группы Г = В? путем вы­
бора произвольного отображения h.

Если п четно, то из гомотопности йя f следует,_что f специально­
гомотопно либо h, либо6/г = А*. й* не совпадает с h на Ln~\ Пусть 9' 
есть вращение сферы оставляющее полюса неподвижными и пе­
реводящее каждую точку экватора S'1-1 в диаметрально противопо­
ложную. Тогда Wh* = h' совпадает с h на Ln~x и тоже есть специаль­
ное отображение. Под f, g' мы понимаем аналогичные отображения 
для f,g. ■

Очевидно, f гомотопно h в том и только в том случае, когда f 
специально-гомотопно либо h либо h'. Поэтому вопрос о классифика­
ции отображений в случае п четного решается следующей теоремой 
(мы опять фиксируем А).

Теорема 3. Два отображения fug комплекса Кп в Рп при п 
четном гомотопны в том и только в том случае, когда выпол­
няется по крайней мере одно из соотношений

Uh, g ~ НЛП иьД ~ U’h,f^ah,h''

Если U есть произвольный класс п-мерных специальных ^-гомо­
логий комплекса Ln, а ип — какой-нибудь цикл этого класса, то 
существует отображение f такое, что и^ = и”.

В связи с теоремой 3 интересно исследовать группу Г в случае п 
четного. Очевидно, группа Г полностью определяется комплексом К" 
и подгруппой Фо фундаментальной группы. Легко видеть, что Г есть 
фактор-группа группы В~ (Ln).

В самом деле, если уп есть обычная v-цепь накрывающего Ln, то, 
полагая u^Tf) = Y(7'i") — Y (Tt'n) и un = у(Т{'п) — у (Tf), мы по­
лучаем специальную л-мерную цепь ип.

Установленное соответствие между обычными и специальными 
V-цепями индуцирует, как нетрудно проверить, гомоморфное отоб­
ражение группы B^(Ln) на группу Г.

Вычисление группы Г не представляет труда, если известна мат­
рица инциденций комплекса Ln и разбиение симплексов накрытия на 
пары Т и 7”. Пусть граница симплекса Тр (Tf— один из двух симп­
лексов, накрывающих симплекс тг* комплекса Кп\ другой из них ТД} 
содержит симплекс с коэффициентом а^ и симплекс Т-п~х с 
коэффициентом btj (i = 1, 2, . . . , a"; j = 1, 2, . . . , а”-1, где а* есть 
число ^-мерных симплексов комплекса Кп). Тогда вычисление груп­
пы Г сводится к приведению к диагональному виду матрицы 
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C= (atj—bij). Именно, ранг группы Г равен а" — г, где г ранг С, а коэф­
фициенты кручения Г совпадают с элементарными делителями мат­
рицы С, отличными от 1.

В случае, когда Кп есть многообразие, группу Г удается вычис­
лить полностью. При п четном здесь получается следующая

Теорема 4. Если Кп есть ориентируемое многообразие, груп­
па Г содержит два элемента. Точно так же, она содержит два 
элемента, если и К" и накрытие Ln оба неориентируемы.

Если же Кп неориентируемо, a Ln ориентируемо, Г представ­
ляет бесконечную циклическую группу.

С помощью теорем 2, 3, 4 можно расклассифицировать отображе­
ния /г-мерных многообразий в Рп. Ограничимся формулировкой 
результатов в наиболее интересном случае, когда Фо не совпадает 
с Ф, т. е. является подгруппой индекса 2. Мы предполагаем, что все 
рассматриваемые отображения определяют один и тот же гомотопи­
ческий класс отображений остова В случае, когда Кп есть много­
образие, а Л” —ориентируемое многообразие, цикл и^. может быть 
полностью вычислен, и мы получаем следующие результаты.

Теорема 5. 1) При п нечетном гомотопический класс отоб­
ражений ориентируемого многообразия Кп в Рп определяется 
степенью отображения, причем соответствие взаимно-однозначное. 
Если Кп неориентируемое многообразие, существует два класса 
отображений-

2) При п четном, если Кп есть ориентируемое многообразие, 
существует два класса отображений. Если Кп есть неориентируе­
мое многообразие, а его накрытие Ln ориентируемо, гомотопиче­
ский класс отображения определяется абсолютной величиной 
степени накрывающего отображения, причем соответствие взаимно­
однозначное.

Из теоремы 5, как частный случай, получаются основные резуль­
таты Борсука (3).

Случай, когда Кп и Ln оба неориентируемы, при п четном остается 
неразобранным. Из теоремы 4 следует только, что в этом случае 
имеется не более двух классов отображений.

Задача о классификации отображений комплекса в проективное 
пространство была предложена мне JI. С. Понтрягиным, которому 
приношу свою искреннюю благодарность.
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