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МАТЕМАТИКА

И. П. ЕГОРОВ

О ГРУППАХ ДВИЖЕНИЙ ПРОСТРАНСТВ НЕСИММЕТРИЧЕСКОЙ 
АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 16 XII 1948)

Пусть в многообразии х1, х2, ..., хп определено пространство 
аффинной связности объектом перенесения AgY, в котором симметрия 
по нижним индексам р, у отсутствует: Л^У] 0.

Это пространство допускает движения, порождаемые инфинитези­
мальным оператором

XF = (х\ х2, ..., хп) U х2, ..., %n) U + • • •

... + (Х1, X2,. . . , Xя) , (1)

если имеют место уравнения

43 = «^ (2)

u^-R^v' = 0, (3)

Dl Q“y = о, (4)

где ковариантное дифференцирование производится по объекту связ­
ности Грт = а под знаком лиевого дифференцирования DL вхо­
дит тензор кручения QgY = A“gY], Rlys — тензор кривизны простран­
ства Гру.

Тензор кривизны AgYg заданного пространства A“Y записывается в 
форме

ApY8 = /?gY5 + (5)

где

QjY3 = ^38,Y — HpYj3 "Т Qr^gS---  QoS Q.Y- (6)

Известно (1), что если операторы X2F удовлетворяют урав­
нениям (2), (3), (4), то этим уравнениям будет удовлетворять и one 
ратор {X^F. Применяя дифференцирование Ли (2), запишем усло­
вия интегрируемости уравнений (2), (3) и (4), определяющих движения, 
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в виде (уравнения (4), выражающие связи над функциями и*. здесь 
составляют первую серию).

1)

2)

Dl = О, 

Dl R^s = О, 

Dl QpY, Л = О, (7)

Dl R»ys, 41»  .................^—2 = 0,

) Dl ^3y, 41» 4а» • • • » 4j^_2 __J = 0.

Необходимым и достаточным условием существования полных 
групп движений порядка г (групп максимального порядка для задан­
ного пространства) является существование целого положительного 
числа N, для которого ранги первых и ^ + 1 серий условий 
интегрируемости (7) относительно -и", и* равны п2 + п — г.

Рассмотрение матрицы

lh GJ n GJ..................GJ..................GJII- ® 

где

Г’ — $8 ^TY + SY QpT----- 3-

являющейся укороченной матрицей системы уравнений (4), относящейся 
к неизвестным = приводит к следующим двум вспомогатель­
ным предложениям алгебраического характера.

Лемма 1. Для любой составляющей тензора кручения
(a-i =/= aj) можно отнести минор п-го порядка матрицы (8), ве­

личина которого равна степени этой составляющей.
Доказательство следует из того, что элементы минора, отнесенного 

столбцам
ШЭ.СО......... CJ

и строчкам
(Л* Г“з (ап 

4*2 а3/, 4*2 “з/> 4*2 > • • - > 4*2 «з/>

будут вида

Г?
1 \-2 “з/

Лемма 2. Если ранг матрицы (8) меньше п, то для любой со­
ставляющей тензора кручения Qa.'a, можно отнести минор п-го 
порядка, равный степени данной составляющей.
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Искомым минором является минор, отвечающий строчкам

Здесь будем иметь

* од.

для всех индексов i, j ^-2, и, в силу леммы 1 и предположения отно­
сительно ранга матрицы (8),

<*>«>•

С помощью отмеченных свойств матрицы (8) мы приходим к сле­
дующему выводу (в предположении п^>2):

Теорема. Максимальный порядок полных групп движений 
пространств несимметрической аффинной связности равен п-.

В самом деле, из лемм 1,2 следует, что максимальный порядок 
полных групп движений указанных пространств, с одной стороны, не 
выше п2.

С другой стороны, группа порядка п2

Рі’ Рі’ Рз’ • • • > Рп—и Рп’ 
x‘pj (i, j = 1, 2, ..., п — 1), 
хПр1, хпр2, хпр3, Xnpn-V 

является полной группой движений пространства, для которого

Л’п = Л?л = AL = .. .= A„Z’ „ = а + Ь,

Л«1 = Лд2 = А„з =.. ,= Ап n—i = а —- Ь,

Л-пп = 2а, остальные A“Y = 0.

Буквы а, b (=#0) означают произвольные постоянные. Составляю­
щие тензора кривизны (5) этого пространства будут

Anni — Ann? — Алпз = . ■ ■— Ann n—i — — (а Ь)~,

остальные AgYa = 0, ч. т. д.
Отсюда следует, кроме того, что пространства несимметрической 

аффинной связности, обладающие группами движений максимального 
порядка, могут быть и нулевой и ненулевой кривизны.

Указанные свойства сильно отличают эти пространства от про­
странств с симметрической аффинной связностью (3); для последних 
случаю г = п2 + п отвечает только аффинно-евклидово пространство, 
максимальный порядок г полных групп движений всех остальных 
пространств симметрической аффинной связности равен п2.
2 ДАН, т. 64, № 62°



В случае пространств с полной группой движений порядка п-, как 
показывают рассмотрения о коллинеациях в пространствах проектив­
ной связности (4), имеет место следующая

Теорема. Пространства симметрической, аффинной связности, 
допускающие полные группы движении порядка п*, являются 
проективно-евклидовыми пространствами.
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