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МАТЕМАТИКА

Ю. И. НЕЙМАРК

СТРУКТУРА Я-РАЗБИЕНИЯ ПРОСТРАНСТВА КВАЗИПОЛИНОМОВ 
И ДИАГРАММЫ ВЫШНЕГРАДСКОГО И НАЙКВИСТА

(Представлено академиком А. А. Андроновым 26 IV 1948)1. В настоящей заметке рассматривается структура разбиения пространства параметров aks, д, — комплексные числа и — дей­ствительные числа, причем тт>тт_і > .,. >т1>»то=О) квазиполи­нома
п, тУ (1)

k, s = Она множества квазиполиномов с разным числом корней на правой полуплоскости z и обобщаются результаты (в частности, способ на­хождения области устойчивости по любой паре действительных пара­метров, входящих в уравнение (1)) предыдущей заметки автора (6), касающейся полиномов.Так как задача исследования устойчивости линейных распределен­ных систем в ряде важных случаев сводится к исследованию корней квазиполиномов, то структура разбиения пространства квазиполиномов на множества квазиполиномов с различным числом корней на правой полуплоскости, прежде всего качественные и количественные харак­теристики множества квазиполиномов, все корни которых имеют от­рицательные действительные части, имеют существенный прикладной интерес *.2. Пусть Rчп,т — пространство параметров a*. s, квазиполинома (1), которое мы будем называть пространством квазиполиномов, и пусть D (s) — множество квазиполиномов этого пространства, имеющих s корней с положительной действительной частью. Разбиение про­странства R2n,m на множества D(0), D (XD (ос) назовем его D- разбиением. При непрерывном изменении параметров aks, число корней справа от мнимой оси квазиполинома (1) может измениться либо за счет перехода некоторых его корней через мнимую ось, либо за счет рождения или исчезновения некоторых его корней в существенно особой точке г = оо.
* К рассматриваемой проблеме имеют отношение следующие группы работы: 

1) Ряд математических работ, связанных с изучением некоторого класса действитель­
ных мероморфных функций и степенной проблемой моментов (*). 2) Ряд математи­
ческих работ, возникших в связи со стремлением найти эффективное решение про­
блемы Эрмита-Гурвица и Раута — Гурвица для квазиполиномов (2). 3) Ряд работ при­
кладного содержания, начинающихся известной работой Найквиста 1932 г. и факти­
чески изучающих некоторые частные классы сечений пространства квазиполиномов, 
а также ряд прикладных работ, где исследование расположения корней квазиполиномов 
проводится путем использования теоремы Коши (3).
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Первая возможность может иметь место лишь при переходе через квазиполином, допускающий чисто мнимый корень, вторая наверняка не будет иметь места, если мы перемещаемся в пространстве R2n,m вне множества Sp квазиполиномов, имеющих хоть один корень в сколь угодно малой, но фиксированной правой полуокрестности Rez>0, |z|>p точки г — оо, для чего достаточно, чтобы переме­щение происходило вне множества 7'00=lim Sp, где ^—замыканиеЛ->оо множества Sp.3. В основе нового решения проблемы Раута — Гурвица и Эрмита— Гурвица для полиномов, а также приемов построения диаграмм Вышнеградского и Найквиста ,  изложенных в предыдущих заметках автора, лежало рассмотрение непрерывных переходов от одних поли­номов к другим, при которых знание, к какой области D или какого типа границе принадлежит один полином, позволяет узнать это же о другом полиноме.
*

Эти соображения в случае квазиполиномов, в частности, примени­мы к D-разбиению области G, если оно удовлетворяет условиям: а) граница D-разбиения области G состоит из точек кривой, соответ­ствующей квазиполиномам, допускающим по крайней мере один чисто мнимый корень; б) любые две точки области G можно соединить путем, лежащим целиком в G и пересекающим эту кривую в точках, сумма кратностей которых конечна.4. Рассмотрим D-разбиение w-плоскости квазиполиномов f wg. Целые функции этой плоскости, имеющие по крайней мере один чисто мнимый корень, образуют кривую N, представляющую отобра­жение мнимой оси плоскости z на то-плоскость преобразованием то= 
— w(z) = — f&g-^z).Пусть — множество предельных точек кривой N (точка предельная для кривой N, если существует стремящаяся к точке 

z=oo последовательность точек мнимой оси, для которых соответ­ствующие точки то стремятся к точке то0). Очевидно, что Na состоит не более чем из двух компонент и разбивает то-плоскость на области Kj, те2,..., среди которых не более одной двухсвязной, а остальные односвязные.При непрерывном изменении w переход из одного множества D в другое возможен либо через пересечение кривой N, либо через появление или исчезновение корня в точке г = оо. При непрерывных перемещениях в любой из областей после нанесения штриховки на левой стороне кривой можно считать числа корней, перешед­ших через мнимую ось с левой полуплоскости на правую и с правой на левую. Отрождение же корня в точке г = оо в этом случае, как это непосредственно следует из теоремы Иверсена (6), может иметь место не более чем для одной точки плоскости w, либо,в противном случае, вся плоскость w, за исключением не более двух точек, при­надлежит множеству D^oo).Поэтому, в частности, каждая из областей либо целиком за­полнена точками множеств типа D(s<oo), и тогда при непрерывном изменении w в ней не может происходить рождения или исчезнове­ния корней в правой полуокрестности точки г = оо, либо все ее точки, кроме самое большее двух, принадлежат множеству D(oo).
* Согласно с ранее принятой терминологией, будем называть Л-разбиение да-плос­

кости квазиполиномов f wg, где да — комплексный параметр и f и g — действи­
тельные квазиполиномы, диаграммой Найквиста. .D-разбиение ч, ft-плоскости действи­
тельных квазиполиномов vf Ц- pg -j- h, тде v, — действительные параметры и f, g 
и h — действительные квазиполиномы, — диаграммой Вышнеградского.

** Смысл штриховки и правила нанесения ее на сторонах граничной кривой 
остаются такими же, как и для полиномов (см. (5)).
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5. Теорема. Для выполнения условий а) и б) достаточно, 
чтобы для точек области G выполнялось неравенство

| апт | — I ап, т—11 ... | апо| О, (А)
являющееся в то же время необходимым и достаточным условием 
грубости * и принадлежности квазиполинома (1) множествуДействительно, рассмотрим /^-разбиение то-плоскости квазиполи­номов

Am(z) e'mZ. + Аг (г) e"z + тоА0 (г). (2)Параметрическое уравнение граничной кривой есть
™ = - {А^ + ... + е"'г}^іт.

Из него непосредственно следует, что NM при соизмеримых — уни- курсальная алгебраическая кривая, а при несоизмеримых и таких, что для любых целых чисел pm,pm—i, ■ ■ ■ ,Pi+ (В)
Na — кольцоЫ"1 2 [anj\>W>\ano\^1[\(lns\ — 25 (С)где \ans\^-\anj\ для j = l,2,...,m.Нахождение множества D(oo') в этом случае не представляет труда и дает, что £)(оо)— часть плоскости w, удовлетворяющая условию

I ® I R — { I ^пт I I ^пт — 1 I • • • і ^ЛІ I ) I &п0 IВозьмем сечение вида (2), для которого, возможно, и не выполняется условие (В). Точка w, для которой может и не принадлежать
D(oo\ но если она принадлежит D(s<Z.oo), то она заведомо негрубая по отношению к параметрам туС другой стороны, точки, для которых |то|</?, принадлежат областям типа D(s<oo) и грубы по всем параметрам aks, х., поскольку 
R и любая конечная часть кривой N зависят от них непрерывно и для любого положительного е существуют такие 8 и Q, что при из­менении aks и по модулю меньше, чем на 8, при | ш | > Q имеет место | w ((ы) | > R — е.6. Для полного построения £)-разбиения части w- или и, v-плоскости, удовлетворяющей условию (А), осталось только нанести на сторонах границы штриховку по общим правилам, изложенным в предыдущей заметке (6), и указать, в какой области или к какого типа границе принадлежит какая-нибудь ее точка. Способ отыскания такой точки определяется конкретной задачей. В общем случае задачу можно решить, например, так: для того чтобы узнать, к какой области D принадлежит квазиполином Ат e'mZАо, строим £)-разбиение то-плоскости Ат e'mZ-\- то {Ат_х ет^г + ... + Ао}, замечая, что точке то = 0 соответствует квазиполином Ame mZ, имеющий столько же кор­ней справа от мнимой оси, сколько и полином Ат.

* Пусть f(z;ai,. ..,а„) целая функция от z, зависящая непрерывно от параметров 
aj. Мы скажем, что она параметрически груба при по отношению к пара­
метрам aj, если при достаточно малых их изменениях у нее не меняется число 
корней с положительной действительной частью (см. аналогично (4)).
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Пример 1. /9-разбиение (диаграмма Вышнеградекого) v, р.-плос-кости квазиполиномов(2г + 1) е ,г4- р (г — 1)Граница /9-разбиения состоит из кривой v = р^д^д-і, Где (2ы2 — 1)зіпт2о — cost2w, Д^ы COS(t2 ——2ы2зіп(т2 —tJo, △ — co (cos Tj co — w sin tx co),

Рис. 1

соответствующей наличию па­ры чисто мнимых сопряженных корней, и прямой р= 1, соот­ветствующей наличию нулево­го корня. При выполнении условия (В) кривая /V заполняет всюду плотно область, заштри­хованную на рис. 1. Условие (А) дает |г| — | v | —-f р [>0. Точка v=р = 0 принадлежит /9(0). На рис. 1 дано /9-раз­биение области |г|— |vj — — | р | > 10-2, поскольку кривая 
N построена лишь для | о | 10.Пример 2. /9-разбиение т, v-плоскости квазиполиномовдействительные полиномыР(0) + vQ (0) = 0 и кривой P(z)-\- vQ (г)етг, где Р и Q — и т)>0. Граница состоит из прямой 

N с параметрическим уравнением
т= Г {+ ’ + 7± ?) ’ v= ±1 МЬпричем sign A = sign(—wv).Условие (А) дает I v | lim | P(z) Q~* (г) | = R. Точкам | v | > R, 

z -> ОО" = 0 соответствуют полиномы P-f-vQ.
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