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(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 15 IV 1948)

Предположим, что нормализованная поверхность трехмерного 
проективного пространства задана точечным уравнением

Xх = Xх (и‘), а = 1,..., 4 , 1—1,2 (1)

или тангенциальным уравнением

^ = 4« И, (2)
а ее нормаль первого рода определена пересечением плоскостей

Ум = , (3)
и ее нормаль второго рода соединяет точки 

yf= длх — 1х*. (4)

В таком случае коэффициенты ее внутренних связностей первого 
и второго рода связаны соотношением

Sd го - °н = &

((*), § 3), где ^-—тензор асимптотической сети, b,j — взаимный ему 
тензор, дифференцирование происходит с помощью коэффициентов 
связности первого рода, тензор

<,^ = ^^-4^, (6)
а тензор

Л = | (7)

(0), § 5) чебышевский тензор первого рода асимптотической сети (2). 
Всякая прямая, проходящая точку поверхности, но не лежащая 

в ее касательной плоскости, может быть определена пересечением 
плоскостей

Г^і = Ум + , (8)
а прямая, сопряженная ей полярно относительно соприкасающейся 
поверхности Llh соединяет точки 

т § 8, 13).
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Вводя связность с коэффициентами

= (9)

мы будем иметь:

\кЬц = д^ц~ zSikbu— = “Л (10)
(С1), § 3).

Если нормали первого рода и нормали второго рода образуют 
конгруенции, которые соответственно сопряжены и гармоничны 
поверхности, то координаты точки ла и плоскости можно пронор­
мировать так, что при этом тензор b}J будет удовлетворять уравнению 
Кодацци по отношению ко всем трем внутренним геометриям, а <ог = О 
(С1), § 12).

По отношению к любой нормализации тензор а* Фубини-Чеха 
((2), § 14) выражается следующим образом:

а* =— 1 (s* — 8^7 — №T. — b.bkm7 ). (11)I] \ I з J I 13 tn7 4 7

Проективная нормаль поверхности определяется по формуле (8) 
вектором

ъ = Ъ = (Ч- + di In J - TJ , (12)

где
/ = - } bmn^lkn (13)

есть относительный инвариант Фубини-Чеха ((2), § 14).
Директриса Вильчинского определяется таким же образом вектором

' <|4>

а произвольная прямая канонического пучка поверхности вектором 
Д = = (2k + 1) — 2>Л = + Ъ > (15)

где к — постоянная, соответствующая этой прямой.
Вектор

= 2(^-3.) = ^ + ^111/-^ Ь'^ща^ (16)

не зависит от нормализации, нормирования и от того, какие коэф­
фициенты г*., или Г* употребляются для составления выражения 
ковариантной производной.

Если поверхность отнесена к своим асимптотическим линиям, а ее 
проективный линейный элемент имеет вид

, 8 Ф/З _i_ V
(7S = г------- —---- , du dv

ТО
— al22 — v, ф^^ДпЗу2, б2 = д2 In₽2у- (17)

Изотермо-асимптотические поверхности характеризуются тем, что 
для них тензор фг градиентен.
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Если нормаль первого рода совпадает с аффинной нормалью 
поверхности, а нормаль второго рода лежит в бесконечно удаленной 
плоскости, то 7} — 0. Пользуясь обозначениями Блашке (") и полагая

будем иметь
со. = 0, а*  = Ак..

Инвариант J только знаком отличается от инварианта Pick’a, 
а тензор фг и тензор связаны соотношениями:

+, = di In J — у *т''Л'тсГи, (18)

<19>

Условие совпадения аффинной нормали с прямой канонического 
пучка имеет вид

a£lnJ=—2лф;, (20)
вследствие чего

(2D

Очевидно, что указанное совпадение может иметь место либо при 
а = 0, т. е. для проективной нормали, либо если ф, градиент, т. е. 
для изотермо-асимптотической поверхности. Из (21) непосредственно 
следует, что при X——= 0, а это показывает, что директриса 

Вильчинского совпадает с аффинной нормалью на аффинных сферах.
Если нормаль первого рода совпадает с метрической нормалью 

поверхности евклидова пространства, а нормаль второго рода лежит 
в бесконечно удаленной плоскости, то геометрия первого рода совпа­
дает с внутренней геометрией поверхности в классическом смысле 
этого слова. Обозначим через тензоры первой и второй квад­
ратичных форм поверхности, а через е^-, — дискриминантный бивек­
тор первой квадратичной формы и бивектор, взаимный ему. Этим 
бивектором мы будем пользоваться в дальнейшем для того, чтобы 
поднимать индексы, полагая, например,

b^ =z‘kbkj, gij = ^ilgki •
Вследствие уравнений Гаусса и Кодацци будем иметь

со* = 0, Г,- = dt In К (22)

(О, § 4), где К — гауссова кривизна поверхности.
Рассмотрим тензоры

qif = I + g*bki), ptj = Kg)) - НЬц (23}

((3), стр. 148), где Н есть средняя кривизна поверхности. Первый из 
них есть тензор линий кривизны, а второй—тензор сопряженной сети, 
гармонически разделяющей первую. Пользуясь обозначениями

Hi — dtH, Ь = К — Н'- (24)
и вводя вектор

R‘ = (Hk - НТ,?) "b* - Tkgki * , (25) 

* Линейчатые поверхности характеризуются тем, что для них этот вектор напра­
влен по асимптотической линии, а его обращение в нуль характеризует поверхности 
второго порядка.
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мы можем представить тензор Фубини и инвариант J в следующем
виде

<26’

J = я ■ (27>
XV

Используя, кроме того, соотношение
Y — ^zkiQij + bi^ j ~г і " bij4 ’ ^8)

котовое позволяет выразить всякий тензор поверхности через тензоры 
X С и инварианты ЛГ и Я, мы можем представить тензор в 
следующем виде

. , , , 1 Кк (29)(Mblk + ^eik) >o2

где

а

М = 2^kRk - R^k + 2HRkRlbkl + 2HRkT'qkl + WR*Tk >
N = 2^^ - + ZHRWp^,

^kRk = bkl — H^kTi + ЗЯ*7'г AHT^Tj) — ,
b^fi3 = Н^-^Т^т-

(30)

(31)

Повеохности евклидова пространства, метрическая нормаль которых 
совпадает с прямой канонического пучка, характеризуется следующим 
инвариантным соотношением, которое непосредствен
(,5), (>2) « (22): 2Ці+ді1п^ді1пК.,. = 0, (32)

Если эта прямая будет проективной нормалью, то предыдущее 
условие сводится к следующему:

J = СК'1'.
В противном случае оно показывает, что рассматриваемая поверх- 

совпадает с ее проективной нормалью, можно привести поверхность 
вращения

x = ucos,y, у = й5іпц, г = г(«),
где z есть решение уравнения

(1 -W2)4 (uz'z'"— Зиг"2 4- Зг'г"У = CuWr18. (33)
Формулы, определяющие прямую канонического пучка поверхности, 

находящейся в произвольной нормализации, в виде, пличном о- 
вышеприведенного, были впервые получены А. И. ^хтаури (( ) стрЛ-о 
Плврпуности метрического пространства, нормаль которых совпадав. Г пря₽^ пучка, 6ыРлн в специальной системе координат
исследованы Н. И. Кованцовым ((*), стр. 1261).
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