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В работе даны оценки для задачи Минковского о произведении 
двух линейных неоднородных выражений (4 в зависимости от соответ* 
ствующих марковских констант. Исследование проводится методом, 
по существу не отличающимся от метода А. Я. Хинчина, применен­
ного им с той же целью для случая задачи Чебышева (2), причем 
приходится изменить лишь некоторые детали. Предлагаемая геомет­
ризация этого метода позволяет одновременно получить как результат 
А. Я. Хинчина для случая Чебышева, так и соответственный результат 
для случая Минковского.

Пусть X — верхняя грань чисел С, при которых неравенство 
| (ам+ЗьУ) не имеет решений в целых х и у, отлич­
ных от 0,0 [ мы считаем все время «1 ₽i I 1А 

а2 Рг I J
Теорема. При любых действительных у1( у2 существуют такие 

целые х и у, что:

| fax + PiJ 4- yj (a,X + fay + у2) I < — д- —
Оценка может быть улучшена, если форма F — fax 4~ X

Х(х,х+р,у) эквивалентна, напр., одной из форм вида 
г 4п3 + 4п + 5

.. с X2 ху—у2 х2 4- Чпху—у2и является точной,, если F эквивалентна-------—— или —1 —
Кб 2Гп24-1

п>0 целое).
1. Рассмотрим декартовы координаты uv на плоскости (рис. 1) и це­

лочисленную решетку, построенную на репере, задаваемом матрицей 
I аі \. Координаты 
ка2 Г2/

ее точек получаются, если подставлять в

и = ахЛ 4- Зд/, 
ц = а2Х 4- ^у

целые х и у. Так как неравенство | (ахх 4* РдО («2х 4“ ЪУ) I < Л не 
имеет решений в целых х и у, отличных от 0, 0, то в гиперболиче­
ском кресте | wv | <К X не лежит точек решетки, кроме начала координат, 
однако существуют такие х*, у*, что | (arr* 4- РдГ) (одК 4~ Е4.У*) I— 
— X*, где И сколь угодно мало отличается от X.

Гиперболическим поворотом (т. е. преобразованием и'— #и, 
v' = — v\ поместим точку Р (х*, у*) в вершину гиперболического 

k /
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креста I uv [ = k* (т. е. в точку, для которой I л’| = І = Отре­
зок ОР имеет длину pzk*. Расстояние между двумя соседними ряда­
ми точек решетки, параллельными ОР, будет Проведем по обе

стороны от ОР прямые а и b на расстоянии L _ от ОР. Гипербо­

Рис. 1

лический крест | ит» |содержит внутри себя по два отрезка 

длины J/2V от каждой из прямых а и Ь, если Мы будем

рассматривать пока только этот случай. Каждая прямая, параллельная 
ОР и лежащая между прямыми а и Ь, очевидно, имеет внутри креста 
отрезок длины большей J/2X*.

Оставляя решетку на месте, передвинем параллельно самому себе 

крест |«я|< 4—— вместе с закрепленными на нем прямыми а и b 
так, чтобы его центр попал в точку с координатами — ух,—у2 (рис. 2). 
Расстояние между а и b равно расстоянию между двумя соседними, 
параллельными а линейными рядами точек решетки. Поэтому между 
а и b или на каждой из них будет лежать при любых ух и v2 линей­
ный ряд, имеющий внутри креста отрезок длины не меньшей а 
точки на нем лежат на расстоянии ]/2к* одна от другой. Значит, внут- 
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ри креста найдется точ^са решетки (точка М на рис. 2), что и означает 
существование таких х и у, что:

| (с^х + 4- Yx) (а,х 4- + Уз)К —Ц—~ .

Из того, что V можно взять как угодно близко к X, следует 
первое утверждение теоремы для всех форм, не эквивалентных 
х2ф-ху—у2-----. Используя результаты п. 2, можно получить оценку

и для форм, эквивалентных 
х2 + ху — у2----- J . Мы это исследо- 4 5
вание опускаем, так как оно 
проводится аналогично ра­
зобранному выше.

2. Пусть
Р _ х2-+ (2л 4-1) ху — у8

" К4лв -ф 4« -ф 5

Рис. 2

Тогда „длины“ всех сторон полигона Клейна (4) решетки, задаваемой 
формой Рп по отношению к ее асимптотам, будут равны 2« ф- 1.

Возьмем три последовательные вершины А1г Д2 и Д3 полигона
Клейна и рассмотрим векторы ОАЬ ОА2 и ОА3 (рис. 3). Пусть обычная 
длина ОАг будет р1э длина ОА2 р2, длина OAS р3. По обе стороны от

каждого линейного ряда, параллельного СМр на расстоянии----- !------ 
(2л + 3) р

от него проведем параллельные ему прямые. Таким образом, каждый 
линейный ряд, параллельный ОАг, оказывается заключенным в полоску
ширины Аналогично линейные ряды, параллельные О А, и ОА3,

(2л 4- 3) pi

* Как известно (3), для всех форм, не эквивалентных 

, причем минимум достигает­X = ўі- только для форм, эквивалентных х2 + 2ху — у2 
Г8

ся, например, при х = 1, у = 0.
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заключим в полоски ширины —и -2 хЛ_ соответственно. 
(“л 4" 3) ?2 ”1“ 3) Рз

Несложный подсчет показывает, что каждая точка параллелограмма, 
построенного на векторах ОА1 и ОА2, а следовательно и всей плоско­
сти, окажется покрытой по крайней мере одной из этих полосок.

Пусть точка——Y2 лежит в полоске, окружающей линейный 
ряд, параллельный ОА^. Тогда существует параллельный OAj линейный 
ряд, удаленный от нашей точки не более, чем на — п , что, оче- 

4- 3) ру
видно, меньше, чем —, откуда следует, что полученная оценка не- 
точна, по крайней мере для форм, эквивалентных Рп (ц^-1).

-г л. х24- 2пху—V2Іочность оценки для форм, эквивалентных —, вытекает 

из результатов, полученных Б. Н. Делоне (5), а для форм, эквивалентных 
Рф из того, что

при х = 0, у = 0 и меньших значений не принимает.
Московский государственный университет 

им. М. В. Ломоносова
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