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1. В этой заметке рассматриваются уравнения вида

. Оф
L м + /х^=0’ (О

где значения функции х\ х2, x3) = ^(ct, х, у, z) принадлежат 
конечномерному или бесконечномерному пространству R, в котором 
действует некоторое представление группы Лоренца; L°, L1, LA, LA— 
линейные преобразования (матрицы) в пространстве R, а х —веще­
ственная постоянная. Уравнение (1) называется инвариантным, если 
для любой матрицы Лоренца || || имеет место равенство L'— 

з
= I'jSES^, где 5 — преобразование величин ф, отвечающее

J=o
матрице |[Zy||. Вслед за известным уравнением Дирака различные 
частные случаи таких уравнений неоднократно исследовались различ­
ными авторами (см., например, (1-5)). Общий вид уравнения (1) для 
конечномерного R рассматривался в работах (®,7)*.  В настоящей работе 
одновременно изучаются как конечномерные, так и бесконечномерные 
инвариантные уравнения.

2. Неприводимые бесконечномерные представления 
собственной группы Лоренца. В этом пункте мы приведем 
в наиболее удобном для нас виде формулы, задающие неприводимые 
представления группы Лоренца, перечисленные в (8,9).**

Эти представления определяются парой чисел #0, ku где #0 — це­
лое, ;произвольное комплексное. Обозначим, как обычно, через 
Т3=— Л' (ь Ў—0, 1,2,3) линейное преобразование в пространстве 
R(k„ ы, в котором действует наше представление, отвечающее инфи­
нитезимальному преобразованию Лоренца в плоскости (Я, х1}.

* Примечание при корректуре. После сдачи настоящей работы в 
печать авторы познакомились с интересной работой (14), посвященной этому же воп­
росу.*

** В работах (8,9) доказано, что указанные ниже формулы содержат все унитарные 
неприводимые представления группы Лоренца. Если считать в (8,9) параметр р комп­
лексным, то мы получим также и не унитарные бесконечномерные неприводимые 
представления (см. (9), стр. 504). Неприводимые бесконечномерные представления 
группы Лоренца рассматривались также в работах (10,1г) (последняя из этих работ 
известна авторам лишь по краткому сообщению в Physical Abstracts). Применение 
относящихся сюда результатов см. в (12).
ч*
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Координатные векторы в R(kiHhi) обозначим через Ц. Здесь р для 
каждого принимает #-М значений: p=k, # —2, k — 4, 
a k, вообще говоря, принимает значения |#0|, |#0| + 2, |#о) + 4,... 
Исключением является случай, когда — целое число одинаковой 
с k0 четности и l#il>l#oh тогда # = |#01, J#o| + 2, ..., | ^ | — 2. 
Представление в R^k.) задается формулами:

2/32 = ip^p, ' 2 (/21 + Z/18) С = (# + РЎ - Р + 2)‘/! ^2,

2 (Z21 - И13) £ — + р + 2f' - рў (2)

4/°1 ^=- (# + РЎ (k - РЎ Bk 4- pAk +

+ (# р + 2ў ^ + р + 2Ў Вк+2 ^+2,

/02 —/01 /21___ /21 /Ol — f/Ol, /21 /вз = [/оі} /31] ( (3)

где

Ak— 2kok
k (k + 2) к ’ O2- i)1/* л (4)

Из этих формул видно, что (#o,£i) и (—^0» — #i) определяют одно 
и то же представление. Во всех остальных случаях представления, 
определяемые (#0, #4 и (^, #J), неэквивалентны. При чисто мнимом 
и при #о = О, 0<#!<2 представления унитарны; при #х целом 
одинаковой четности с #0 и представления конечномерны
и эквивалентны представлениям в пространстве симметрических спи­
норов с (| #і Ц- #01 — 2)/2 непунктирными и (|#і~ #0| — 2)/2 пунктир­
ными индексами.

3. Уравнения, инвариантные относительно соб­
ственной группы Лоренца. Из определения инвариантных 
уравнений, данного в п. 1, легко следует, что для них Lc=[Ln, 1°‘] 
(Z=l, 2, 3) и что для того, чтобы по L° можно было построить инва­
риантное уравнение, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
равенства:

7°,/32] = 0, [7°, /4 = 0, [7°,/13] = 0, (5)

[[7°, /°1],/°1] = 7°. (6)

Мы будем предполагать, что представление, действующее в про­
странстве R, разложено на сумму наших неприводимых представле­
ний, и нумеровать эти представления индексами т. Через Д’ _ мы бу­
дем обозначать введенные ранее координатные векторы, отвечающие 
представлению, отмеченному индексом т. Из равенств (5) следует:

(7>

Для отыскания 7° остается найти числа с*,. Из равенства (6) можно 
вывести, что только если одно из чисел пары (#0, #J), опре­
деляющей представление т', равно одному из чисел пары (#0, 
а второе из них отличается от второго из чисел (#0, #х) на + 2 и что 
ПРИ #;) = (#« +2, #0 (или (#0, #[)=(#!, #0 + 2))

С*. = czx, (# + #0 + 2)^^ — #оу/., 

4,T=C4(#+#0 + 2)1/3(#-V4 (I)
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а при (^, ^)=(^Oj h + 2) (или (£0> + 2, ^o))

Д* = + 2R* -
+ + (И)

где c--’, cz-z — произвольные комплексные числа. В конечномерном 
случае (I) и (II) могут заменить более сложные формулы (66), (67) 
(47) и (48) работы (6). ' v

4. Уравнения, инвариантные относительно отраже­
нии. Для того чтобы уравнение (1) было инвариантно относительно 
отражений, необходимо и достаточно, чтобы в Д’, наряду с непри­
водимым представлением т, определяемым числами (#и, (иначе

О. имелось также представление т~(^и,— (при #о=О или
= т=т) и чтобы числа czz> в формулах (I) и (II) удовлетворяли 

условиям

CZZ' — C--, при т'=^=т';

при Т = Т; г__ = -4- с. при т'=т'.

5. Уравнения, получаемые из функции Лагранжа. 
Для того чтобы с данным уравнением можно" было инвариантно свя­
зать физические величины (вектор тока, тензор энергии импульса 
и т. д.), а также построить функцию Лагранжа, необходимо, прежде 
всего, чтобы из величин ф можно было составить инвариантную эрми­
тову квадратичную форму (ф, ф) (обозначаемую также ф+ф). Для вы­
полнимости законов сохранения необходимо далее, чтобы

(А°ф, ф) —(ф, £°ф). (8)
При этих условиях мы сможем также получить уравнение из инва­

риантной функции Лагранжа.
Для существования инвариантной эрмитовой формы необходимо 

чтобы наряду с представлением т ~(^0, в R встречалось пред­
ставление ~(#0,—£j), где ^ — комплексно сопряжено с При 
этом для ф= форма (ф, ф) задается формулой

(ФЛ)= (9)
р, k, ~

где ^тт* i ’ знак в правой части этого равенства определяется

из рекуррентной формулы а^. Числа а мож-
(^0> ^1)

но всегда считать равными ±1; разные выборы знаков у azz* могут 
приводить к физически различным уравнениям. Форма (ф, ф) будет 
инвариантна относительно отражений, если а__, = а . .

Подставляя выражение (9) для (ф, ф) в равенство (8), мы получаем 
дополнительные условия, которым должны удовлетворять czz-.

6. Заряд, энергия, массы и спины. При условиях н.п. 3—5 
уравнение (1) можно получить из функции Лагранжа

о . V 1 ( Д ‘ । А Д Д дф\ ] . ,, ,Й V {3 5? *) - (*'£ ») } + »(*. *)• (10)

Отсюда легко получить выражения для тензора энергии — импульса 
и вектора тока. В частности, плотность заряда р и плотность энергии
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W для решения ф уравнения (1) равны
р=^(А°ф,ф), ФЬМ (И)

Л 21 (\ дх° ) \ дх° J) ' f

Формула (7) показывает, что матрица А0 распадается на „ящики" 
|| ^, ||, отвечающие различным значениям А. Собственным значениям 

матриц ||^||, отличным от нуля, отвечают решения уравнения (1), 
описывающие покоящуюся частицу с массой =хЬ/сЦк> и спином, 
равным А/2 *.  Из (I) и (II) следует, что в случае конечного числа 
представлений -с собственные значения при А ->оо не могут убы­
вать. I аким образом, попытки построить уравнение (1) с растущим 
спектром масс для случая конечного числа бесконечномерных непри­
водимых представлений обречены на неудачу.

7. Примеры. 1) Пусть представление, по которому преобразует­
ся ф, распадается на четыре конечномерных представления: 1~(1,3),

1>3)> 3~(1,5) и 3~(—1,5). Тогда А0 (т. е. матрицы 
ИМ- £ = b 3) для уравнения, удовлетворяющего всем условиям 
п. п. 3—5, может быть в зависимости от выбора знаков в (ф, ф) при­
ведено к одному из следующих двух видов:

а) £=1 ^=3 Ь) ^=1 ^ = 3
/О 1 а 0\ /0 2£\ / 0 1 га 0\ /О 2р\
р 0 0 а М 2р О/1 /10 0 га) рр 0)
р 0 0 р ' ра 0 0 р /

0 а 3 0/ \ 0 га р 0'

где а и р вещественны, а>0. В случае отсутствия комплексных 
собственных значений полный заряд может быть дефинитным лишь 
в случае Ь] при а=—р=1. При этом все собственные значения L° 
для А = 1 равны нулю и уравнение (1) обоащается в уравнение Паули — 
Фирца(2) для спина 3/2®*.

2) Пусть представление, по которому преобразуется ф, распадается 
на два бесконечномерных представления 1~(1,^) и
вещественное). Здесь А=1, 3, 5, ... Матрицы ||с&,|| имеют вид 
/ОНП , „ ' 11

о /’ СПИНУ А/2 соответствует масса щ^ = т0/1). При 
£х—3 уравнение распадается на два уравнения — уравнение Дирака и 
бесконечномерное уравнение со стремящимся к нулю спектром масс.
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* Особую роль играют собственные векторы, для которых (ф, ф)=0; для них 
р = 0, W=0, и может оказаться комплексным (т. е. решение может экспонен­
циально возрастать при возрастании ' 1|).

** Утверждение о том, что уравнения Паули — Фирца не представимы в виде (1) 
см. (8,13)), основано на недоразумении


