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МАТЕМАТИКА

Б. Н. ГАРТШТЕЙН

О НЕКОТОРЫХ ПРЕДЕЛЬНЫХ ЗАКОНОМЕРНОСТЯХ ДЛЯ РАНГА

(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым 1 IV 1948)

Пусть случайные величины конечной последовательности

независимы и имеют одну и ту же функцию, распределения F (%).
Рангом называется случайная величина рп —гДе

С„=тах(^, С2, ■ • •, U, = ?2,..., Q.

В последнее время появилось значительное число работ, посвящен­
ных предельному распределению ранга в некоторых частных случаях 
(см например, С’2), дальнейшие литературные указания см. ()). Целью 
нашей работы является получение несколько более общих результа­
тов в том же направлении.

Обозначим через Фп(г) функцию распределения величины р 
Допустим, что при надлежаще подобранных постоянных и
и п —оо функции Ф„(аяи + й„) сходятся к некоторой собственной 
функции распределения Ф(и). Наша задача состоит в определении 
вида возможных предельных в указанном смысле функций Ф(«). dra 
задача решена нами при некоторых ограничениях, наложенных на 
начальную функцию распределения Д(%) величин S*.

Прежде всего мы предполагаем, что F(x) непрерывна. Другое 
ограничение нам потребуется при формулировке теоремы 2.

Из очевидного равенства
Р&п<г, гіпСу}=Р{Ц<г}-Р{^п<г, уп>у} = 

= Fn (г) -[Л (г) -F (у)]п 
находим, что

Ф„ (z) = J д („ _ 1) [д (г) - Л(у)]"-2 dF (г) dF (у).
—ОО у

Отсюда после интегрирования

Ф„ (г) J [F (г + г) - F (г)]"-1 dF (z).

* Т. е. отличной от несобственной функции распределения
I 0 для и С а, 

г(ц) = т ,11 для и > а, где а — постоянное.
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Обозначим через ФдР (г) функцию распределения величины 
через Ф-т (у) — функцию распределения величины—^ и через 
Y„(r)— композицию функций Ф^(г) и Ф-m (Ў), т. е.

(r)= J

Известно, что Ф$м (г) = Fn (г) и Ф(”тСу)=[1 — F(—j)]", откуда

=п J ^"(r —j/)[l —/=•(—J/) =
—ОО

=п j F"(r + %)[1 — F(x)]n-1 dF(x).

Теорема 1. Для того чтобы при надлежащем подборе по­
стоянных ап>0 и Ьп функции Фп(апи Д- Ь^) сходились при п-^оо 
к некоторой собственной функции распределения Ф (и), необходимо 
и достаточно, чтобы Тп (а„ц Ц-&„) сходились при тех же апД>0 и 
Ьп к некоторой собственной функции распределения. При этом 
обе предельные функции совпадают.

Наложим теперь на начальную функцию F(x) дополнительное 
ограничение, а именно, предположим, что F (х) такова, что предель­
ные распределения максимального "Д и минимального члена 
существуют.

В работе (3) показано, что класс законов, предельных для 
Ф(м(апи + Ьп) (при п-»оо), где а„>0 и Ьп — надлежащим образом 
подобранные постоянные, состоит из законов следующих трех типов:

(0 для и <С О, 
О ФД«)= _а 

для ц>0;

2) для “<0’
(1 для и )>0;

3) \(и)—е~е 
а—положительная постоянная).

Очевидно, что класс законов, предельных для функции Ф^(ап«+&я), 
где «„>0 и Ьп— надлежащим образом подобранные постоянные, 
состоит из законов тех же трех типов, так как если 7]„=min (Д, В2,..., Іп), 
то —7]„=тах (— -Д2, ..., - Д).

Для определения класса возможных предельных распределений 
ранга необходимо следующее предложение, дающее оценку порядка 
роста величин ап.

Лемма. Если при некотором подборе постоянных ая)>0 и 
Ьп ^{м(апи^Ьп) при п-^со сходятся к собственному предельному 
закону, то при любом г>0 и п-* со

1) в случае Ф (и) = Ф Ди) имеем апп а “->оо и апп а е->0;

2) в случае Ф (и^ТДи) имеем апп* -^со и апп^ ‘ ->0;
3) в случае Ф(ц) = к (и) имеем апФ со и апп~г -*0.
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На основании этой леммы доказывается
Теорема 2. Класс возможных предельных законов для ком­

позиции функций распределения максимального и минимального 
членов состоит из законов следующих шести типов:

ФД«), ТДм), М«), Фа(«)* Ф«(ам), 'ГДй). ТДац), Ци)-\(аи), 

а — постоянное.
Непосредственным следствием теорем 1 и 2 является утвержде­

ние, что в наших предположениях предельное распределение ранга 
может принадлежать лишь к одному из указанных шести типов.

Наши результаты вместе с § 6 (3) позволяют получить, в частности, 
результат Гумбеля (г).

В заключение считаю своим долгом выразить глубокую благодар­
ность Б. В. Гнеденко за постановку задачи и постоянную помощь 
при ее решении.

Львовский государственный университет Поступило
им. Ивана Франко 1
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