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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА
Н. Н. ЛЕБЕДЕВ

О РАЗЛОЖЕНИИ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФУНКЦИИ В ИНТЕГРАЛ
ПО ФУНКЦИЯМ МАКДОНАЛЬДА С КОМПЛЕКСНЫМ ЗНАЧКОМ

(Представлено академиком А. Ф. Иоффе 11 V1947)

В настоящей работе устанавливается справедливость теоремы типа 
интеграла Фурье

f(x) = — f (О
та J. .1 %а — i оо О

где 1у{х\ КЯх) — цилиндрические функции мнимого аргумента с ком­
плексным значком р. = с4-Н, *>0,

Теорема справедлива для произвольной функции f(х), удовлетво­
ряющей условиям*:

I. f (х) имеет ограниченную вариацию во всяком конечном интер- 

-вале (а, А), 0 < а < А. II. — f (х) /Дх) € L (0, оо).

В точках разрыва f (х) заменяется, как обычно, полусуммой 
3/2 (х-|-0)-|-/г (х — 0)]. Если положить

= (2)
О

то теорема (1) может быть записана в виде формулы обращения

J (-«>0). (3)
» — « ОО

Формулы обращения, содержащие интегрирование по индексу ци­
линдрических функций, рассматривались автором и М. И. Конторо- 
вичем (х,2). Предположение о существовании рассматриваемой моди­
фикации этих формул было высказано Г. А. Гринбергом (3).

Для доказательства заметим, что интеграл (2) сходится абсолютно 
и равномерно относительно т во всяком конечном промежутке (—Т,Т).

На основании оценки
(4)

-следует, что Д(ц) = Е (а-рт) представляет непрерывную функцию 
т в промежутке (—Т, Т), и интеграл

j (%)=_L С ^(а) Ку (х) (х > 0) (5)
И Jа - ІТ 

имеет определенный смысл.
Доказательство теоремы (1) сводится к доказательству, что

lim J(x)—f(x). (6)Г _> оо
* Эти условия могут быть нескол ько расширены.
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. (5) F „Не­
доказанной равномерной сходимости. м£ получим тогда*0""0 ввиду

J {x)= Ш^± 
J ’ TM 

0

или, если положить Е,=хе9

G.

= ) f(xe^Gr(Q)dG,
(8)

!л4 (xee) (x) du.. (9)
леи^фГ™ РаС'уЖ™ основываются „а интегральном представ-

00

4 (хе9} К и. (х) = X j уо (Хе9^) ds, 

—0

(10)

ф = (2сЬs — 2ch О)'/», — оо<0<оо —1/ и а 
селя. Легко видеть, что интеграл (Ю)сходится-- иЛ, ЖТМУ М0ЖН?; мме"»в проіведі"™

( ) интегралом (10), переставать порядок
равномерно относитель-
цилиндрических 
интегрирования.

функ- 
Тогда

где

а 4- ІТ

■^(хе'11-^ds du —
з ІТ

( h(x^^}±-(e-^^L\dS=l sinro
» V * ) . ~1~ (И>

as----  sin ST Jj-X^xLds
S ф (12)

4 функция Бесселя.

очевидным.
CO

r1^ ~ f (xX
—■CO

(13)

m следует, что 
жутке (—ш, <o) и IGxe^e^QLi т всяком конечном проме-ство образом, доказать-

ОО

Дтх / /■(^°) 4^6 = 0. 
— оо

женЧие°^910ЦеН“ТЬ "“«о™ при больших Т, 
ение (U) при помощи интегрирования по частям

J008

преобразуем
, что дает

(14)

выра-



CO ( ОО

Rr ————( J—xe^’+’W® —- cos 70-! t e~lS ch s cos 7sff—-----
г лГ J I 2 0 J [Д s

— 00 ( — 00

_lhL — a ^2^?^ Л(хе°/2Ф)]^1 . (15)
№ s J s ф2 J

Условимся в дальнейшем обозначать через Дъ Д2,... и ^(х), 
М2(х\... величины, которые при фиксированном о являются соответ­
ственно абсолютными постоянными и ограниченными функциями от 
х (х>0). Пусть О у О, так что ф вещественно.

„ , - n sh 0 , ,Принимая во внимание ограниченности функции , е щЬз,

1____th^ th у Ji (xe612^ J (ле”/2ф) (хе°^2ф) Jp®
s S2 ’ s’ xe^ ’ ’ ’ хгеЦ2 ’ Ia(xe^

имеем *
00

A хе®!2 СI RT Ie <o < -y-----Fy— e-^s[A2xeW + A2xeW + A^W2] ds=
—0

= A^±A^A —у— Л (16)

Положим теперь 0>O; тогда ф вещественно при s>6 и имеет 
чисто мнимое значение ф = гф1; ф1=(2сЪ0 — 2chs),/« при —OysyO. 
Соответственно этому представим RT в виде

В >0 — ^1~F^2> (17)

п хУ2 1 0+7,) о sh 9 т-л I Г ,с < -г Г/ 1Rr~----- -----; — xd " ----- cos 76 — I e M chs cos 7s--------nf 2 0 J LV S
I e

ths th s \ (ree/2|) „„n/oths hs . , „„..I , Z1O4----- o.y------ __C ds , (18)

00

n xe^12 f . „ Г / 1 th s---------- I e sch scos 7s (-------------
■кТ I L \ s №

—e

ds.
s Ф?

— хеь<2

Так же как и выше имеем
, „ , М„ (х) . ,

It (хе^12^

4-х

(19)

(20)

Оценка R2 представляет наибольшие трудности. Мы имеем

|/?2К л^12 Се(в+і)ds 
т J Фі

О

Гр+.у (21)
J t,

Полезно иметь в виду тождество

ЛУ®/2П= V Л (хе^ф)+ xM(ch 9- е--) 
г 3

Л (хе*12^ 
х2е^2

1009



Разбивая в Qt промежуток интегрирования на промежутки (О, е) 
и (=, 0), е — произвольное фиксированное число, получаем:

„ —1 (o+i) 5 Л (ve9/2^)
vi — т Iе -------- ---------as 4-

1 J Фіо

, Лвхе°/2 
Г -- Qs+Qh (22)

Так достигает максимума на нижнем пределе, то

(23)

Далее легко показать:

или, так как

Л/2

ch ‘ 6 cos2’4-^ [Х(х )2е° ch 9 sin^)tZf, 
b

I cosR (z sin t) dt——
J 2о (г/2)!

(24)

(25)

Qi ■ Ch + 9 Л j/2e9 ch 9) — tPPlPI /a(Xe^. (26) 
(2e9ch6p-L

Из (22), (23) и (26) следует, что

(27)

Интегрируя по частям, легко находим

п ^А^е912
Х2 ----- ~

/j ( 2xee'2sh —У

-А__
е 

2sh —
2

/Дле9). (28)2 + a11q1<^

Из этих оценок непосредственно следует:

| RT | -С [^хе6) (— оо < 0 < оо), (29)

откуда вытекает существование предела (14). Теорема (1) доказана.
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