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р-группа она обладает таким рядом -г- не превзойдет числа s=mpn-^n. 
Но тогда каждый (5+1)-члейціый Коммутатор, составленный из эле­
ментов группы эіл, должен быть равным единице.

С другой стороны, так как группа есть конечная р-группа, то 
существует такое натуральное число а, что число ра будет ее поряд­
ком. Но тогда верхний центральный ряд группы ф/91 не может иметь 
длину, большую числа а, и, следовательно, всякий (а-|-1)-членный 
коммутатор, составленнцй из элементов группы Ф, будет элементом 
группы 91.

Ввиду этого всякий (а+«+2)-членный коммутатор, составленный 
йз элементов группы ф, можно заменить ($-|-1)-членным коммутато­
ром, начинающимся некоторым элементом Д' из группы 91. Но в таком 
коммутаторе можно, не меняя его значения, заменить не содержа­
щиеся в группе 91 его элементы соответствующими им представителями 
Pv Ps,..., Ph смежных классов разложения (1). Коммутатор, появляю­
щийся в результате этой замены», будет составлен из элементов груп­
пы ^л' и, следовательно, будет равен единице, так как является 
($-|-1)-членным. Вместе, с этим доказано, что всякий [а~Н+2)'член­
ный коммутатор, составленный из элементов группы ф, равен единице. 
Отсюда уже легко получить, что группа ф обладает верхним цен­
тральным рядом с ДлийОй, не превосходящей числа

Примечание. Обычный коммутатор [Хц
называется двучленным. Коммутатор flXw называется трехчлен- 

щым и т. д.
Теорема 3. Если- конечное р-расширение ф произвольной, абе­

левой р-группы Ж имеет верхний центральный ряд Конечной длины, 
.то порядки элементов фактор-группы группы ф по ее центру 
ограничены в совокупности.

Доказательство. Рассмотрим группу п, порожденную нроиз- 
вольным элементом Р группы ф и произвольным элементом Р* группы 
ф‘, определенной выше; Группа п, будучи подгруппой группы ф, 
обладает верхним центральным рядом конечной длины. Так как сте­
пень Р*’" {р”—порядок группы ф*) содержится в центре группы 
Q, то, ввиду теоремы 3 из (2), в центре группы©, содержится также 
степень Р’"^-0, если с’—длина верхнего центрального ряды группы 
а, и, значит, степень Рр , если с — длина верхнего центрального 

:ряда группы ф. Но, ввиду определения группы ф", это значит, что 
степень Р- . каждого элемента группы ф содержится в центре 
этой группы. Террёма доказана.

Из доказанных теорем вытекает:
Теорема Если конечное ■ р-расширение % произвольной бес­

конечной абелевой р-группы обладает верхним центральным рядом 
конечной длины, то все факторы этого ряда, за исключением, 
может быть, первого, являются прямыми произведениями цикли­
ческих групп ограниченного в совокупности порядка.

2. Теорема 5. Центр каждого конечного р-расширения ф 
произвольной абелевой р-группы 91, обладающей бесконечным мно­
жеством элементов р-го порядка, содержит бесконечно много 
элементов р-го порядка.

Доказательство. Если 91* — группа, порожденная элементами 
р-го порядка группы 91, а ф* — определенная выше группа, то произ­
ведение 9Гф‘ удовлетворяет условиям теоремы 1, так как группа 
-Ф*— конечная р-группа (см. (3)). Следовательно, центр группы 91*ф‘ 
бесконечен, а следовательно, бесконечно и его пересечение с под­
группой Ж*, имеющей конечный индекс в группе 9Сф‘. Так как все 
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Iличные от единицы элементы группы 91* имеют д-й порядок, то 
Орема доказана. *
Теорема 6. Каждая р-группа обладающая возрастающим 

центральным рядом и удовлетворяющая условию минимальности 
нормальным делителям конечного индекса, является конечным 

Іасшйренйем прямого произведения примарных абелевых групп 
па р™.
Доказательство. Из условия минимальности по нормальным 
зителям конечного индекса вытекает существование у группы $ 
эмального делителя конечного индекса зг, не содержащего отличных 
него нормальных делителей группы $, имеющих в $ конечный 

хеке. Опираясь на теорему Пуанкаре о подгруппах конечного ин- 
<са, легко установить, что группа эі не имеет истинных подгрупп 
аечного индекса. Но тогда группа at, будучи д-группой, обладающей 
зрастающим центральным рядом, должна быть полной абелевой 
уппой (см. (2)) и, значит, прямым произведением примарных абеле- 
х групп типа р™ (см. (4)). Теорема доказана.

Из теорем 5 и 6 вытекает

Теорема 7. Если центр р-группы $, обладающей возраепгаю- 
1М центральным рядом и удовлетворяющей условию минималь- 
сти по нормальным делителям конечного индекса, содержит 
шь конечное множество элементов р-го порядка, то группа $ 
ециальная.

Действительно, при условиях теоремы группа $ не может быть, 
иду теоремы 5, конечным д-расширением бесконечного прямого 
оизведения примарных абелевых групп типа д00 и, значит, ввиду 
□ремы 6, будет конечным д-расширением конечного произведения 
кого рода и, следовательно, специальной группой (см. (5)).

Теорема 7 может быть сформулирована в следующей равносильной
>рме.
Теорема 8. Каждая р-группа, обладающая возрастающим 

, нтральным рядом и удовлетворяющая условию минимальности 
Ino абелевым нормальным делителям и нормальным делителям 
? конечного индекса, является специальной группой.| Из этой теоремы легко получается
Г Теорема 9. Каждая локально конечная р-группа $, удовлет- 
' воряющая условию минимальности по нормальным делителям, 
является специальной группой.

; Доказательство. Будучи локально специальной, группа $ 
обладает центральным множеством (см. (®)) и, значит, ввиду условий 
минимальности по нормальным делителям,—возрастающим централь­
ным рядом. Но тогда группа $ должна удовлетворять условиям пре­
дыдущей теоремы и, следовательно, будет специальной.

Так как каждая специальная группа удовлетворяет условиям ми­
нимальности по произвольным подгруппам, то отсюда вытекает

Следствие. Если локально конечная р-группа удовлетворяет 
условию минимальности по нормальным делителям, то она удо­
влетворяет и условию минимальности по произвольным подгруппам.

Для случая счетной локально конечной д-группы это предложение 
содержится в (7).
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