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Мы изучаем непрерывные отображения нульмерного компакта на 
компакт конечной размерности п>0. Рассматриваемые компакты ле­
жат в евклидовом пространстве. П. С. Александров поставил вопрос 
о возможности представить непрерывное отображение, повышающее 
размерность Y—f (Д'), в виде итерации двух непрерывных отображе­
ний так, что ф не повышает размерности, а <р конечнократно 
(такое представление мы в дальнейшем называем представлением А).

И. А. Вайнштейн доказал С1), что для неприводимого отображения 
нульмерного компакта на отрезок представление А всегда существует. 
Он же указал пример непрерывного отображения одномерного ком­
пакта на двумерный, для которого представление А невозможно. Мы 
находим условия, при которых для непрерывного отображения нуль­
мерного компакта представление А существует, и указываем примеры, 
когда оно невозможно.

Непрерывное отображение У=ср(А) называется /и-кратным, если 
прообраз каждой точки у содержит не более т точек.

Мы рассматриваем разбиения нульмерного компакта X на суммы 
конечного числа непересекающихся кусков (т. е. открытых и замк­
нутых его частей). Последовательность разбиений X такая, что каж­
дое последующее разбиение является подразбиением предшествую­
щего, называется убывающей последовательностью разби­
ений X.

Теорема 1. Для того чтобы для непрерывного отображения 
Y=f(X) нульмерного компакта X существовало представление А 
/^«рф, где ср т-кратно, необходимо и достаточно, чтобы для 
произвольной убывающей последовательности чисел стремящих­
ся к нулю, существовала убывающая последовательность (Sk) раз­
биений X на непересекающиеся куски так, что k-e разбиение X 
индуцирует гк-разбиение Y порядка не выше т — 1.

Если dimE = zi*,  то, в силу теоремы Гуревича (2), ф не менее, чем 
пД-1 -кратно. Разбиение /z-мерного компакта Е на компакты Е) мы на­
зываем правильным, если для любого # dim F^... F
Легко показать, что если dim Г = я и существует представление А 

где ср п'~\-кратно, то разбиения (S^) теоремы 1 индуци­
руют правильные гк-разбиения У порядка п.

Для нульмерного компакта X всегда возможно каноническое пред­
ставление вида

оо
х= п 2

т = 1 і = 1

* dim Y — размерность Y.
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где все * • - куски X, причем либо ^.^,, = 0, либо *т1 с КтЧ, (тог­
да т>т ) и диаметры пті стремятся к нулю с возрастанием т Часто 
непрерывное отображение X на Y определяется заданием для всех 
Пті ИХ образов Поэтому удобно иметь связанный с таким за­
данием f критерий для возможности представления А.

Теорема 2. Пусть X и Y — компакты, dimХ=0, dimK = n и 
Y~f (^) непрерывное отображение. Если существует такое k 
что пересечение k образов элементов некоторого канонического 
представления X одного ранга всегда нульмерно или пусто то для f 
существует представление А, где не более, чем п- Д—Х-кпатно

Доказательство этой теоремы основывается на следующей лемме- 
компакта'X непРеРывн°е отображение нульмерного
компакта X и X=LSi —правильное разбиение X на куски инду-

Если разбиением одного элемента 
f(Sr) на куски диаметра <s можно получить разбиение Y такое 
что пересечение т^-Х элементов разбиения, хоть один из кото­
рых входит в f(Sr), пусто, то можно, разбив Sr на куски, полу- 
чить правильное разбиение X, индуцирующее новое разбиение Y 
обладающее тем же свойством. мнение г,

Лемма доказывается по индукции и доказательство ее сходно с 
доказательством леммы в (3). идни с

Следствие. Для неприводимого отображения нульмерного 
компакта на отрезок возможно представление А Доф где ф 
двукратно*, так как в этом случае ?

РассматРиваем Далее конечнократное’ непрерывное отображе­
ние <р такое, что число точек, содержащихся в прообразах различных 
точек образа, неограничено. и различных

Пусть К =/(А) —непрерывное отображение и X=^Smi — убываю­

щая последовательность правильных разбиений X. Для каждой точки 
Т^Е обозначим через элементов Sml, пересекающихся

Назовем индексом последовательности разбие­
нии в точке у верхнюю грань чисел 1Ду\

ind(-ym)(jz)==sup/m(_y).

Если f конечнократно, то, очевидно, ind у конечен для любой по­
следовательности правильных разбиений X.

ЕсЛи Y~f (х)—непРеРывное отображение нуль­
мерного компакта, то для того, чтобы существовало представ­
ление А, необходимо и достаточно, чтобы для произвольной 
убывающей последовательности чисел ет-»0 существовала убыва­
ющая последовательность (Sm) правильных разбиений X, индуии- 
рующих гт-разбиения Y такие, что ind(.w у конечен в каждой 
точк в.

Пользуясь этим критерием, мы строим пример неприводимого ото­
бражения канторовского совершенного множества на квадрат для 
которого представление А невозможно. Для этого строим убывающую 
последовательность 1/2т-разбиений квадрата С со сторонами длины 
1, лежащими на осях ОХ и OY.

Прямыми 1Х и 1у делим С на четыре равных квадрата. Затем часть 
лежащую слева (и также справа) от I заменяем бесконечно- ' 

звенной ломаной, нечетные звенья которой располагаются последова­
тельно на прямых у= 1/4 и ^ = 3/4, а концы их соединены звеньями 
параллельными оси Y. При этом верхний топологический предел зве-

Это усиление теоремы И. А. Вайнштейна (1), который не оценил кратности ® 
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ньев совпадает с отрезком L прямой /9 с концами ^ = 1/4 и у=3/4. 
Разбиение С на четыре куска 81г, каждый из которых ограничен от­
резком прямой 1у и одной из построенных ломаных, называем разби­
ением первого порядка.

Дальнейшие разбиения С строим по индукции так, чтобы удовле­
творялись следующие условия:

1. Каждый кусок 3mi ранга т лежит в прямоугольнике рт1 со сто­
ронами, параллельными осям, и диагональю < 1/2т-1.

2. Граница bmi куска 3т1 состоит из отрезков, лежащих на двух 
счетных множествах прямых, параллельных осям. Множества эти J xmi 
и J ymi замкнуты.

3. Если точка М входит в 8тг,.. .8mik, то М входит в отрезок, со­
держащийся в 8mh. . . 8mik. При этом в 8ml-8mJ входят только гранич­
ные точки кусков.

Построенное разбиение первого порядка удовлетворяет этим усло­
виям. Для построения (т-|-1)-го разбиения делим прямоугольник рт1, 
содержащий 8т1, на четыре прямоугольника pm+\,j при помощи пря­
мых 1хт1 и lymi, параллельных осям и не принадлежащих J xm-\-J ут= 
= 2 так’ чт0 Диагонали всех рт+х^ меньше 1/2т. Пря-

І

мую lxmi окружаем замкнутой полосой кхті, не содержащей прямых 
множества J хт, так, чтобы полосы \хті и \xmj совпадали, если 1хт1=1хтЧ 
и не пересекались в противном случае (аналогично для Каждый 
прямоугольник p'm+l, j С pmi Заменяем прямоугольником pm+l,j, полу­
ченным прибавлением к pm+t,j отрезков пересекающихся с ним по­
лос \хт1 и \ymi. Ширину полос выберем достаточно малой, чтобы 
диагонали pm+\,j были < 1/2”. Прямые 1^ и 1ут1 рассекают кусок 

,8ті на п-<4 кусков 8т-н, з- Если границы З^+ь э Де пересекаются с 
1хт1 и lymi (что возможно, если 8т1 несвязно), то 8m+i,,• — 8m+i,j.

В противном случае перестроим 8т+м внутри полос Ухт1 и \ymi. Пря­
мые lxmi и lymi пересекаются либо вне, либо строго внутри так 
как не несут отрезков границы Ьт1. Во втором случае пусть M—lxmi-lymi. 
Тогда Md \xmi-^yml=<Jml. Очевидно, amld8mi. Тогда, так же как 
при построении 8П, заменяем части 1хт1, лежащие в ami вправо и вле­
во от lymt, двумя бесконечнозвенными ломаными, у которых звенья, 
параллельные оси ОХ, лежат на сторонах полосы \xmi и limtop звеньев 
совпадает с отрезком lymi-omX. Части 8^+1,ь лежащие в ami, заменяем 
кусками, полученными разбиением sml при помощи 1ут> и построенных 
ломаных.

Рассмотрим далее часть lxmi, попавшую в кхті omi. Имеем 
lxmrbmi d \xmi — aml. Множество lxmi-bml замкнуто и счетно. Каждая 
его точка лежит на отрезке bmi, параллельном оси OY, пересекающем 
всю полосу \хт1. Каждую изолированную точку М множества lxmi-bmi 
мы включаем в прямоугольник со сторонами, параллельными осям, 
так, что две стороны лежат на сторонах \xmi и всякая принадле­
жащая точка bmi лежит на отрезке L, проходящем через М парал­
лельно оси OY. Тогда часть лежащая с одной стороны от L, при­
надлежит 8mi, а с другой — не принадлежит. Прямоугольник ^м-8ті 
прямой 1хт1 рассечен на два куска, принадлежащих, соответственно, 
8m+ij и 8m+i,3'. Часть lxmi, лежащую в K^-8mn так же как мы де­
лали выше, заменяем бесконечнозвенной ломаной, у которой звенья, 
параллельные оси ОХ, лежат на сторонах ^xmi, и lim top звеньев сов­
падает с L. Прямоугольник ^-8mi этой ломаной разбивается на два 
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куска, одним из них мы заменяем 7^.8^, другим ^-8' Такое 
построение производим около любой изолированной точки’ множества 
xmt bmi (и также lymi-bmi). Тогда каждый кусок 8m+i,з заменяется но­

вым куском 8m+i, j. Каждый 8mi таким образом разбивается на п 4 
кусков 8m+u диаметра <1/2т. Мы показываем, что полученное раз­
биение удовлетворяет условиям 1, 2, 3.

Для построения непрерывного отображения C=f(P) рассмотрим 
каноническое представление канторовского совершенного множества 

да ( ), причем N1 4 и делится на столько же кусков, на сколь­
ко кусков 8m+i ,■ разделен 8mi. Куски тст+1>3-, подчиненные нуме­
руются теми же индексами, как куски 8т+М) подчиненные 8mi. По- 
ложив/(тг г) $тЬ получим непрерывное неприводимое отображение 
vnT ™ ЛЯ этого от°бражения не существует представлениях, так

1 пп казываем> что Для Л1°бой убывающей последовательности 
«ВДУВДРУющих е -разбиения С, sm-»0, найдется точка MczC такая, что ind^ }М=оо > т >

ПР°СТ0Й пРимертприводимого отображения 
канторовского совершенного множества на отрезок, для которого 
представление А также невозможно. ' Р
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