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1. В заметке (х) я рассмотрел некоторые частные решения задачи 
о плоско-параллельных малых колебаниях упругой системы, состоя­
щей из упругого полупространства и покрывающего его слоя сжимае­
мой жидкости. Характерной особенностью исследованных типов плоских 
волн является наличие одной (поперечной) или двух (продольной 
и поперечной) вещественных волн в полупространстве, которые могут 
быть произвольно заданы. В настоящей заметке изучаются те частные 
решения, при которых волны в полупространстве — комплексные и, 
стало быть, имеют поверхностный характер. Постановка задачи, гра­
ничные условия, обозначения и выбор координатной системы те же, 
что в работе (х). Попрежнему мы ограничиваемся неравенством

^2 > ^2 > ^1'

2. Если обратимся к рассмотрению плоских волн, описываемых 
потенциалом скоростей (т, _у) в жидком слое и потенциалами про­
дольным (т, ў) и поперечным ф2 (т> У) в твердой упругой среде, то 
дифференциальные уравнения плоских волн будут:

fJ—е2^ = о (— н<у<о), (1)
фу2 ущ2 ) дт2

 02')^ = о, — (- = О (v>0). (2) 
ду2 \а£-------- ) dz2 д у2 \Ь2--------- ) dt2

Пусть теперь 1 / b2<Z в <С 11В этом случае уравнения (2) суть 
уравнения эллиптического типа, и общее решение системы имеет 
форму:

91 (т, У) = /і (^ + хіУ) + А (т — *1У),
?2<Л У) = + Н^+Т^ — ^У^ (3>

ф2 (х> У) = (х + (т — ^У)-

Черта над знаком функции означает сопряженную операцию,
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Граничные условия задачи налагают такие соотношения на искомые 
функции:

*1 [/1 (А ~ А (')] = /х2 [.Л (A ] — 9 [g2 (4 + Ы?)1 ,

А[/ (Т) +/; (т)] = (1 - 2Ь^ [Л'М + /Ат)] - 2b^i\ [ЫА -g2A)L (4) 
Р2

2i4^[h W-h (АІ +0-2^62)[^'(х) + f2'(T)] = 0.

Будем требовать, чтобы функции j\ и Д были ограниченными, а 
функции А (т + й ft (т 4 і\У) — аналитическими в полуплоскости 
у > 0, обладали ограниченными производными и, кроме того, чтобы 
имели место предельные равенства:

Них 1 _------ = о, hm \ . (5)

где £ — радиус полукруга с центром в начале, расположенного в 
полуплоскости ^>0. По окружности этого полукруга берутся инте­
гралы.

При этих условиях можно показать, что из системы (4) следует 
функциональное уравнение

mf2 (z + А + A (z) = const (у > 0), (6)
где

Общее решение уравнения (5) имеет вид:

А (г) = Ф (z) е~і₽г + const, (б')

где £ = arg(—т)/Л, а Ф(г) есть произвольная периодическая функ­
ция с периодом h. Если положить для сокращения

Ф* (г) = Ф' (z) + гфФ (z),
ф (г) = Фх (т, у) + /Ф2 (т, у),

то окончательный результат решения задачи можно записать в форме::

ср (Т; у) =----- ------- Re ’ (R + іг) Ф’(т + ^у) е~ +
р,(1-^02)

+ (R — гг) Ф* (т + ^.У) е~ [,
<р2 (Т; у) = 2е^ ] Фг (т, у) cos 4- Ф2 (т, >) sin Йт (А

ф (Т; у) = I Фі (Tj cos рт _ ф2 (т> у) sin рт ( .
1—26^02

Символом Ф‘(т +X1V) обозначено предельное значение функции,, 
когда z стремится к вещественному значению т + Х]_у. Можно пока­
зать, что при условии ограниченности Ф (z) в полуплоскости у > О 
и соответствующем выборе значения .t = arg (— /и) /h, найденная система 
функций удовлетворяет уравнениям (1) и (2), а также граничным 
условиям и условиям (5). Формулы (7) обнаруживают, что затухание 
поверхностной волны с глубиной мажорируется экспоненциальным
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законом. Произвольным остается выбор аналитической функции в полу­
полосе (j/>0, 0<т<й). Характер произвола при этом такой же, 
как в случае свободных колебаний, когда каждая собственная функ­
ция определена с точностью до постоянного множителя.

3. Рассмотрим последний случай, при котором 0 Д» 1 /аг. Диффе­
ренциальные уравнения плоских води (1) и (2) имеют общие решения

91 (г, у) = /і Д + ^іУ) +Л — ++>
?2(т, У) ^2У) + — (8)
ф2 (х> У) = Si (т + + §2 (' — ^УІ

Граничные условия задачи дают:

/Дт + ^+УДт^О,

^1 [/1 W — 7+)] = І72 ІЛ W — /2 (т)] — 0 [gi+) — gi(т)]

[/І Ы -7+)] = (1 - 2^02) [ Л W + Л'W] - [g2 W - £2+]
Рз

2ib^2 [f2^) -'f2(+ +(1 — b^) [ЫД + +'(д] = 0.

Функция ДД + i^y) должна быть аналитической функцией пере­
менного т + Ь/^у, ограниченной в полосе (—Н^у<0, —00 < 
<< т < 4-оо). Условия для функций/2 и g2 те же> чт0 в предыдущем 
случае. При перечисленных условиях можно показать, что найдутся 
две функции /Д(т Д- i\y) и F2(x + ^H-V) аналитические, первая — 
при y<Z®> а вторая — при у>— И и такие, что Д(гД- Usy) = 
= (т д_ /х^) + Л2 (т + i^y). Как следствие граничных условий затем 
получается, что внутри полосы (—H<y<Z0, —00<*< + °°) имеют 
место равенства

«1 [^і(гД + ^2 (21)] = — 0gj (гД + const,

А [^і(2Д-/%(*Д] = (1 -2&Н/г (гД + 2/^0Х^(гД+ const, 
Ра

2^2 0*2/2(21) + (1 — 2Z>202) = Const,

где Zj = - + i^y.
При yZ>— Н имеем

— F2 (Zj) + Fr (гх — ih) = const.

Исключение Fv F2, g2 приводит к функциональному уравнению

mf2 (zx — ih) + /2 (z^ = Ciz1 + Co, (9)
D _ у

где т =------ , a z1 имеет положительную мнимую часть.
R + г

Общее решение этого уравнения с точностью до несущественной 
линейной аддитивной функции:

i In (— т)

/2(2Д = Ф(^)г (Ю)

где Ф(гД — произвольная периодическая функция с периодом th. 
Для ограниченности в нижней полуплоскости необходимо нера-
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венство Iт I> 1. Если пк^О, то можно показать, что требование 
ограниченности приводит к равенству

так что
Ф (z^) = С (постоянному),

Z In 1 |
А *. (Ю’>

При ттг> О оказывается, что ^(z^ — O. Окончательному результату 
можно придать вид:

?i у) = — СРг (R + И д х сод
Р1(1-2ф«)

<р2 (т, У) — sin ут,
z 2Сфх2

ф2 .У) =---------- — с cos ут,
1 — 2^02 

In I т I V =-------- !----1 .

Т1,

(11)

Решения вида (И) можно было бы получить методом Фурье;; 
однако тогда остался бы открытым вопрос о том, исчерпаны ли этими 
выражениями все решения. Этот вопрос при указанных ограниче­
ниях получил здесь положительный ответ.

Относительно множества тех значений 6, при которых существуют 
поверхностные волны (спектральные значения 0), можно сделать сле­
дующие выводы. Обозначим скорость поверхностных волн в одном 
полупространстве через с2 (релеевская скорость). Тогда при 1/с2< 
< 1 /«! существует один сплошной интервал, заполненный спектраль­
ными значениями 6. Левым концом его служила точка 1/«2, а пра­
вым— некоторое значение 0о>1/а]. Значение 0О зависит от констант, 
характеризующих среду; в частности, 0О уменьшается вместе с умень­
шением плотности жидкости. При 1/с2>1/а1 область спектральных 
значений 0 распадается на два изолированных интервала; один из 
них —интервал (1/а2, 1 /Ь2\ другой (1/с2, ОД где Оо зависит по- 
прежнему от констант среды и находится в той же, указанной выше,, 
зависимости от плотности жидкости.
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