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1. Доказано (Ч 2), что возможность апроксимации в среднем по­
линомами в областях с несвязным дополнением зависит от метриче­
ских свойств этих областей.

В последнее время (3) был указан предельный порядок убывания 
веса, когда в произвольной области с несвязным дополнением отно­
сительно всей плоскости имеет место полнота полиномов с весом 
в смысле приближений со средними квадратичными.

Интересно исследовать вопрос о полноте полиномов без веса в 
конкретных классах областей. В настоящей заметке мы решаем для 
некоторых классов областей с несвязными дополнениями задачу 
о взвешенно-равномерной апроксимации полиномами. Далее иссле­
дуем для этих областей родственные с этой задачей вопросы о при­
ближении в среднем, о равномерном приближении произвольных 
непрерывных функций на континуумах, разбивающих плоскость, 
а также вопрос об одновременной апроксимации в нескольких обла­
стях. •

2. Обозначим через В область на плоскости переменной z, огра­
ниченную двумя соприкасающимися окружностями С\ и С2; пусть 
С2 находится внутри С± и имеет центр в начале координат."

Точку соприкосновения этих окружностей обозначим через А.
Областью типа Дв будем называть произвольную область, нахо­

дящуюся внутри В и при преобразовании w = Ц~ переходящую 
в область со связным дополнением, где возможна равномерная апро- 
ксимация полиномами в замкнутой области.

Обозначим через р расстояние произвольной точки z до двойной 
точки А.

Тогда имеют место следующие теоремы:
Теорема 1. Если f (г) — любая функция, аналитическая в обла­

сти типа Ав, непрерывная вплоть до контура, за исключением, мо­
жет быть, двойной точки А и удовлетворяющая условию

lim f (г) е-1^ =0,
р “>0

то существует последовательность полиномов для которых
в области Ав-

su.^e-1i^ + s\f(z) — Pn(z)\-^O, £>0 любое.
со

И



Одновременно можно указать функцию, например У s> для кото­
рой невозможна апроксимация

sup е~ | У 2 — Рп (s) | -* 0, з С Дв. 
л->оо

Справедливо утверждение более общее, чем последнее.
Если для функции f^z), регулярной в В, имеет место 

supe-’/p1 \f(3) — Pn(z)\^Q,
П->ОО

то f(s) аналитически продолжима внутрь окружности С2.
3. Обозначим через В2 класс функций, регулярных в Дв и удов­

летворяющих условию
^j\f(z)\2dx dy^^.

Через Г(р) обозначим линейную меру дуг, которые отсекает 
данная область дв на окружности радиуса р с центром в кратной 
точке А.

Теорема 2. Если
Т(?)<е~'У + \ г>о,

то для любой f (з) из класса В2 в &в
inf JJl f (z) — Рп (s) I2 dx dy = О,

Л-»ОС ,
а если

£>О,

то существует область и функция, например У з, для которой 

inf fJWz-P^z) fdxdy^O.
”->оо

Справедливо и следующее утверждение:
Если в для функций f (z) из класса В2 допустима апроксима­

ция
inf f JI /’ (z) — Pn (z) I2 dx dy = 0 

л->оо*дв

при условии Т(ф)>е-й^г, то f(s) регулярна везде внутри Ои 
Теорема 2 следует из теоремы 1.
4. Для любой функции, непрерывной на ограниченной нигде не 

плотной и не разбивающей плоскость совокупности, возможна равно­
мерная апроксимация полиномами (4).

Теорема 1 позволяет обобщить результат М. А. Лаврентьева на 
некоторый класс совокупностей, разбивающих плоскость.

Теорема 3. На любой нигде не плотной совокупности В*, ле­
жащей в В и переходящей при w—Vs в совокупность, не разбиваю­
щую плоскость, для любой непрерывной функции f (z) возможна ап­
роксимация

sup I/pl+’| f (z)— ЛД3)!"*0» £>0.
л->оо

и существует совокупность такого же типа и некоторая непрерыв­
ная функция на ней, например У4 з на С2, для которой невозможна 
апроксимация

supe”1^1 | У з — Рп (г) ] 0, г>0.
л->со
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5. В случае двух областей, не имеющих общих точек, всегда воз­
можна одновременная апроксимация полиномами и в смысле равно­
мерных приближений, и в смысле приближений средними.

Это же свойство сохраняется для областей, имеющих одну общую 
граничную точку (5).

Но если области имеют более одной общей граничной точки, то 
при исследовании полноты играют роль метрические свойства обла­
стей.

Из теоремы 1 следует некоторый метрический признак, -указываю­
щий, когда в двух областях, имеющих более одной общей гранич­
ной точки, имеет место полнота.

Теорема 4. Пусть кв' и кв" две односвязных области в кв, пе­
реходящие при чт ~у z в области, имеющие не более одной общей 
граничной точки и допускающие равномерное полиномиальное при­
ближение в замкнутой области-, тогда для любых (г) и /2 (2), со­
ответственно регулярных внутри кв и кв", непрерывных вплоть 
до контура, за исключением, может быть, кратной точки А и 
удовлетворяющих условию

lim/^(г) е-11? — о (г=1, 2),
р->о

■возможна апроксимация
t 1 | с 1 t с к{supe-V? + ' | f, (2") — Pn (2")

П -г ОО Я -> OO
z'Q^b' р'^кв"

полиномы Pn(z) в обоих слагаемых берутся одни и те же.
Теорема 5. Пусть f\(z) и f2(z) — функции В2 соответственно 

■в областях кв и кв"-, тогда при условии

Т{фУ<,е-^+г, е>0

возможна одновременная апроксимация

inf ЩI/, (2) — Pn(z)\2dxdy + j j I f2 (2) — Pn (z)2 dx dy I-* 0.
П-+со\Ьв' Sb" j

А если
Т(?)>е-Ч?1 \ $ > 0, «

то такая апроксимация, вообще говоря, невозможна.
6. Обозначим через D конечную односвязвую область, находящую­

ся в плоскости с разрезом по ^"Грицательной части вещественной 
оси и переходящую при®> = У 2 в область со связным дополнением. 
Обозначим через о расстояние точки 2 до разреза —

Теорема 6. Если f(z) регулярна внутри D, непрерывна вплоть 
до контура, исключая, может быть, точки, лежащие на разрезе 
— и удовлетворяет условию

11m f (z) е~ = О, 
г о

то для нее возоможна апроксимация

+.
sup е е | f (2) — Pn(z) I ->0, s > 0 любое,

ОО

и существуют функции, например, У 2, для которых невозможна 
1 ,1 — «

■апроксимация при весе е~е
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Более того, если для какой-либо функции указанного класса допус­
ку _ *

тима апроксимация при весе е~е , то отсюда уже следует регу­
лярность этой функции и на разрезе — 00 < ж < 0. «

Отсюда следуют теоремы, аналогичные теоремам 2—5; приведем 
одну из них.

Проведем прямые, параллельные отрицательной части оси ох, на 
расстоянии'о от нее, и замкнем окружностью радиуса 3 их концы у 
точки г — 0. Обозначим через ^(о) линейную меру отрезков, кото­
рые отсекает область D на составленном таким образом контуре. ,

Теорема 7. Если

Т^)<ее , £>0,

то для любой f (z) из класса В., в D возможна апроксимация

inf j,^f^^Pn(z)\idxdy = O-, 
л-* со D

а если
I/O1 “

то существуют область D и функция, например г, для которых 
невозможна апроксимация

Inf — Pj^dx dy — O,
п —> со D

где D — соответствующим образом подобранная область. Такую об­
ласть получим, если, например, возьмем кривые, выходящие из точ­
ки ж0 (—и имеющие уравнения

sin nv I Л Sin П<р|_
4 ’ г" ’ 8 ’

где пЦп 1) /> 1 — е, 9 = arg(^— ж0), г —12 — ж0|, и замкнем их 
концы некоторыми дугами, огибающими начало координат.

Метод доказательства основных теорем 1 и 6 указан в (6).

Государственный университет им. В. М. Молотова, Поступило
г. Ереван -° * ”44
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От автора. В наше# предыдущей заметке, ДАН, т. XLIV, №2, вкрались сле­
дующие ошибки: _ ,1 Напечатано До л ж н о быть

Стр. 52, строка 5 снизу . . . 1/z— 24 1 /г — 2а4 
1/z — 2ai

1 — еСтр. 53, строка 1 сверху . . . 1/z —24

» » »

в теореме 5

е-ій''8-Е
, 1 + е 

е~^
1 — S

e-U|

, i'll— е
» е-ІгІ е- І 2 1

Стр. 54, теорема 8................... . е 8-Ц г)4’”


