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МАТЕМАТИКА
В. ВАГНЕР

ОБОБЩЕНИЕ ТОЖДЕСТВ РИЧЧИ И БИАНКИ ДЛЯ СВЯЗНОСТИ 
В СОСТАВНОМ МНОГООБРАЗИИ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 17КП 1944)

Рассмотрим составное многообразие Хп + (т) (’) со связностью клас­
са а, определяемой коэффициентами связности Г° (и“, где
^ = d^/dtk (к = 1,.s). ‘

Пусть 
= t2) (1)

бУДУТ уравнения двумерной поверхности в базисном Хп.
Рассматривая отображения локальных Хт вдоль произвольного 

криволинейного четыреугольника t2), М^Ч1, t2), Mi2(4\ Ч2), 
M2 (P, Ч2), образуемого координатными линиями, мы получаем то­
чечные преобразования в локальном Хт (Ма)

'иа = на (ис, t\ t2, Ч1, 't2), (2)

принадлежащие к группе голономии в точке Мо.
В силу соотношения На(ие, t1, t2, Т, Ч2)=На(ис, t1, t2, Ч1, t2) = 

12 12

— ua мы имеем, что первые частные производные от функции Иа от- 
12

носительно переменных 'Р, Ч2 при значениях 'Р = Р, Ч2 = Р будут 
равны нулю. Подобным образом мы полупаем, что из всех частных 
производных второго порядка при 'Р = Р, Ч2 — t2 только смешан­
ная производная будет отлична от нуля.

Может быть показано, что

/ д2На \

где мы обозначаем
дГа дГа

____1_ । р«р°_ Г^Г"
12 0t‘ dt2 1 С 2 2 ‘1

№
ya ya^f ж ж ?(ft) а _ уа _А_ (4)

Z ' ’ 75 Z ' dtzk гс дис ’

Z— 1,2, к= 1, . . . , 8.

Если связность линейна, т. е. Га = Г“(гР, мы имеем
Ra ==R~ (5)
12 F 1 2
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где
др#

п"»=11^_і4.Г'’р-Г'’Гс (6)
Л<ф 9е’ д^ 1 « ₽ ХИ«'

Рассматривая отображения локальных Хт вдоль пути 
мы получаем точечное преобразование

’и' — Н^и', Р, Г2, 71, 72), (7)
21

являющееся обратным относительно преобразования (2).
\ Подобно равенству (3), мы имеем

/ ^на \
7, = ?1 = —Г = (8)

\d'm221 12

Из равенства (3) следует, что, пренебрегая членами третьего по­
рядка относительно приращений Д71 — — tl, At2 = 't2 t2, мы можем 
представить уравнения (2) в виде:

'u‘zua- -R"(u", Р, f2) APAt2. (9)
_ 2 12

" (о)
Пусть tr (ис, tl, t2) (г — 1,, ^)—поле локального геометриче­

ского объекта класса г, определенное на поверхности (1). При пре­
образованиях координат в локальных Хт

иа'

компоненты этого геометрического объекта преобразуются согласно 
следующим равенствам:

иа, t2}, и°), И “°) Ы=1.--0, (11)

где — частные производные от ?°.

В результате точечного преобразования (2) в локальном Хт (Мо) 

мы получаем из геометрического объекта 12’ новый геометрический 
И.

объект того же самого типа * Й’
12

= (ТГ, R, t2), На, и\ Н“ b(H°, t\ t2, Т, 72)), (12)
12 I 21 21 21 J

где
= t\ t2, 4\ 't2),

R, t2, 't1, 't2), 
Habi ^bh — частные производные от Ra.

Рассматривая R, t2 как фиксированные и 71, 72 как переменные, 
мы получаем двухпараметрическое множество геометрического объ- 

(а)
екта * СГ в локальном (М^. Значения частных производных пер- 

12
(л)

вого порядка от £1* относительно переменных 71, 72 при значениях 
71 — #! 72 — р будут равны нулю. Подобным образом из частных
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производных второго порядка только значение одной
производной будет отлично от нуля. 

Обозначая

и ы = — ——-
12 =\ / ф == г

смешанной

(13)
X .

мы получаем с помощью равенств (3) и (8):

Л (а)
DLll =
12

/ (о). 
Rb [ — 
12 1 диь

▼ pl „ Рч
h 19^’ * * й = 1 0 h---bhU

(14)

где F‘b, F‘a 
о о ь.

— значения частных производных or F при

и Rab ь —частные производные от й“. Легко видеть, что 
12 1'' * h

1 Л (аУ
~ D£l'btl№ совпадает с дифференциалом Ли (р), стр. 135—137) от 
~ 12

• (“У. I
геометрического объекта Q‘, соответствующим бесконечно малому

. точечному преобразованию (9) группы голономии.
ню.

г При преобразованиях координат (10) DQ* преобразуются следую­

щим образом:
Л (а’У . ((«) I Л (а)
D и\ F), и"), W F), iF) DSJ. (15)
12 ( 1 ’ ’ ‘ h I 12

Л (a}
Отсюда следует, что О Й4 определяют геометрический объект

12

только в том случае, когда F* будут линейными функциями
(а). Я (а) (а)

от £2’. Однако Dil1 вместе с £2* всегда определяет геометрический 
12

объект.
Предположим, что связность линейна. В этом случае будем

иметь
Л(а\ И (о) (ОМП?

12 1 2
(16)

где
/ <«). 
д^‘

коорди-
(“У. («)

Пусть Dt£l' будет абсолютная производная от £2’ вдоль 
(я) 1 (аУ

натных линий F = const. Sr, DfAr определяют поле локального гео-
метрического объекта, заданное на поверхности (1). Рассматривая 
его абсолютную производную вдоль координатных линий Р —const, 

(«).
мы получаем объект Dt>Dt£l\ называемый смешанной абсолютной 
производной второго порядка. Подобным образом мы определяем 

(«)
смешанную абсолютную производную

Может быть доказано, что имеет место обобщенное тождество 
Риччи

(а) (а) Н(а)
D^D^ — Dr-DAl^Dil1.

12
(18)
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Пусть теперь
= В, t3) (19)

будут уравнения трехмерной поверхности в базисном Хп. Обозначим 
через В1, В1, В величины, аналогичные определенным равенством (4), 

12 23 31

которые соответствуют двумерным поверхностям t3 = const, tl — const, 
Z2 —const, и через Dp, Dp, Dp — символы абсолютных произвольных 
вдоль координатных линий поверхности (19). ‘

Рассмотрим восемь точек ЛГ0 (В, t2, t3), Mi ft1, t2, t3), Мг (#\ 77 f3}, 
t2, 7’), Mi, (77 77 i3), Mi3 77 7»), W13(77Z7 7’), Mm (7\ 

77 7s).
Пусть

'ua^H^{ue, /7 /7 t3, Ч1, 't2, 7s) • (20)

будет преобразование группы голономии, соответствующее отобра­
жению локальных Хт вдоль пути 
М^М^^і^^ІцМ^МіуМіМі^М^МоМ^Мі^Мі^^М^М^МііМ^

Тогда может быть показано, что

/ sma \
(. dW'iW ) •} DpB^-DpRa — 0, (21)

что дает обобщение тождества Бианки ((’), стр. 128—131) и его гео­
метрическую интерпретацию для связности в составном многообра­
зии.
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