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МАТЕМАТИКА

Я. Л. ГЕРОНИМУС

О НЕКОТОРЫХ УРАВНЕНИЯХ В КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЯХ И
СООТВЕТСТВУЮЩИХ СИСТЕМАХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПОЛИНОМОВ

Построим ПОЛИНОМЫ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном VII 1940)

z — aj 1 0 0
lj+1 z — a;+i 0 0 •

P(̂ ^) = , (/, m = i, 2, ... , k), (1)
....................................................... P_! = 0, P0=l,
0 0 ^m+j—1 2 —1

по заданным числам {ат}*, причем 1т #= 0.
Построим двулистную риманову поверхность алгебраической функции

Ф(г)= /1 = 1^, (2)

обозначим ветви Ф(г) через ^(z) и Ф2(г) =—ФДг), причем

lim Ф1^- = 1, lim Ф2^ = — 1. (3)
Z-»OO Z z->oo Z “

Теорема I. Если для уравнения в конечных разностях 

Уп—{^ &п)Уп-1 ^пУп—2, (4)
существуют конечные пределы коэффициентов

liman = a,, limkn = Z„=£0, n = v(mod &), (v=l, 2, ... , k), (5)
n-*co n->co

то существует предел отношения
v r (г) — hP^l*(z) + Ф,- (z)

lim = Гі (z) — ----------------- х---------------- (і = 1 или г = 2), (6)
П—>OO Уч

причем I rt (z) I Ф I (z) |.
Теорема II. Уравнение (4) при условиях

0.^ = 0", = a,, kv+fe = k, = Z„ (v > s + 1), ' kn ф 0, (n = l, 2, . . .), (7)

эквивалентно уравнению с постоянными коэффициентами

yn+2h— [Pk\z)~ l1Pk-2{z)]yn+k + lyn = 0, (n = s — 1, s, . . .); (8) 
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функции {уп}я-і могут быть представлены в явном виде

7.  Г1 (z) [Ут+k' ' r2(z) Ут\ r2 (z) [?/т+Л ri (z) ут] 

(m = s — i, s, . . . , s-[-k — 2; i — 0, 1, . . .).
Рассмотрим теперь вещественные ограниченные последовательности 

{ап}“, {М“> обладающие свойством
Xv+fe = kv = Zv, a,+ft = a, = a„ (v>s+l), Xn > О, (n = l, 2, . . .). (10)

Теорема III. Полиномы {Ри(ж))о°, удовлетворяющие уравнению 
Pn(x)^(x-an)Pn_1(x)~-knPn_^x), (n = 0, 1, ...), Р^ = О, Ро = 1, (И) 

при условии (10), ортогональны в некотором конечном интервале отно­
сительно такого обложения (ж): если обозначить через Е точечное 
множество

Е • Z2, Za <7 Z3, Zi -р . . . -р < Zgr—Ъ ^2r j 7" &

[где Zj, z2, . . . , z2r—точки разветвления функции Ф(г)], то при х^Е 
имеем непрерывное распределение масс

dty (х) = р (х) dx, р (ж) = | | , (12)

где С (ж)—полином степени не выше k2s —2\
С (ж) = Pk+s-l (ж) Ps (ж) — Ph+s (ж) (ж) = РІ (ж) РГ?і (ж) —
-Ps (ж) Р^ (ж) {РР (ж) - hP^ (ж)} + ЦР2̂  (ж) Р^ (ж); (13)

кроме того в точках х = х^, лежащих в конечном интервале вне мно­
жества Е, сконцентрированы положительные массы pv

р, = 21im {| ж — ж^ | /> (ж)} = (ж^ + 0) — Ф (ж^ — 0); (14)

точки х = Хч являются теми из вещественных корней полинома С (ж), 
для которых выполняется при m — s—1 условие

<15>

оно влечет за собой аналогичное условие для всех т s.
Примечание. Если заданы два произвольных полинома

Рз(ж) = ж8+ ... , Р8_і(ж) = ж«-1+ ... , (16)
все корни которых вещественны, различны и перемежаются, то по фор­
муле (11) при условиях (10) можно построить систему {Рп(ж)}^і; мы 
можем затем однозначно найти числа {an)i, {Хп}а как коэффициенты 
непрерывной дроби

Pg-l (ж) _ I_____I_____ _ ___ Ха_ I (171
Ps(x) \x—as |х —а,_! ”■ I Ж—ах ’ ' 1

причем Хп > 0 [п — 2, 3, . . . , s); таким образом можно построить 
всю систему {Рп(ж)}“ и она будет ортогональна относительно найден­
ного обложения d^(x).

Пусть, в частности, k = i*;  положим для простоты

ks+1 —Xs+2= ••• ='т"’ as+i = a«+2= ••• =0; (18) 

* См. акад. С. Н. Бернштейн^).
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в таком случае на отрезке < — 1, +1> имеем

d^ (х) =---------------------------------------------- ; (19)
Pl (х) - xPs (х) Р^, (X) + - РІ^ (х) 

кроме того в тех корнях х^ знаменателя, в которых

сконцентрированы массы pv; пусть, например, k — l, s = 2
Р1(х) = х, Р2(х) =х2-—<Р, а > 0; 

в таком случае

в точках отрезка < — 1, +1> имеем

Р № = ■

Положим теперь s = 0, к —2- вводя обозначения

х-^р- = У, ^^ = с, а^с^ + ^-У^, 
б2=сз+(/};+/х;)3, 

мы имеем

в точке х2 = с сконцентрирована масса

( 0,
Следствие. Из (9) ясно, что для полиномов {Рп(х)} при i —» со 

и х =р xv имеет место асимптотическая формула

~ (™ = S-1, 8, ... , s + A-2),
—r2{x)

равномерно для всех значений х из области | (ж) | +е, где е>0
не зависит от i.

Хотя эта асимптотическая формула выведена нами для ортогональ­
ных полиномов весьма специального вида, тем не менее, как нам ка­
жется, она представляет интерес потому, что в нашем случае функция 
ф (х) обладает интервалами постоянства и изолированными точками 
роста; обычно же при выводе асимптотических формул для ортого­
нальных полиномов предполагают, что (х) = р (х) dx, где функция 
р (х) должна быть почти всюду положительна в интервале ортогональ­
ности и, кроме того, должна быть подчинена еще некоторым дополни­
тельным условиям (3, 3).
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