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МАТЕМАТИКА

3. КОЗЛОВА

О КРАТНОЙ ОТДЕЛИМОСТИ
(Представлено академиком С. Л. Соболевым 25 I 1940)

Впервые понятие кратной отделимости было введено П. С. Нови­
ковым (х). В дальнейшем ряд работ различных авторов был посвящен 
установлению отдельных теорем кратной отделимости (2). Целью настоя­
щего сообщения является систематизация ряда вопросов, связанных 
с кратной отделимостью, в первую очередь—выяснение взаимной зави­
симости теорем кратной отделимости, а также установление некоторых 
новых теорем этого типа.

Во всем дальнейшем (U) обозначает некоторую систему подмножеств 
множества X, (CU)—систему их дополнений.

Система (U) называется s-, d-(c-, 8-). системой, если она инвариантна 
относительно конечных (счетных) сумм или пересечений, и тп-системой, 
если общая часть систем (U) и (CU) [система М (£7)] есть (s, о!)-система.

Введем следующую систему аксиом кратной отделимости.

I группа аксиом отделимости
Аксиома 12: Если

E^U), E^(U) и ^-^ = 0, 
то существуют •

Н^М (U) и Н^М (V) 
такие, что

Н^Е, и Н^Н^О.
Аксиома Ц. Если

6 (U), Е, g (U), ... , Eh € (Г) 
и

k 
П = 
П=1

то существуют
H^M^U), М (U), .... ,Hke м (U) 

такие, что 
й

Нп:эЕп (и=1, 2, ... ,к) и П Нп = 0.
П=1
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Аксиома In [Illm , Ij=J. Если
^€(^), E^U), ... ,En£(U), ...

и *
ОО

17 En — 0 [соответственно lim En = 0, lim Ега==0], n=l -----
то существуют

Н, б М (U), Н2 б М (Щ, ... , Нп б М (V), ... 
такие, что

Нп^Еп (и = 1,2, ...) 
И , 

оо

]~[ Нп = 0 [соответственно lim Лп = 0, НтЯп = 0].' 
П=1

II группа аксиом отделимости
Аксиома П2. Если

E^(U) и E26R, 
то существуют

н^сиу и Hze(CU) 
такие, что

Н^Е^Е^Е,, Н^Е^Е^Е, ..... 
и .........я1.я3=о. . . . . . .

Аксиома life. Если
Е, € (Я), Е2 б (Я), ... , Eh б (U), 

то существуют
H^CU), H2€(CU), ... ,Hk£(CU) 

такие, что

Нп —3Еп И Ет (п = 1, 2, ... , к) и П 0- 
ш=1 п=1........

Аксиома 11п (IIllm , II—]. Если
Е^Тй), E2^{U^...,En^{U),..., 

то существуют
H^^CU), H2e(CU),...,Hne(CU),... 

такие, что

ЯП2ЭЯП-П Em(n=l,2, ...)

[соответственно HnZjEn-lim Еп, Нп:з En-Y^ Еп] 
и .

ОО

17 #п = 0 [соответственно lim Нп= 0, Kin Я„.=?0]. 
n=l

III группа аксиом отделимости
Аксиомы Ш2, Illfe, Шп, Шит, ІІІПіп получаются из соответствую­

щих аксиом группы II, если вместо условия Нп б (CU\ наложить уело- ВИЙ н с (Г/\ z
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IV группа аксиом отделимости
Аксиомы IV2, IVfe, П 

щих аксиом группы II,

I группа аксиом

^П, IVlim, IV^m получаются из соответствую- 
если дополнительно потребовать, чтобы мно­

жества системы (U) бы- 
отделимости ли попарно без общих

Операции

Тип множеств
I. ч Ilim

Отметим ранее из- 
Ініп вестные случаи взаим­

ной зависимости аксиом

А...............................
ё! а......................
С А............................... 
inf а...........................

II группа а

1 1 +
 +

 
g 

* *
 -X- к

О

+* 
+* _*
_ *

м от

+*
+*

цели

+ 
+

йості

отделимости.
+* 1. Теорема П. С.
_* Новикова (*). Если
_* в (d, т)-системе выпол-

? няется аксиома 12, то
выполняется и аксио­
ма 1Й.

2. Теовема S Rn-
Операции

Тип множеств^^^.
п2 Пй Пп Illim

z iewitch (2). Если о 
Ilfiin ^[-системе выполня­

ется аксиома П2 (или

А...............................
ё!а . . . , .............
С А...............................
inf а......................   .

III группа

+* 
i±:i

к с и и

1 1 +1
+1

 
О
 

*!
 *1

__
__

__
__

_
3=
1 ®
 

11
1 +

 +
Й
 

1 
* *

S ____
1 

1 ' +*
+*

мост)

4-* полняется и аксиома 
_ 1Ц (или аксиома ПЦ).
_ 3. Те о р ем а Н. Н.
? Лузина (3). Если в си­

стеме (U) выполняется 
л аксиома 112 (или акси­

ома 1П2), то в си-
Операции

Тип множеств
ш2 1ПЙ шп IHlim

стеме (CU) выполняет- 
п1— ся аксиома Ш2 (или 

1т аксиома П2).
Мне удалось уста-

А...............................
ё! а...................
С А...............................
inf а...........................

IV группа г я о 
+ +

 1 1
я 

* *

* * 
О

1 
1 +

 + ?

дели

?

мост)

повить ряд новых слу- 
~ чаев взаимной зависи- 

? мости аксиом кратной. 
— отделимости.

Теорема I. Если 
в о-системе ^-системе^ 
(U) выполняется акси-

Операции

Тип множеств
iv2 IVlim

ома Пп [соответствен- 
_ _ но IIIn], то выполня- 

IVlim ются и аксиомы lift, П„
[соответственно Шйг

А...............................
ё! а.....................   .
С А............................... 
inf а...........................

Теорема III.
выполняется и акс

Теорема IV

+* 
+*

В

Есль
иома

Есл я « K
i 051 

-о
 1 Ч

—
F

05
 §|

 а 
* * +*

+* 
?
?

исте/

систе

+ *
+ *

?
?

не (U]

ме (1/

* ПМ-
І Теорема II. Если
t в s-системе (U) выпол-
О няется аксиома Пп,

‘ то выполняется и ак­
сиома Пищ.

выполняется аксиома Пп, то

г) выполняются аксиома 12 и

* Звездочкой отмечены аксиомы отделимости, известные ранее.
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аксиома Па (где а—любой из символов к, П, lim, lim), то в системе (U) 
выполняется и аксиома 1а.

Теорема V. Если в s-системе (U) выполняется аксиома IV2 (или 
аксиома IV^), то выполняются и аксиомы IVns, IVn и IVnm.

Теорема VI. Если в произвольной системе (U) выполняется 
аксиома 1П, то выполняется и аксиома 12.

Теорема VII1. Если в ^-системе (U) выполняется аксиома Шцщ, то 
выполняется и аксиома Ш2.

Теорема VII2. Если в ^-системе (U) выполняется аксиома 12, 
а в системе (CU) выполняется аксиома 1цт, то в системе (CU) вы­
полняется и аксиома 12.

Теорема VIII. Если в системе (U) выполняется аксиома 1а (а—лю­
бой из символов 2, к, П, lim, lim), а в системе' (CU) выполняется 
аксиома Па, то в системе (CU) выполняется и аксиома 1а.

Теорема IX. Если в d-системе (U) выполняется аксиома
(а—любой из символов 2, к, П, lim, lim), то в системе (CU) выпол­
няется аксиома IVa.

Теорема X. Если в (a, d)-cucmeMe (U) выполняется аксиома Шп, 
то выполняется и аксиома ІІІ^—.lim

Теорема XI. Если в (a, d\cucmeMe (U) выполняется аксиома Шит , 
то выполняется и аксиома ІІІ^ .

Эти теоремы позволяют построить теорию кратной отделимости В-, 
А- и СЛ-множеств в приведенных на стр. 110 таблицах где столбцы соот­
ветствуют аксиомам, строки — системам множеств. Знак -|- означает, 
что для соответствующей системы множеств соответствующая аксиома 
выполнена. Знак — означает, что аксиома не выполнена, знак ? 
означает, что выполнимость аксиомы нам неизвестна. Те предложения, 
которые требуют самостоятельного доказательства, взяты в линейки; 
все остальные являются следствиями из них.

В построении этих таблиц мы будем опираться на следующую лемму, 
являющуюся обобщением критерия неповышения класса:

Лемма. Семейство el а не удовлетворяет аксиоме IV .
Педагогический институт Поступило

им. К. Либкнехта 25 II 1940
Москва
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