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МАТЕМАТИКА

В. 3. ВУЛИХ
СВОЙСТВА ПРОИЗВЕДЕНИЯ И ОБРАТНОГО ЭЛЕМЕНТА В ЛИНЕЙ­

НЫХ ПОЛУУПОРЯДОЧЕННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 14 I 1940)

§ 1. Как и в предыдущей заметке (*),  X—линейное полуупорядоченное 
пространство, удовлетворяющее аксиомам I —V и содержащее единицу 1.

Определение. Если для данного х существует у, для которого
= и хУ = ех, то у назовем обратным элементом для х и обозначим 

его ж-1 *.
В качестве примера укажем, что в функциональных пространствах, 

перечисленных в § 5 предыдущей заметки (’), обратный элемент функции 
г (0, если он существует, определяется функцией

x~^t) = r«e
[ 0, где x(t) = Q,

я его существование зависит от того, принадлежит ли эта функция тому 
же пространству, что и x(t).

Г’ Обратный элемент, если он существует, определяется единственным 
образом. Действительно, пусть ху = xz = ех и еу = ez = ех. Тогда х (у — z) = 0. 
По 21” и 3" С) inf (ех, ey_z) = 0, но по 2°(1) ey_z^ex, следовательно, 
«y_z = 0, т. ё. y — z.

2° Если х~А существует, а а—вещественное число, то существует 
(аж)”1 и для а^О (аж)-1 = ^ж-1.

3° Если ху, х у 1 и х~1у~1 существуют, то 
= х~‘у^.

4° Если ж-1 существует, a x = y-\~z, причем 
у~1 и z~1 существуют и х~1 = у~1-]-z~1.

Действительно, имеем ex = ey + ez- Отсюда

существует (жу)-1 =

inf(|y|, |z|) = 0, то

ж-1 = ж-^х = ж-^у + ж-!ег, 
а также

еу — вхеу = (ж ^у) ж = (ж-1еу) у -|- (ж~хву) z.
Но по 21° (х) (ж-1еу)г = 0, следовательно, (х~1еу)у = еу, т. е. ж-1е„ = г/-г.
Аналогично, ж-1ег = z-1.

Из 4° следует

* Заметим, что е 1 =е для всякого единичного элемента е; в частности, О-1 =0.
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5° Если ж-1 существует, то существуют (ж+)-х, (ж-)-1 и Ш-1 
и ж 1 = (ж+) 1 (ж_) т, |ж| 1 = (Ж+)-14- (ж_)-1 = | ж-11. Обратно, если
существуют (ж+)-1 и (ж_)-1, то существует ж-1.

6° Если ж > 0 и ж-1 существует, то ж-1 > 0.
Существование обратного элемента зависит от сходимости некоторого 

трансфинитного ряда. Пусть ж > 0. Построим ряд

2 ’ (1)

где числа определяются следующим образом. Сначала определим числа 
(5 < v). Если inf (ее, ех) < еь полагаем е£ = 0. Если же е5 < ех, полагаем 

сначала = max X, для которых Хее < ж, затем равным supremum’ у всех 
Тю для которых еи е^, и, наконец, S5 = 8g1 (при этом считаем оо-1=0). 
Теперь по индукции определяем числа Во-первых, полагаем р = е 
Далее, пусть уже определены для $ < р (р < v) и при этом* ряд 
2 сходится, а у—его сумма. Для каждого ее < е„ положим = max к
для которых "Ке^^у, а затем

ри = Ш(ч-х6),

где inf берется относительно тех $, для которых ее < е^. При этом по 
индукции можно проверить, что для каждого р v

2 влечет л < е£о,
5<р.

а следовательно, все йЕ 0. Если же уже для некоторого р < v ряд 
2 реег расходится, то полагаем для р < у рг = 0 (например).

Имеет место следующая теорема:
/° Для существования ж 1 (для ж 0) необходимо и достаточно, 

чтобы ряд (1) сходился. При этом его сумма равна ж-1.
Наметим доказательство. Пусть ж-1 существует. Нетрудно проверить, 

что sE = maxX, для которых Хе^^ж-1. Отсюда следует, что ряд (1) схо­
дится и если у—его сумма, то у^х-1. Чтобы доказать, что у — х-1, 
сначала устанавливается, что для каждого t Предположим
теперь, что у < ж Ч Тогда по 4° (х) у + ^-1 ПРИ некоторых е^ > 0,
р > 0, следовательно, ж 1 > (гир) а это противоречит указанному 
выше свойству г^. Таким образом у = х~1.

Обратно, если ряд (1) сходится и у—его сумма, то легко проверяется, 
что еу = ех. Затем устанавливается, что существует ху ех. Предположим, 
что ху < ех. Отсюда легко выводится, что существуют е* (е* > 0) 
и a і> 0 такие, что жуе*^(1 — s)e*. Из 11° (х) следует, что существуют 
е «S е* (е > 0) и В > 0 такие, что хе^Ве, причем в качестве В берем 
наименьшее возможное. Пусть е = еи. Очевидно, ги ~ , следовательно, 

У В е’ Тогда ^-же^(1—а)е, или же «С В (1 — а) е, а это противоречит 
определению числа В. Таким образом ху = ех.

8° Если ж 1 существует, а | у | 5s | ж | и еу = ех, то существует

Вследствие 4° и 5° достаточно доказать 8° для у > х > 0. А для 
этого по 7° достаточно построить ряд (1) для у и показать, что он 
сходится и что сумма его ^ж-1.

* При этом, если |у| > |ж| , то | у-11 < | ж-1|.
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9° Для каждого х существует у такой, что еу — ех и |у|>|ж|, 
для которого у' существует.

Действительно, можно положить у=\х\А-£х-
10° Если ж-1 существует, а е—произвольный единичный элемент, 

то существует (же)1 = ж_|е.
§ 2. С помощью обратного элемента можно установить еще некоторые 

свойства произведения.
11° Пусть ж0 = sup А (или inf А), А = {х], у^О. Если ху существует 

для всех х^А и хоу существует, то ж0?/=8иржг/ (или infху).
Проведем доказательство для случая, когда ж0 = inf А = 0. Остальные 

случаи легко сводятся^ к этому. Предположим, что ху z > 0. Положим 
У = еу~\~У- Подавно ху z, а отсюда следует, что {ху) у~*  3= zy-1 > 0. 
Но тогда inf ж > zy , и мы пришли к противоречию.

12° Пусть множества А = {ж} и В = {у} ограничены, ж, у > 0, ж0 = sup А, 
Уо = ырВ и хоуо существует. Тогда хоуо = sup ху.

13° Пусть множества А = {ж} и В = {у} ограничены, ж, у > 0, ж0 = sup А, 
У о= SUP В- Если при всяких ж g А и у £ В существует ху, причем мно­
жество всех произведений ху тоже ограничено, то существует хоуо.

Действительно, пусть xy^siz<co. Достаточно доказать, что для 
каждого фиксированного у существует хоу и что все хоу ограничены. 
Имеем

^(2/ + еу) <г + ж0.

Так как существует (г/еу)-1 то ж0е9 < (гф-ж0) (y + су)-1. Но произ­
ведение [(г-]-ж0) (2/Ч-ву)-1] {у-^еу) существует и < г-|-ж0. Следова­
тельно, ж0(у + еу) существует и <г + ж0. А тогда и xoy^z + xo.

14° Если жп—»0*,  | уп\ < у0 < оо , произведения хпуп-существуют при 
всех п и | хпуп | «С уо оо , то хпуп —» 0.

Общий случай с помощью перехода к модулям легко сводится к слу­
чаю, когда хп, уп > 0. По 13° существует произведение sup хп • sup уп. 
Положим zn = sup жр • sup ур. По 11° infzn = O, т. е. z„-»0. С другой 

v>n р>1 1 J
стороны, sup (жпуп, хп+1уп+1, ... ) < zn, следовательно, хпуп —>0.

Из 14° следует
15° Если жп-^'ж0, Уп—>У0 и хпуп существует при всех п, причем 

| Хпуп | «S Z < СО , ТО хпуп —» жоуо.
§ 3. Здесь мы укажем некоторые свойства обратных элементов, свя­

занные с операциями sup и inf и с предельным переходом.
16° ЕЬли г = зир(ж, у) и ж-1 и у-1 существуют, то z"1 существует.
Для доказательства достаточно представить z в виде z = xe1-\-ye , 

где е, и е2—единичные элементы, a e^e^l, и воспользоваться 10°’
17° Пусть ж0 = 8прА, А — {х}, ж>0 и пусть е = іійеж. Если суще- 

х^А
ствуют ж-1 для всех х^А и ж^1, то ж^е = inf (ж-1е).

Действительно, пусть сначала еж = е для всех ж g А. По 1° f) еХо = е. 
Вследствие 8° жо"1 < inf ж-1. С другой стороны, ж • infж_1<e для всех 
х^А, следовательно, по 13° и 11° существует ж0 • inf ж-1 < е. Но 
Жо • ж0_1=е, а тогда х^1 inf ж-1, 'следовательно, ж^1 = inf ж-1. В общем 
случае полагаем у = хе, уо = хое. По 11° 2/0 = supy, по 10° существуют 
у'^--х1е и уо1 = хо1е, а тогда по доказанному уо1 — inf у-1, что и тре­
бовалось доказать.

18° Пусть ж0 = іійА, А = {ж}, ж > 0. Если существуют ж-1 для всех 
х^А и Жо-1, то Жо"^ sup (ж-1еЖо).

* Сходимость здесь и ниже понимается в смысле (0)-сходимости.
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Следует из 17°
19° Пусть ж0=яирЛ (или inf Л), Л = {ж). Если ж-1 существует для 

всех «б Л и |ж-11 ограничены, то жй1 существует.
Проведем доказательство для случая, когда ж0=вирЛ, ж > 0. 

Остальные случаи сводятся к этому. Положим у = sup ж”1. При каждом 
ж^Л существует (ж0 • e^)"1 < у. Положим z = sup (ж^)-1. Произведение 

ж„ • (жоеж) — ех^еХо, следовательно, по 13° существует жог, а по 11° 
^ = ежо, откуда г = жй\

20° Если хп—>0, а хп существуют и (Жп1) ограничены, то жй1—>0.
Доказательство достаточно провести для случая, когда жп>0. Пред- 

положим, что yn = sup (жй\ жй+и • ••)^z>0. По 11° и 22° (J) суще­
ствует е < ег, е > 0, для которого < $е, где р > 0. Положим е„ = еХп ■ е. 
Тогда имеем жп вп Реп. Но sup вп = с при любом А = 1, 2, ... Отсюда 
следует, что при любом к

яир(жй, жй+1, 
а это приводит к противоречию.

Доказанное 20° является частным случаем следующего предложения.
21° Если жп-^ж0, а жй1 существуют и | жй1) ограничены, то жй1 

существует и жй1—»жйх.
Сначала докажем существование ж0-1. Для этого достаточно предпо­

лагать, что жп > 0. Обозначим еХп и еЖо через еп и е0 (соответственно) 
и положим = жие0 Д-(е0 — епе0). Легко проверить, что уп—>ж0. Затем 
имеем ?/й =жй1е0 + (е0 —епе0) и пусть у = sup у~\ Очевидно, eVn = ey = e0, 
а по 8° Уп^ у . Следовательно, ж0 > у 1 и, значит, жй1 существует.

После этого можно доказать, что жйЧ—^жй1. Затем имеем 
жй2= «йЧ + Уп, где уп = жй1 • (1 —е0).

Тогда по 10 и І5 уп = жп • (1 —е0)—»ж0 • (1 —ео) = 0. Следовательно, 
по 20 уп — > 0, а хп —> Xq .

§ 4. Степень ж” (и целое, положительное) можно определить по 
индукции: хп существует и равно ж"-1 • ж, если ж”-1 и произведение 
жп 1 - ж существуют. Из ассоциативности умножения [20° (*)] следует, 
что жп можно рассматривать просто как произведение п множителей ж 
составленное любым способом.

22° Если ж" sg у, то ж <
Пусть ж > 0. Тогда ж = ж1-|-ж2, где inf (ж1; ж2) = 0, причем ж1<еХ1Г 

■Гг еЖ2. Очевидно, ж =Жі4-Жг. Кроме того х% х% у, следовательно, 
Ж=^1 + ?Л В общем случае для доказательства нужно использовать 
формулу: жп = (ж+)« + ( —1)" • (ж_)п.

Определение. Пусть ж, Если уп = х, полагаем y=v/~x 
(положительный корень).

23° Для всякого ж 0 положительный корень существует и притом, 
только один.

п Для доказательства положим yQ равным supremum’y тех у, для которых 
Уп • По 22 0 уа <й оо . Легко убедиться, что у^ существует и
Уч < ж. Предположим, что у^ < ж. Тогдд для некоторых е > 0 и а, В > О 
имеем
__________ ж — ?/” > ае и упе < Зе.

^Ср. (2).



Пусть

Тогда j
(Уо'+^е)п—уо=(уле-^\е)п^уов—'пуо~\е + ^^^ ... <

< ₽n;iv + ... ) e = [ф + X)" - pn] e <

■< MP + ^)n-1Xe < n (2p)"-1Xe < ae,

следовательно, (у0 + М”<ж, что приводит к противоречию.
Пусть теперь уп^х, у ~^О. Очевидно, у < ув. Предположим, что у у . 

Тогда у-j-Хе < уа для некоторых е>0 и Х>0. Следовательно,

откуда уп < х, что невозможно.
24° Для всякого х > О ух —♦ ех, причем, если х < еж, то l/F 

не убывает, а если х^ех, то п^х не возрастает, когда п увеличи­
вается от 1 до ОО.

§ 5. Здесь мы сделаем замечание по поводу единственности опреде­
ления произведения в пространстве X. Именно, произведение опреде­
ляется единственным образом, если на него наложить некоторые условия. 
Приведем наш результат. Предположим, что для некоторых пар эле­
ментов X, у пространства X определено произведение ху, обладающее 
свойствами 12°-17% 20° и 21° С). Кроме того можно рассматривать 
в X обратный элемент х х, сохраняя для него прежнее определение. 
Пусть обратный элемент обладает частью свойства 8°, именно, если 
х 1 существует, а еу = ех и | у | | х |, то у~1 существует. При этих 
предположениях можно установить, что это произведение ху существует 
тогда п только тогда, когда существует произведение, определенное в (Н 
и оба произведения совпадают*.  '
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* Заметим, что об единственности произведения можно говорить лишь после 
того, как выбрана единица пространства.
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