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МАТЕМАТИКА
Б. В. ГНЕДЕНКО

О СХОДИМОСТИ ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СУММ НЕЗАВИСИМЫХ 
СЛАГАЕМЫХ

[(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 17 XII 1937)

Пусть дана последовательность серий случайных величин:
хп, 1, хп, 2, ••• , хп, kn (n = 1, 2, ...), (1)

независимых в каждой серии и «пренебрегаемых в пределе», т. е. таких, 
что равномерно относительно к (1 < к < кп)

lim Р { | хп, н | > £ } -> О 
п -> ОО

при любом г > 0.
Законы распределения случайных величин (1) обозначим соответ­

ственно через
Fn,i (х), Г„,2 (ж) , • •., Fn>kn (ж).

Для характеристической функции закона Fn, k (х) введем обозначение:

где pn,k(t) и <i>n;h(0 действительны, —тс шп, k (t) < к.
Очевидно, что рп, ь (0) = 1 и а>п,ь(О) = О. В силу предельной пре- 

небрегаемости хп,ь
прип-^оо

равномерно относительно к(і^к^кп) и t в любом конечном интер­
вале (1t1 Т).

Можно доказать следующую теорему.
Теорема I. Для того чтобы последовательность ' законов распре­

деления Fn(x) сумм:
Sn = Хп, 1 -ф Хп, 2 + • • • + Хп, kn- (2)

при п-^-со сходилась к предельному закону Ф(ж), необходимо и доста­
точно, чтобы к предельному закону сходились безгранично-делимые за­
коны Фп (я), определенные посредством логарифмов своих характеристи­
ческих функций: 

{ Имп> й (1) + J (ei(x — 1) dFn, k (x + шп>к (1)) I .
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Предельные законы для обеих последовательностей совпадают.
Аналогичная теорема в предположении ограниченности квадратиче­

ских уклонений для сумм была доказана Г. М. Бавли(1). Теорема I 
позволяет в теории предельных законов для сумм независимых случай­
ных величин ограничиться рассмотрением безгранично-делимых зако­
нов. Гипотеза о возможности приближения сумм предельно-пренебре- 
гаемых слагаемых безгранично-делимыми величинами неоднократно вы­
сказывалась А. Н. Колмогоровым.

В качестве следствия из теоремы I вытекает следующий результат 
А. Я. Хинчина(2).

Класс предельных законов для сумм ,(2) пренебрегаемых в пределе 
независимых случайных величин совпадает с классом безгранично-дели­
мых законов.

Известно, что для того, чтобы закон Ф (ж) был безгранично-делимым, 
необходимо и достаточно, чтобы логарифм его характеристической функ­
ции был представим формулой П. Леви:

ОО

1g ф (Z) = + J { eiut — 1 — dG (и),
— ОО

где 7—постоянная, a G (и) — неубывающая, ограниченная функция.
Относительно сходимости последовательности безгранично-делимых 

законов распределения имеет место следующая теорема.
Теорема II. Для сходимости последовательности { Ф„ (х) } безгра­

нично-делимых законов к предельному Ф (х) необходимо и достаточно, 
чтобы при п->-со:

1) Gn(u)-^G(u) в каждой точке непрерывности G(u);
2) varGn(w) ->- var G(u):

— oo < tt < -|- 00 — оо ■< w -< + оо

3) Tn Т, 
где у, уп, G(u), Gn(u) определяются по формуле П- Леви для законов 
Ф(ж) и ср» (ж).

В качестве приложения теорем I и II найдем необходимые и доста­
точные условия для сходимости законов распределения сумм (2) к за­
кону Гаусса.

В силу теоремы Крамера (3) можно ограничиться рассмотрением 
симметрично распределенных слагаемых хп^- Согласно теореме I иссле­
дование условий, при которых

Ж. ! 8

Fn (ж) ->—Д= I е 2 1 dt
п со Г 2П J

— ОО

сводится к изучению условий, при которых
hn °° 2[ (coszZ — i) dFntk(x)->----- у(н-> оо).

*=1 — ОО
По теореме II для этого необходимо и достаточно, чтобы

kn х
(ж) = I т^-2 dFn> к(х) + G (ж) = {

•feUC* I 1 , tt 71 —> ОО \
_ OQ

О (ж < 0) 
1 (х > 0)

Gn (+ со) 1 (п со).
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Эти условия эквивалентны двум следующим: 
fen /ч
2 J (3)

fe—1 | х |> е
kn ~
2 J (4)

1 |х|<£
при любом г > 0. 

ц- 8$На основании неравенства , справедливого для и > £,
заключаем, что соотношение (3) эквивалентно 

fen2 ( dFn^^^O. (5)
h~1 I X I >s

В силу очевидного равенства
fen fen fen
2 f f 4-^2 ^n, fe (ж) = 2 f x*dFn, k W — 2 f T^dFn'h^

1 I x I <s ^=1 |x|<s k—1 |x|<e
и соотношения (5) заключаем, что (4) эквивалентно соотношению 

kn „
У I x~dFnh(x) -> 1.“ ) П-УООIх |<е

(6)

Соотношения (5) и (6) являются легким обобщением условий Фел­
лера (4) для сходимости законов распределения сумм:

------
-Г . ■ . -Г 1
D

ЛУП

п первых членов последовательности хг, х2, ..., хп, ... независимых 
случайных величин при соответственном выборе постоянных Вп > 0 и 
Ап к закону Гаусса.

Аналогичными рассуждениями можно доказать, что для сходимости 
законов распределения сумм (2) к закону Пуассона Р (х) = V

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:
0 < k < х

kn
1) 2 1 dF^k^ 0, n-^oo;

X>l + s
г

2) 2 ] dFn!k(x) -^О, n-^oo-
x < 1 + г

^71
3) 2 ( dF7lih(x) ->-2, и->-оо;

^=1 |х—1|<S
fen Л

4) У xdFnth(x) 0, пч-оо; 
^=1 |х|<1—е
V, г5) У x2dF,bk(x)-^0, п-^ао,
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при любом £ > 0. В качестве следствия из теорем I и II мы получаем 
следующую теорему.

Теорема III. Для того чтобы законы распределения сумм (2) 
сходились к некоторому предельному закону, необходимо и достаточно, 
чтобы существовала такая функция G (и) и константа у, что

kn п
1) 2 f dF^ х G WJ 1 — X П-» со

в каждой точке непрерывности G(u),

2) G(— «) = 0, G(+oo) = lim2 +

з) 2 {Шп’k t1) + J dFn’k k k=l —CO
При этом логарифм характеристической функции предельного закона 

дается формулой'.

1g ? С) = ІД + J { e™ - 1 - J 1 dG (u),

в которой постоянное у и функция G (и) определены условиями 3) и 1) 
этой теоремы.

Теоремы I—III можно также использовать для вывода условий 
применимости закона больших чисел.
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