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Н. Д. Моисеев ввел в двух работах (\ 2) определение вероятности 
устойчивости. Это естественное расширение понятия устойчивости по 
Ляпунову, как указывает сам автор в первой работе, имеет существен­
ный интерес по следующей причине: если в окрестности точки равно­
весия динамической системы существует только одно движение, не оста­
ющееся для О J t < со в произвольно малой окрестности этой точки, 
то по Ляпунову эта точка неустойчива; между тем при случайных воз­
мущениях начальных данных в таком случае весьма невероятно, чтобы 
возмущенное движение совпало именно с этим исключительным. Таким 
образом практически следует рассматривать в этом случае положение 
равновесия как устойчивое.

Данное автором определение числа, характеризующего вероятность 
устойчивости, достаточно сложно, поэтому я намерен дать здесь почти 
эквивалентное определение, которое по моему мнению значительно 
проще.

1. Мы рассматриваем систему

~ = Xs (^, Х2, Хп), 5=1,2, ...71,

причем Х8 (0, 0, ..., 0) = О, функции Xs непрерывны в окрестности U 
начала координат О и таковы, что в этой окрестности начальная точка 
Р (xl, х^ Хп) определяет единственное решение системы ^(i), xz(t), 
...,xn(t) или, короче, f(P,t\

Такое решение f(P, t) мы называем движением и рассматриваем его 
для значений t 0. Введем еще обозначение:

sup р (/ (Р, t), О) = R (Р).

Вероятность устойчивости тривиального решения
= ^2 = • • • = = 0

мы определяем следующим образом.
Строим около точки О два шара радиусов г и R, S(r) и S(Ry, г < R, 

^(R) CZ U.
Обозначаем через E(R,r} множество точек P£S(r), для которых 

R(P) < R. (Движения, для которых R(P) < R, мы будем называть 
R - устойчивыми.) Средняя плотность множества E(R,r) в есть

ИМ m
Ж5(г) ■’ k '

где ЭЛ обозначает лебегову и-мерную меру.
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Обозначаем
lim MM _M WtS(r) — (2}

предполагая, что этот поепел г v m а п ™ ™г м существует для всякогодостаточно малого/?.
Величина (2) характеризует вероятность ^-устойчивости в точке О.
Зак как числитель в выражении (1) есть неубывающая функция от 

R, то при условии существования (2) всегда существует

lim PS(R) = PS. й -> о (3)

Величину (3) мы будем называть вероятностью устойчивости невоз­
мущенного (тривиального) решения.
их об^Г Н И е’ ВмеСТ0 шара 5(Г) и множества E(R, г) МЫ можем брать 
их общие части с некоторым измеримым множеством М. Тогда вместо 
выражении (2), (3) следует рассматривать:

™ №(S(r).M) -ESm(R), 
lim PSM(R) = PSM

R -> 0

(2')

(З')

[в / предположении, что знаменатель в (2') неравен нулю].
Величину (З') мы будем называть относительной вероятностью устой­

чивости по отношению к множеству М. Это замечание пригодится нам 
в дальнейшем.

2 Сравним наше определение с тем, которое дано Н. Д. Моисеевым 
( ). Он рассматривает множества М, имеющие О в качестве предельной 
точки, и вводит величину

sup R(P) = h(r^ М).
PeM-S(r)

Если
lim R(r, М) = О, г -> О (S)

то множество M принадлежит 5-классу (устойчивому) и обозначается MS
Покажем, что если Ж (MS • S(r)) > 0 для всякого г > О, то относи! 

тельная вероятность устойчивости PSMs = 1. Из определения (S) сле­
дует, что для данного R > 0 найдется такое 8(/?), что пни r^(R] 
имеем: r v 7

R(r,MS)<R,

т. е. множества E(R,r)-MS и S(r).MS тождественны. А отсюда 
в силу (2) и (3) следует: н

BSms = !•
Если множество MS имеет в точке О определенную плотность d, т. е 

lim татам _ d
Ж S (г)

то из формул (2) и (3) получаем:

lim lim = d,
й->о r^o WlS(r)
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т. е. множество MS привносит в PS величину вероятности d. Далее,. 
Н. Д. Моисеев называет множество М множеством типа I (неустойчи­
вое), если для него предельное соотношение (S) не имеет места. Среди 
множеств типа I особую роль играют неприводимые MI, т. е. такие, 
которые не содержат подмножества типа S. Рассмотрим структуру не 
приводимого MI. Берем последовательность.

Pi > Ri > • •• > Rk > • ■ ч Hm Rk = 0. k -> co

Обозначим через Мк множество точек P^MI, для которых /ДР)>Л ,. 
Очевидно

М^ M2d ... CZ Mk CZ CZ MI.
Я утверждаю, что найдутся такие N и г0 > 0, что множества М^ • S(ra) 
и MI • S(r0) тождественны.

Допустим обратное, тогда найдется точка Pt такая, что р(О, Р^
< rj = y и R{P) < Rv Вообще пусть R„k < определим rh = у Rn^ 
в силу непустотымножества S(гк) ■ {Ml— Мп^ найдется точка Pk£S(Tk)t 
для которой R(Ph) < Rnh-

Множество S = { Ph } имеет О предельной точкой и обладает тем 
свойством, что lim R(r, X) = 0, т. е. SCZ^/ есть множество типа S, 
что противоречит неприводимости MI.

Отсюда следует: для всякого неприводимого MI найдутся такие г0 > 0 
и Ro > 0, что R (Р) > Ro для P£S (г0) ■ MI.

Таким образом E(R0, г0) ■ MI = 0, и из (2') и (З'), если 5Ш(5(г) • МІ) 0 
для г > 0, мы имеем:

PSms = 0.
Таким образом Неприводимое Ml ничего не вносит в значение вероят­
ности устойчивости PS.

После этих замечаний легко показать, что во всех многочисленных 
случах, для которых Н. Д. Моисеев [(2), стр. 515—519] определяет 
вероятность устойчивости, он получает то значение, которое дается 
нашими формулами (2) и (3). В самом деле, эти случаи сводятся к опре­
делению плотности некоторого множества MS (или MS*, см. ниже) 
в точке О. При этом или

5(г) = MS + MI (А)
или

S(r) = MS* + Ml*, (В)

где множества MS* и MI* аппроксимируются множествами типов MS 
и MI равномерно относительно средней плотности; наконец возможны 
рлучаи, когда разбиения (А) и (В) сферы S(r) совершаются с точностью 
до множества плотности нуль в точке О.

Во всех этих случаях значение вероятности устойчивости даются 
нашими формулами (2) и (3), причем соответствующие пределы суще­
ствуют.
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