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(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 24 X 1939)

1. Акад. С. Н. Бернштейн (г) изучил основные свойства абсолютно 
монотонных функций. При изучении акад. С. Н. Бернштейн исходил 
из классического определения абсолютно монотонной функции, т. е. 
такой функции, все конечные разности которой не отрицательны. Это 
определение может быть заменено эквивалентным определением, допу­
скающим естественное обобщение и значительно сокращающим доказа­
тельство многих теорем теории абсолютно монотонных функций.

Результаты, полученные Hausdorff’OM (2) по теории моментов, позво­
ляют определить абсолютно монотонную функцию следующим образом.

Определение 1. Функцию /(ж) назовем абсолютно монотонной 
в сегменте [а, 6], если произвольная последовательность значений

/С*о), Ж), ••• , /СМ, U)
где b^x0, хп^а, xk — xk+1 = &> О (А = 0, 1, 2, ... , п), будет последова­
тельностью моментов неубывающей в сегменте [0, 1] функции ш(х), т. е. 
если 1

f (xk) = xh dm (х) (к = 0, 1, 2, .. . , п).
о

Это определение естественно обобщается.
Определение 2. Функцию F (х) назовем почти абсолютно моно­

тонной в сегменте [а, Ь], если произвольная последовательность ее зна­
чений (1) будет последовательностью моментов неубывающей функции, 
определенной в сегменте [О, I (8)] {допускается 7(3) = со].

В частности F (х) будет почти абсолютно монотонной на полупря­
мой — со < х 0, если последовательность значений {F (х + ко)]п^0 
а <0,3 < 0 будет последовательностью моментов неубывающей в сегменте 
[0, 7(3, а)] функции.

2. Классические методы Stieltjes’а (3) и методы функционального 
анализа, основоположником которого является Riesz (4), позволяют 
доказать следующие свойства почти абсолютно монотонных функций. 
В настоящей работе ограничимся рассмотрением почти абсолютно моно­
тонных функций, определенных на полупрямой ж < 0.

Прежде всего заметим, что изучаемому классу функций может быть 
дано следующее определение, эквивалентное определению 2 и являю­
щееся обобщением классического определения.

725



Определение 3. F (х) назовем почти абсолютно монотонной 
в ( — °°,0), если для произвольных отрицательных чисел а. и о и целого N 
существует положительное число р, вообще говоря, зависящее от а, 8 
и N и такое, что все обобщенные конечные разности

... +(-i)»Q)^(i+bS),
где n = N — k и k = 0, 1, 2, . .. , п, будут неотрицательными.

Заметим, что определение 3 легко может быть перефразировано 
в новый необходимый и достаточный критерий того, чтобы последова­
тельность висел {сД была последовательностью моментов неубывающей 
в (0, со) функции.

3. Обозначим символом Ф(ж) почти абсолютно монотонную функцию 
в ( — оо,0). Для Ф(т) имеют место следующие теоремы:

1° . Ф(ж)—аналитическая функция в полуплоскости II (х) < 0. Ф(х) един­
ственным образом может быть представлена в виде

ОО

Ф (ж) = exldw (Z),
— ОО

где ьДС)—неубывающая функция, нормированная условиями:
— оо) = 0, ш(ж) = у [о> (ж — 0) + <и(ж-|-0)].

2°. Если некоторая последовательность значений {Ф (а Д- кя)} будет 
последовательностью моментов неубывающей в конечном сегменте [0,1{х, 8)] 
функции, тогда при любом фиксированном х 0 и произвольном отри­
цательном о последовательность {Ф(хД-ЛЗ)} будет последовательностью 
моментов в конечном интервале.

3°. Порядком Ф (х) назовем длину наименьшего интервала (О, Р), 
в котором последовательность {Ф(— Л)} будет последовательностью 
моментов неубывающей функции. Для того чтобы Ф(я) была конечного 
порядка р, необходимо и достаточно, чтобы

Т Ф (пх) „-хlim •—.. ' '— = В ж.
П->оо Ф(п + 1х)

Если Ф (х) будет порядка р, тогда
Ф(*) = Г’/(4,

где / (аг) абсолютно монотонна при — оо < х 0.
4°. Все детерминанты НапкеГя [ Ф (Ло) |£, | Ф (Ло) 1”=1 не отрицательны. 

Если первым обратится в нуль детерминант вида |Ф(Л8)|", тогда
Ф (ж)= ai^i х + «2^2 ...

где О и Х&)>0. Если же первым обратится в нуль детерминант 
вида | Ф (Ло) тогда

Р
Ф(^)= t-xds{t),

О

где s (t) — ступенчатая функция с конечным числом точек разрыва и раз­
рывная при х — 0.

5°. Для того чтобы Ф(ж) определялась конечным числом значений, 
необходимо и достаточно, чтобы

|Ф(ЛД|о>О 2n-I<m<N |Ф(Ло)|">О 2п < т < N, 
IФ (Ло) |? = 0 т < 2п - 1 < N | Ф (Ло) |" = 0 т < 2п < N.
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Например 2_® единственная, почти абсолютно монотонная в( —со,0)г 
определяемая двумя значениями Ф(0) = 1 иФ(-1) = 2,

6°. Все почти абсолютно монотонные Ф(ж), принимающие в точках 
х=ко заданные значения {Ф(ЛЗ)}, ограничены двумя почти абсолютно 
монотонными функциями fi{x) и (ж) следующим образом'.

Ф(*8) = /г (И) = (И) (к = 0, 1, 2, ...), 
fi (х) < Ф (.г) < «г (ж), если 2к^ < х < 2кЦ- 1 о, 

(я) < Ф (я) </б (я), если 2к + '18 < х < 2кл.

7°. Если Ф (х) непрерывна слева в точке ж = 0, то последовательность 
значений {Ф(.'т8)} однозначно определяет Ф(ж) тогда и только тогда.
если

р (8) = lim 
п->со

= о.

Если же Ф(ж) разрывна слева при ж = 0, то для того, чтобы после­
довательность ее значений {Ф(&3)} однозначно определяла Ф(ж), необхо­
димо и достаточно, чтобы

____________|Ф(*в)1? = 0
0 Ф(0) . . . Ф(п—13)

Ф (0) Ф (й) ... Ф(пй)

г (8) = lim 
п->со

Ф (га — 16) Ф(пй) . . . Ф (2га —13)

8°. Действительное число 8 назовем интерполяционным числом функ­
ции Ф(ж), если последовательность значений {Ф (АЗ)} однозначно опре­
деляет Ф (г).

Если 8—интерполяционное число Ф(ж), тогда произвольное отрица­
тельное число 81 > 8 (| 81 > | 811) будет также интерполяционным числом 
Ф(ж).

9°. Последовательность чисел {ФС^а)}, где а < 0, будет последова­
тельностью моментов неубывающей при — со < ж < со функции, если 
порядок Ф(ж) будет О 1, и последовательностью моментов неубывающей 
при 0<ж<оо функции, если порядок Ф(ж) меньше или равен 1.

Заметим, что теорема 9 позволяет установить закон двойственности, 
по которому каждой теореме, высказанной относительно значений 
{Ф(/со)}, соответствует теорема, высказанная относительно последова­
тельности значений производных {f^ (0)} абсолютно монотонной функции.

В частности таким образом могут быть получены все теоремы 
акад. С. Н. Бернштейна, изложенные в первой главе цитированной 
выше работы. Приведем следующий пример применения закона двой­
ственности, приводящий к результату, в явном виде не содержащемуся 
в работе акад. С. Н. Бернштейна.

Почти абсолютно монотонную функцию
ОО

Ф (х) = t~x dm (/) (х «С 0) 
о

назовем сопряженной с абсолютно монотонной

/ (г) = exi dm (t) (ж^0).
о
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Абсолютно, монотонная / (ж) при х^О имеет сопряженную тогда и только 
тогда, когда f (х) имеет все производные при ж = 0. Нетрудно видеть, 
что

(0) = Ф (- к) (к = 0,1, ,...).

Обращение теоремы 7° приводит к теореме
10°. Для того чтобы абсолютно монотонная f(x) при х 0 одно­

значно определялась последовательностью

/(0), Г(0), Г(0),..., Г(0),...,

.еде а—произвольное целое положительное число, необходимо и доста­
точно, чтобы

Л !/<*•> «»к ’
если сопряженная Ф (х) непрерывна при х = 0, или чтобы

i /(f,a) (0) |? — 0
n—>oo 0

/О) (0)

fW (0) . . . /<n~la)(0)

(0) . . . (0)

.(П-1Ц (0) 
(0)

(0) . . . (0)

если Ф(ж) разрывна в точке ж = 0.

Химико-технологический институт 
им. Д. И. Менделеева

Поступило 
26 X 1939

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 S. Bernstein, Acta math., 52, р. 1—66. 2 F. Hausdorff, Math. ZS., 
16, p. 220 (1923). 3 I. S t i e 1 t j e s, Ann. de la Faculte des Sci. de Toulouse, IX
(1895). 4 F- R i e s z, Arkiv for mat. etc., 17, № 16, p. 1—52 (1923).

'728


