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Пусть s приборов обслуживают бесконечную совокупность клиентов, 
каждый из которых, независимо от других клиентов, может с одина­
ковой вероятностью предъявить требование на обслуживание в любой 
из двух равных промежуток времени. Среднюю частоту требований а 
будем считать заданной. В таком случае, как известно, при весьма 
общих предпосылках можно считать, что вероятность предъявления к 
требований в течение промежутка времени t выражается законом рас­
пределения Пуассона

^W = Te“a1’ W
который мы и примем.

Далее, будем считать заданной функцию распределения времен 
обслуживания ф (ji):

Р (р* < р)=ф(р.), (2)

где р*—длительность обслуживания п-|~1-го клиента.
Установим вместе с F. Pollaczek’oM (*) такой порядок использова­

ния приборов: каждый клиент, предъявивший требование на обслужи­
вание, прикрепляется к очередному прибору, а следующий клиент 
к следующему прибору, так что при наличии s приборов каждый 
клиент сменяет у обслуживающего прибора того клиента, который 
предъявил требование за s человек до него.

Допустим, что клиент, предъявивший требование на обслуживание 
в момент занятости очередного прибора, не отказывается от своего 
требования, а становится в очередь в ожидании его освобождения. 
Найдем закон распределения времени ожидания клиента, предъявив­
шего требование на обслуживание в некоторый момент.

Для определенности задачи нам придется еще предполагать извест­
ными «начальные условия», характеризующие начальную загружен­
ность приборов. Обозначим вероятность того, что время начальной заня­
тости к + 1-го прибора и% не превышает и, через ^(и):

Р (и* < и) = (и) (к = О, 1,2 ... s — 1) (3) 
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и будем считать функции (м) [0 к s = 1] заданными. Длительно­
сти обслуживания [Д и времена начальной занятости ик мы будем 
считать ограниченными сверху (и, разумеется, не меньшими нуля) 
так, что функции распределения ф(р) и (и) (k = Q, 1,2, s = l) 
мы полагаем равными единице при всех достаточно больших значениях 
аргументов (и, разумеется, равными нулю при отрицательных зна­
чениях аргументов, монотонными и непрерывными справа).

Нетрудно получить рекурентную формулу, решающую нашу задачу. 
Обозначая через (г) время ожидания п-|-1-го клиента, предъявляю­
щего требование на обслуживание в момент t, получим

^П+S (^) --- (t Xn>S) “1“ P'n Xn,s (4)
где %n,s—длительность промежутка премени, отделяющего моменты 
предъявления требований клиентами с номерами п +1 и п + из 
которых последний предъявляет требование в момент t. Черта, по­
ставленная над функцией, здесь и ниже обозначает, что функция 
заменяется нулем, если аргумент ее отрицателен. Обозначим далее

(5)
и

n,s (6)
Несложное вычисление показывает, что

d-P (х (*-*)'*. 
dzn^x’ t)- nl (7)n + s

Из (4), принимая во внимание (7), получаем искомую рекурентную 
формулу:

— Ж)]° dz^n^' ,t — ж) •

dx. (8)

Эта формула позволяет найти все функции тгп(т,г), если известны 
первые s из них, которые определяются начальными условиями 
задачи:

(т + і) (n = 0,l,2...s — 1). (9)

Чтобы найти закон распределения к (т, t) времени ожидания клиента, 
предъявляющего требование на обслуживание в момент t (о порядко­
вом номере которого ничего не известно), остается заметить, что

ОО __ £ оо ------__________________ £

ММ) = 2 ^^,t)Vk(t) = e х ТГ = е (10)
h=0 h=0

где к = — — средний интервал времени между двумя последователь­
ными требованиями на обслуживание. Из (8) находим, что функция 
А (т, z) удовлетворяет интегральному уравнению

(1 Область интегрирования определяется множителем [т — (т' + |i — ж)]0, который 
считается равным единице, если т т' + ц — ж, и нулю, если это неравенство не 
соблюдено.
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Л (t, t) = Н (т, О + \ \ Ь — ("' + н — ^)]°dfA (x',t — х)-
— ОО —со —со

' (s + 1)1 (^ '

где
8-1 — 8-1 z -x ъ

= ’ + О2)
h=0 fe=0

Чтобы найти асимптотическое представление функции те (т, г) при 
t—^co, мы будем исходить из этого уравнения.

Введем обозначения:
ОО

e~pxdv(x) = $ (р), (13)
'о

\ e-vx-wdxf{x,yy-= f* (p,q) (14)
b о

и будем называть функцию ~ (р) характеристикой Лапласа—Стильтьеса 
функции »(ж), а/^ двойной лапласовой характеристикой функции 
/ (ж, у).

С помощью (11) нетрудно получить

А* (р, q) , (15)

где Q (р, q)—многочлен s—1-й степени по переменной р, коэффициенты 
которого зависят от q и остаются пока неопределенными. Они могут 
быть определены из соображений регулярности, а именно, можно пока­
зать, что знаменатель правой части формулы (15) имеет s нулей ро (q), 
Pi (?) • • • Р'-іІЯ^ которые при R (q) > имеют положительные веще­

ственные части. А так как функция А* [р, q) должна быть регулярна 
при R (q) > у и R (р) > 0, то все указанные нули знаменателя должны 
быть и нулями числителя. Таким образом, получаем s значений мно­
гочлена Q (р, q), которыми этот многочлен полностью определяется.

Далее, обозначим через ^коэффициент использования приборов, т. е. от­
ношение среднего времени обслуживания к sX: т] = ^. Можно пока­
зать, что любая целая симметрическая функция нулей Ph(q) (к = 
= 0, 1 ... s — 1) знаменателя функции А* (р, q) регулярна при R(^) > 
> у, а если коэффициент использования приборов т) не равен еди­
нице, то и в более широкой области R(^)>a, где а — некоторое число, 
меньшее, чем у. Принимая далее во внимание, что при ?] < 1 нули 

знаменателя функции А* (р, q), т. е. функции Pk(q), имеют нули в точ- 

ках q = = где Zu = e s , получим, что при т] < 1 крайней правой 
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особой точкой (простым полюсом) функции А*(р, q) в плоскости q 
является точка ? = ?0 = у. Нетрудно далее найти вычет функции Л* от­
носительно этого полюса и получить такое представление этой функ­
ции

^(p,q) = ~---- ------------------- Ц_+$*(р Ь<1), (16)
ф(р)-(1-Яр)’ ?__£ J

где функция регулярна при В (р) > О и В (q~) > а (а несколько ф
меньше, чем ), a Q (р) —многочлен, нули которого совпадают с нулями 
знаменателя, лежащими в правой плоскости, и который при р = 0 
обращается bsX(1 — ц), т. е.

(Ш
= зЯ (1 — ч) (Pi — р) (р2 — р) ... (р^ — р)

Ри Pi ... Ps-1 (17)

(pk—нули функции ф (/?) — (!— ЪрУ, лежащие в правой полуплоскости).
Чтобы получить из (16) асимптотическое представление функции 

л (р, t) при t —»оо, воспользуемся следующей леммой.
Лемма. Если функция ср(^) при В(д,)>а регулярна и стремится 

к нулю равномерно относительно arg q, когда q—>оо, а на прямой 
В(7) = а' > а допускает представление

c = Const, а > 0, ?>0],

то она представляет собой лапласову характеристику функции ’Г (г), 
возрастающей при t —» 00 медленной показательной функции еа'1, т. е.

СО
ср (?) = e~qt Ф (t) dt 

о
и

lim [Ф (г) е~а'1] = 0. 
t—>со

С помощью этой леммы, которая почти непосредственно вытекает из 
исследований Haar’а об асимптотическом представлении функций (2), 
получаем

%(p,t) = - pQW------ [1 + 0(е-% (18)
Ф (р) — (1 — ^рУ

где р > р' > 0 (р' не зависит от р\
Таким образом, если коэффициент использования приборов меньше 

единицы, то функция распределения времени ожидания клиента, предъ­
являющего требование на обслуживание в момент t, стремится при 
Z —» со к стационарному закону тс (г), не зависящему от времени, ха­
рактеристическая функция которого равна

й(р) = -------
ф (р) — (1 — 1-рУ

(19)
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Для случая s = l характеристическая функция стационарного закона 
найдена А. Я. Хинчиным (3).

Если т] > 1, то нули знаменателя функции A* (p,q), как легко пока­
зать, не имеют нулей. В этом случае при значениях р, достаточно 
близких к нулю и расположенных в полуплоскости R (р) > 0, крайней 
правой особой точкой (простым полюсом) функции А* (р, q) является точка

1
1 = ^о(р) = Р + ; [ф(р)Г,

и функция А* (р, q), при значениях р, достаточно близких к нулю 
и расположенных в полуплоскости R (р) > 0, получает представление

A*(p,q)= [H^p,q)-^^1 .9±_Р
L Ш J q~q°

1 1 -где <7о — .Р +; [Ф (Р)]% а ?i—Функция, регулярная в полуплоскости

Д(5)>«, где а несколько меньше, чем .
Отсюда с помощью вышеприведенной леммы находим, что при р, 

достаточно близком к нулю и лежащем в правой полуплоскости,

* (р, t)=[H* (р, q0) - е G во)‘.[1-|-О(е-₽‘)], (20)
L Ф(Р) S

где р > р' > 0 (р' не зависит от р).
Теперь легко найти

lim Р Г т* ~ Дт т "I = цт к ГI/"_L.X _|_ (^ _ 1) Г) г].
t->co L / t J t-юо L ' Л

Г л
Замена аргумента т на у -у-т-|-(7)— 1) t в функции распределения 

влечет за собой замену р на р у' ~ в ее характеристике Лапласа— 

Стильтьеса и умножению последней на Произведя такую за­
мену в (20), получим 

[2 2п о 
Н2-Н1 , Р-1 Р~

S sj 2 } (21)
t->oo L К t J

где р2—второй момент функции распределения времен обслуживания.
Отсюда следует, что 

lim л

_Х2
2 

е ах,

т. e/при г; > 1 нормированные указанным образом вре- 
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—> оо н о р-мена ожидания подчиняются в пределе при t 
мальному закону распределения Гаусса.

В другой работе (4) я рассмотрел вопрос о распределении времени 
ожидания клиента, порядковый номер которого безгранично растет, 
и получил аналогичные результаты. Только дисперсия предельного 
закона распределения в этом случае получается несколько меньшей.
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им. А. И. Герцена 
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