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Введение. Одним из перспективных способов формирования микроструктуры 
материала является процесс высокоскоростной кристаллизации (ВК). Это связано, 
прежде всего, с применением металлических и аморфных материалов в приборах 
микроэлектроники, в недорогих солнечных элементах. Знание кинетических пара-
метров кристаллизации позволяет обеспечивать необходимую стабильность таких 
материалов и  возможность  управления изменениями структуры  посредством 
внешних  воздействий. Исследование этих процессов началось сравнительно  недав-
но [1-3]. Имеющиеся аналитические решения релаксационных задач ВК получены 
для автомодельных уравнений в рамках допущения о постоянной скорости фазовой 
границы (ФГ).  

В работах [4-6] была предложена локально-неравновесная модель теплопереноса 
при высокоскоростной кристаллизации материалов. Численно-аналитическая реали-
зация этого подхода представлена в [7, 8]. Данная работа является продолжением 
исследований [7, 8] и посвящена численному моделированию локально-неравно-
весного теплопереноса в процессах направленного затвердевания. Нашей целью яв-
ляется решение задач о колебательном и апериодическом затухающих во времени 
тепловых режимах за ФГ высокоскоростной кристаллизации.  

Постановка задачи. Математическая модель локально-неравновесной тепловой 
системы с памятью имеет вид [4-6]: 
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Основные обозначения: T  – температура; q  – удельный тепловой поток; λ  – ко-
эффициент теплопроводности; pcc ρ=  – удельная объемная теплоемкость; γ  – вре-
мя релаксации теплового потока; t  – время; x  – декартова координата; w  – скорость 
распространения тепловых возмущений; bL  – теплота фазового перехода единицы 
объема вещества; индексами j,*  отмечены значения функций, соответственно, 
справа и слева от ФГ )(txx j= , wx  – левая неподвижная граница. 

Система (1) составлена из уравнения энергии и уравнения для теплового потока; 
соотношения (2), (3) – условия динамической совместности на ФГ; цепочка нера-
венств (4) либо (5) характеризует устойчивость сильного разрыва теплового поля 
при знакопостоянной (либо знакопеременной) выпуклости функции )(TV  по обе 
стороны ФГ. Безразмерные комплексы Lc ,~,~λ  составлены из масштабов (они отме-
чены нижним индексом b ) величин, применяемых для обезразмеривания уравнений 
(1) и граничных условий (2) – (6). В последующих аналитических выкладках и чис-
ленных расчетах все величины – безразмерные.  

Конкретизируя запись условий (2)-(5), выделяем температурные интервалы 
],[ cj TT  и ],[ *TTc  слева и справа от точки фазового перехода constTc ≡ . Теплофи-

зические параметры среды для каждого интервала свои и описываются функциями 
вида ,10 Tλλλ +=  const≡γ , а также )1,0(,)/(0 ∈−= aTTcc a

c  и 

,)/(0
a

cTTcc
)) −=  ).1,0(∈a)  

Основные формулы и результаты расчетов. Решение уравнений (1) строим в зоне 
кристаллизации, рассматривая физически допустимые варианты установления ква-
зистационарного режима движения ФГ: а) затухающий колебательный режим тепло-
вого поля; б) затухающий апериодический режим теплового поля. 

Применяя численно-аналитический подход [4], переходим в (1) от независимых 
переменных tx,  к аргументам βα ,,z : 
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а) затухающий колебательный режим теплового поля: 
( ) ( ) ( ) ( ) ;0;0;cosexp,sinexp >>>+−=+−= bnkbktntbktnt βα  

б) затухающий апериодический режим теплового поля: 
( ) ).1,0(,,0;exp,)exp( 0000 ∈<<−−=−= βαββαα nktnktnk  

Линия 0=jz  является образом ФГ. Уравнения теплопереноса (1) и граничные 
условия (2) – (5) удовлетворяются функциональными степенными разложениями: 
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Рекуррентные формулы для коэффициентов рядов (7), (8) приведены в [7,8]. Ре-
зультаты расчетов типичных вариантов для железа, никеля и алюминия представле-
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ны на рисунках 1-6. Варианты для железа (рис. 2, 5) и никеля (рис. 1, 4) отвечают 
знакопостоянной выпуклости функции )(TV по обе стороны ФГ. Для алюминия вы-
пуклость знакопеременная (рис 3, 6). Все рисунки размещены в столбцах, причем 
номер рисунка соответствует номеру варианта. На рисунках, отмеченных буквами а, 
б, в, г и д изображены, соответственно, (t)q j , (t)T j , )(tN , )(tqw  и (t)Tw . Теплофизи-
ческие параметры материалов приведены в табл. 1.  

Таблица 1 
Теплофизические параметры материалов 

 *
0ρc , 

кгК/Дж

*
0λ , 

Вт/мК 

*
1λ , 

Вт/мК2
*ρ , 

кг/м3 
jc 0ρ , 

кгК/Дж

j
0λ , 

Вт/мК

j
1λ , 

Вт/мК2 

jρ , 

кг/м3 
jγ , 

с 
*γ , 
с 

Fe 825 39 0,001 7040 762 35,0 0,001 7590 4*10-8 1*10-5

Ni 735 69 0,001 7850 625 78,5 0,0055 8100 1*10-7 2*10-5

Al 1176 98,1 0,037 2360 1255 217,7 -0,02 2550 5*10-6 1*10-8

 
Масштабы величин зависят от материала и принимались: bT = cT ; j

j
b cc ρ*0= ; 

4101 −⋅=bx м; 5101 −⋅=bt с; bλ = j
0λ ; 9101 ⋅=bq Вт/м2. ( cT  – температура кристал-

лизации материала). Остальные входные параметры задачи представлены в табли-
це 2.  

Таблица 2 
 

 *T  ( )00T  1N  2N  3N  4N  5N  k n xw 
Вар. 1 1,001 0,999 1*10-3 1*10-3 1*10-6 -1*10-6 1*10-6 1,5 9,0 -0,01 
Вар. 2 1,001 0,995 0,5*10-3 0,5*10-3 -1*10-6 1*10-6 1*10-6 2,0 1,0 -0,01 
Вар. 3 1,01 0,999 1*10-3 1*10-3 0,5*10-6 -1*10-6 0,5*10-6 1,5 8,5 -0,01 
Вар. 4 1,001 0,996 1*10-3 -1*10-3 -1*10-6 1*10-6 1*10-6 2,0 1,0 -0,01 
Вар. 5 1,001 0,999 1,5*10-3 1,5*10-3 1*10-6 -1*10-6 1*10-6 1,6 9,5 -0,01 
Вар. 6 1,01 0,998 1*10-3 1*10-3 -5*10-7 -5*10-7 5*10-7 2,0 8,0 -0,01 

 
Расчеты были проведены с помощью отрезков рядов (7), (8), включающих члены 

разложений третьего порядка. Наблюдается хорошая практическая сходимость ря-
дов. Различие в результатах расчета T , q  с учетом членов 2-го и 3-го порядков по 
α , β  не превышает 0,08 %.  

Приведенная табличная и графическая информация дает возможность судить о 
воздействии на процесс таких важных параметров, как γ j , γ * , ( )T0 0 , T* , k , n . Дан-
ные примеры демонстрируют многовариантный характер установления квазиста-
ционарного теплового режима за ФГ. 

 



ВЕСТНИК ГГТУ ИМ. П. О. СУХОГО № 3 • 2000 20 

q t ( ) 

t 
0 2 4 

1.8 

1.75 

T t ( ) 

t 
0 2 4 

0.99885 

0.9989 

0.99895 

N t ( ) 

t 
0 2 4 

0.076 

0.077 

0.078 

0.079 

0.08 

qw t ( ) 

t 
0 2 4 

1.85 

1.8 

1.75 

Tw t ( ) 

t 
0 2 4 

0.98 

0.99 

1 

q t ( )

t
0 2 4

3.7

3.69

3.68

T t ( )

t
0 2 4

0.99466

0.99468

0.9947

0.99472

N t ( )

t
0 2 4

0.2165

0.217

0.2175

qw t( )

t
0 2 4

8

6

4

2

Tw t( )

t
0 2 4

0.8

0.9

1

q t( )

t 
0 0.5 1 1.5

6.12

6.1

6.08

T t( )

t 
0 0.5 1 1.5

0.994

0.996

0.998

1

N t( )

t 
0 0.5 1 1.5

0.628

0.629

0.63

0.631

qw t( )

t 
0 0.5 1 1.5

10

8

6

Tw t( )

t 
0 0.5 1 1.5

0.8

0.9

1

q (t) 

 
T (t) 

N (t) 

qw (t) 

Tw (t) 

q (t)

T (t)

N (t)

qw (t)

Tw (t)

q (t)

T (t)

N (t)

qw (t)

Tw (t)

д) д) д) 

г) г)г) 

а) а) а) 

б) б) б) 

в) в) в) 

 
Рис. 1        Рис. 2         Рис. 3 
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Рис. 4      Рис. 5      Рис. 6 
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Заключение. Представлены результаты численного моделирования тепловых 
процессов высокоскоростной кристаллизации для трех металлов: Fe, Ni, Al. Даны 
примеры, иллюстрирующие качественные и количественные свойства теплового по-
ля за ФГ высокоскоростной кристаллизации. Учет нелинейных свойств среды позво-
ляет получить содержательную физическую информацию об условии реализации 
процесса и его устойчивости, о колебательно-релаксационных свойствах ФГ. 

Работа выполнена под научным руководством профессора Шабловского О.Н. 
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