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ВВЕДЕНИЕ

Экспериментальные исследования неравновес(
ных макроскопических структур, возникающих при
росте кристаллов из первичной жидкости (расплав,
раствор), указывают на принципиальную роль не(
стационарных свойств скорости межфазной грани(
цы. Основным объектом нашего внимания являют(
ся колебания фазовой границы кристаллизации
(ФГК) в однокомпонентном переохлажденном рас(
плаве. Колебания вершины дендрита, образование
складок и их связь с боковым ветвлением наблюда(
лись при росте из пересыщенного раствора [1], в
условиях микрогравитации [2], при росте льда в пе(
реохлажденной воде [3, 4]. В этих статьях имеется
подробная библиография данного вопроса. По мере
увеличения переохлаждения расплава усиливается
роль локально(неравновесного теплопереноса, по(
этому мы применяем здесь релаксационную модель
Максвелла [5, 6]:

где q – вектор удельного теплового потока; T – тем(
пература; λ – коэффициент теплопроводности; γ –
время релаксации теплового потока; t – время. Важ(
ным аспектом проблемы роста является производ(
ство энтропии σ в локально(неравновесной системе
“переохлажденный расплав–кристалл”. Вопрос о
применении принципов минимума/максимума про(
изводства энтропии [7–9] в задачах кристаллизации
подробно изложен в [10]. При обработке известных в
литературе экспериментальных данных “переохла(
ждение – скорость роста кристалла” для однокомпо(
нентных систем (никель, медь, германий) в [11] уста(
новлено, что во всех изученных точках производство
энтропии на межфазной границе имеет максимум.
Настоящая работа имеет своей целью изучить экс(
тремальные свойства производства энтропии для
следующих неравновесных процессов: периодиче(
ское волновое возмущение клиновидной ФГК вдали
от вершины; появление точки перегиба линии воз(
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мущения ФГК в окрестности “носика” дендрита, ко(
торый в начальном состоянии либо расщеплен, либо
вытянут в направлении роста; колебание вершины
ФГК около ее оси симметрии.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Уравнение роста. ФГК моделируем плоской ли(
нией сильного разрыва  Средняя
кривизна этой границы равна:

Здесь координата x направлена вдоль оси симмет(
рии в сторону твердой фазы; y – поперечная декар(

това координата;   при(
менение независимой переменной в роли нижнего
индекса означает частное дифференцирование. Для
дальнейших рассуждений важное значение имеет
угол θ, который образует нормаль n границы с
осью x:  ФГК перемещается со скоро(
стью N справа налево (N = Nn, N < 0), и на ее верши(
не   По мере удаления от вершины

 монотонно убывает:  
На ФГК имеем баланс энергии

(1)

который является следствием интегрального закона
сохранения энергии. Подробный анализ условий ди(
намической совместности на поверхности роста
кристалла с позиций теории локально(неравновес(
ного теплопереноса приведен в [6, 12, 13]. Здесь звез(
дочкой отмечены параметры расплава перед ФГК;
индекс  показывает, что значение функции опреде(
лено на правой стороне сильного разрыва, в твердой
фазе; c – объемная теплоемкость; L – теплота фазо(
вого перехода единицы объема вещества; Tc – равно(
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весная температура кристаллизации; qj – нормальная
к границе составляющая вектора теплового потока;
расплав находится в однородном пострелаксацион(
ном состоянии:   Теплофизические
свойства расплава и кристалла берем постоянными.
Это допущение оправдано тем, что относится к уже
сформировавшемуся сильному разрыву. 

Известная кинетическая связь:

(2)

определяет нормальный механизм роста из распла(
ва. Здесь µ – кинетический коэффициент;  – тем(
пература равновесия между твердой и жидкой фаза(
ми; U – поверхностная энергия границы раздела
фаз. Считается, что  если фазовая граница во(
гнута в сторону кристалла.

Отклонение температуры кристалла  от рав(
новесного значения постулируем в следующей
форме:

(3)

где  либо   Для аналитиче(
ских расчетов наиболее удобны целые нечетные зна(
чения δ. Далее полагаем  Связь (3) означает,
что проявления неравновесных свойств температу(
ры  в основном локализованы в окрестности вер(
шины θ = 0. Величина  – это пере(
охлаждение на вершине дендрита. Дополнительные
соображения по этому поводу изложены в [13].

Уравнение роста  с уче(
том (2), (3) принимает вид:

(4)

Производство энтропии подсчитываем по фор(

муле [5]: 

Плоский стационарный контур. Уравнение (4)
имеет точное решение:

(5)

причем  – произвольная постоянная. Возьмем
для определенности  и будем работать с верх(
ней частью клиновидной границы  Линеари(
зация уравнения (4) на точном решении (5) приво(
дит к выражениям:
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где f(y, t) – малое возмущение клиновидного реше(
ния. Физический смысл имеет следующее точное
решение:

(6)

Данное решение – ограниченное при  
Выбором произвольной константы  его можно
сделать сколь угодно малым. При каждом фиксиро(
ванном  граница гармонически колеблется по t.
По отношению к координате  имеем режим зату(
хающих колебаний с частотой  Отметим
еще, что структура (6) такая же, как у известного ре(
шения задачи без начальных данных для уравнения
теплопроводности.

Построим на основе (4) плоский стационарный
контур, скорость перемещения которого не зави(
сит от времени:

(7)

Это решение удовлетворяет условиям на оси сим(
метрии   Нетрудно ви(
деть, что по мере удаления от вершины контура, при
больших y, решение (7) асимптотически прибли(
жается к (5). Следовательно, при  стационар(
ный контур принимает форму клина. Это позволяет
утверждать, что на конечном удалении от вершины
контура можно применять с заранее заданной точ(
ностью решение (6), описывающее малые колеба(
ния клиновидного профиля.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Периодическая бегущая волна. Рассмотрение
энтропийных свойств ФГК начнем с периодиче(
ского возмущения (6) клиновидной границы. В
решении (6) выполним сдвиг по координате

 где  – некоторое поперечное
сечение клина. Итогом линеаризации являются
формулы:
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Здесь  – параметры невозмущенной границы;
формула для  не приводится. Бегущая волна в (6)
перемещается по закону  со скоро(

стью  Функция  аргумента  до(

стигает своего максимального значения 

при  Этот максимум существует

 если угол  наклона касательной к линии

роста удовлетворяет неравенству 

На фронте волны возмущения относительная
величина приращения производства энтропии
равна

Таким образом,   
Изучение поведения функции  дало такие

результаты. Значение  =  =  т.е.

 – критическое. Для закритических углов

 т.е. при достаточно большом затуплении
клина, наблюдается только режим  В этих

условиях существование  возможно на частоте

 такой, что  При докритическом уг(

ле  существует порог частоты 

разделяющий два режима : для “низких” частот

 имеем  для “высоких” частот

 имеем  В докритическом случае

 может достигаться только при “низких” часто(

тах. Пороговое значение  определяется без(
размерным критерием

где  – модуль характерной скорости вершины
ФГК. Это выражение дает возможность записать
безразмерный порог частоты через переохлаждение

 на фронте кристаллизации:  =
= A21B/Tc. Пример оценочных расчетов порога пе(

риода колебаний  приведен в табли(
це. Исходные данные соответствуют экспериментам

[14] по кристаллизации галлия:  м/с ,

 с/м2. Для иглообразного дендрита

( )
( )

3 0 0
0 0 0 1

1

, ,

.
* * *

j j j

c j

a B g q N c T L

L L c T T c c

= = −

= + − −

0 0,N σ

∆σ

( )0 1 1/y y rt k= −

1/ 0.r kυ = − >
2

υ
2
2A

2 2
max 02Nυ =

( )2 2 2 2
1 1 22 1 .k A A= ϕ −

( )2
2 1 ,A < 1θ

tg1
2 1 1.A−

≡ θ >

( ) ( )0 0, 0 , 0 .y y t y y tδσ = ∆σ = ≥ ∆σ = =

( )exp ,tδσ = −ς 1,kr kς = 0.t ≥

( )2Aς = ς

1/A2* θ1* tg 3,

1
* 3θ = π

1 1
*,θ > θ

( )min
.δσ

2
maxυ

( )1k− 2 2 2
1 1 3.k A> ϕ

20 1 3A< < k1* –( ),
δσ

k1
2 k1* ( )

2
< ( )min

,δσ

k1
2 k1* ( )

2
> ( )max

.δσ

2
maxυ

k1* –( )

( )( )
1 2

21 1/22 2
2 2

* 2 ,
1 3 1

k AA
B A A

−
= =
ϕµ + −

Bµ

cB T k1* U/L–( )

y* 2π/ k1* ( )=

30.5 10B −

µ = ×

90.894 10ϕ = ×

(A2  ∞) порог частоты резко снижается (  
 0), имеем режим высоких частот, т.е. 

Точка перегиба линии возмущения ФГК. Энтро(
пийные свойства точки перегиба – важный аспект
теории бокового ветвления дендрита. Предвестни(
ки боковых ветвей рассмотрены в [12, 13, 15]. Вы(
полним линеаризацию уравнения роста (4) около
решения (7). Линеаризованное уравнение будем
рассматривать в малой окрестности оси 

где  – возмущение линии роста. Невозму(
щенное решение (7) при малых  имеет параболи(

ческий профиль:  Линия
возмущения ФГК имеет вид:

(8)

Здесь  f – четная функция аргумента y; f1, f2, k –
const; f1  – малая величина первого порядка;  – ко(
нечная величина порядка единицы. Данное реше(
ние удовлетворяет условию  при  
Точку перегиба находим из уравнения  Мо(

мент появления  точки перегиба и ее попереч(
ная координата  определяются формулами:

где  – невозмущенная скорость верши(
ны; K (y = 0) ≡ K0 = b2  – кривизна невозмущенной
линии роста. Перегиб существует, если t1 > 0;
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Пример расчета пороговых значений периода колеба(

ний  при росте кристалла галлия
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Важное значение имеют знаки констант  и 
они влияют на форму вершины дендрита в окрест(
ности оси  рис. 1. Если  то независимо
от знака  первое и второе слагаемые в (8) имеют
разные знаки, т.е. при  возмущение близко к
нулю, рис. 1а, б. Если  то при  оба слага(
емые в (8) отрицательны при  (рис. 1в), и реше(
ние (8) характеризует в начальном состоянии 
“носик” дендрита, вытянутый в направлении роста.
Если   то оба слагаемые в (8) положи(
тельные при  (рис. 1г), и в начальном состоя(
нии имеем расщепление вершины дендрита: “но(
сик” втянут внутрь, в сторону  В линейном
приближении получаем:

(9)

Чтобы найти относительную величину  возму(
щения производства энтропии, поступаем так: на
линии роста в точке с координатой y = y1  вычисляем
изменение величины ∆σ,  вызванное изменением ча(
стоты k от нуля до некоторого конечного значения:
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 Для изучаемого процесса
характерной относительной величиной является
следующая:  Функция  аргу(

мента  имеет экстремум на частоте 

 Этот экстремум равен

(10)

Безразмерный критерий  несет информацию
о теплофизических свойствах расплава и кри(
сталла. Критерий  является пара(
метром неравновесности. Учитывая условие

 получаем верхнюю границу значений Λ:

 где  Физически содержа(

тельным является процесс, в котором 
1)   “носик” дендрита вытянут

 либо втянут  2)   воз(

мущение вершины близко к нулю. Случай 
оставляем в стороне, потому что он дает сильную не(
равновесность при невозмущенной вершине либо
вытянутый/втянутый “носик” при малом Γ. Следует

{ } ( ) ( )0 0
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Рис. 1. Возможные варианты начальной формы возмущения ФГК. Сплошная линия – невозмущенная граница. Пунк(
тирные линии 1 и 2 соответствуют первому и второму слагаемым в формуле (8).
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отметить, что правая часть формулы (10) содержит

множитель  т.е.  обладает сильной не(
линейной зависимостью от параметра . В частно(

сти, при  получаем  Этот предельный
случай относится: к слабонеравновесным процес(
сам  к малым скоростям  и к слабо ис(
кривленным границам (малые ). Для однознач(
ного суждения о характере производства энтропии

применяем относительную величину 

рассматривая ее как функцию аргумента . Экс(

тремальное значение  достигается при частоте

 Тип этого экстремума соответствует знаку

величины  или, что то же самое,

знаку произведения  (10). Итогом нашего
анализа являются два варианта.

1. Процесс обладает хорошо выраженной нерав(
новесностью: в начальном состоянии “носик”
дендрита вытянут/втянут, параметр неравновесно(
сти принимает “большие” значения  и при

этом  Выполнение этих неравенств достига(
ется выбором подходящих значений  и  В
этом случае имеем режим  

2. Неравновесность проявляется слабо: близкое к
невозмущенному состояние вершины дендрита ха(
рактеризуется “малыми” значениями  и таки(

ми, что  (0, 1). В этом случае имеем режим (δσ)min.

Таким образом, два типа экстремума  разли(
чаются количественными признаками, а именно:

существуют пороговые значения  , ко(
торые разделяют два вида неравновесных состоя(
ний ФГК.

Колебания вершины ФГК. Уравнение роста (4)
имеет точное одномерное решение x = F0(t):

где  – произвольная ограниченная функция.
Линеаризация вида  дает урав(
нение  которому удовлетворяет локальное
по координате y точное решение:

(11)

Будем работать с этим решением в малой окрест(
ности оси . Первая группа слагаемых в (11),
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,yy tf f= ϕ
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1 2

2,

2exp sin ,

tf y t f y

kf f ky ky t

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ϕ⎝ ⎠
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ϕ⎝ ⎠

const.1 2, ,f f k −

0.y =

содержащих только f1, определяет движение ис(
кривленного по параболе плоского фронта. Слагае(
мое с  описывает волну, бегущую по возмущен(
ной линии роста и затухает периодическим образом
по координате . Здесь  – малые величины пер(
вого и второго порядка соответственно. В данном
колебательном процессе нужно изучить движение
точки  в которой  т.е. линия возму(
щенной ФГК, параллельна исходному плоскому
фронту. Далее для краткости будем называть ее
p(точкой. Если такая точка отсутствует, то имеем
клиновидное возмущение границы. Закон движе(
ния p(точки определяется неявным образом из
уравнения

(12)

В решении (11) берем   и  Зна(
чит, в верхней полуплоскости   в ниж(
ней полуплоскости   Формула (12) го(
ворит о том, что   – ограниченная пери(
одическая функция; p(точка существует, если

 т.е.

(13)

где  – любое целое число. Вычислив с помощью
(12) скорость  находим, что в моменты вре(
мени  периодически появляются точки оста(
новки:    Здесь

 и в этой фор(

муле слагаемое  учитывает наличие пауз между
стадиями колебаний p(точки (см. ниже). Коорди(
ната точки остановки

(14)

Теперь нужно обратить внимание на то, что p(точка
находится на оси  при β = 2πn0 ± (π/2),  т.е. на
границах интервала (13). При прохождении p(точки
через ось  функция  меняет знак. Схема,
иллюстрирующая чередование знаков функции

 дана на рис. 2. На оси  отмечены характерные
точки: темный кружок – для моментов нахождения
p(точки на оси дендрита  светлый кружок – для
момента остановки p(точки; пунктиром отмечена
стадия поперечных к оси  колебаний p(точки;
сплошная линия – для интервалов времени, когда

 т.е. p (точка отсутствует: это стадия клино(
видного заострения “носика” дендрита. На финише
этой стадии при  появляется гладкая вершина
(p(точка), которая раздваивается и симметрично от(
клоняется в обе стороны от оси дендрита на расстоя(

1 2f f
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ние, соответствующее координате  см. (14). Эта
формула дает размах колебаний гладкой вершины
дендрита. В течение первой половины периода коле(
баний каждая p(точка достигает наибольшего от(
клонения и останавливается. В течение второй по(
ловины периода обе p(точки возвращаются к оси
дендрита, и снова начинается стадия клиновидного
заострения. Процесс периодически повторяется.
Поперечное волновое возмущение вершины – это,
согласно (11), явление второго порядка малости по
отношению к параболическому возмущению плос(

кого фронта:  поэтому  – ма(
лая величина первого порядка.

Возьмем   и в
линейном приближении получим:

где  подсчитывается по формуле (9). Проанализи(
руем формулу для производства энтропии:

Вычисляем  на оси дендрита  в начале
периода колебаний (верхний индекс – **) при

 и в конце периода колебаний

(верхний индекс – *) при  В ре(

зультате имеем:  Находим
приращение возмущения производства энтропии

 на первой половине периода колебаний: ∆1 =
(∆σ)s – (∆σ)**, где индексом  отмечены значения
функций в точке остановки  Ха(
рактерной величиной для данного процесса являет(
ся  которую удобно записать в крите(
риальной форме:

(15)

( ),p sy t
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ϕ ϕ∆ = + Γ − χ Γ + χ�

где Γϕ = k2γj/ϕ – параметр неравновесности; крите(
рий  указан в (9). На второй половине периода
колебаний находим:

(16)

Правые части формул (15) и (16) различаются
только знаками после первого слагаемого – едини(
цы. Характер производства энтропии определяется
относительными величинами:

Анализ поведения  как функции аргумента 
дает следующие результаты. Экстремум существует

 если параметр неравновесности не

слишком мал:  Тип этого экстремума – ми(
нимум, и справедлива оценка:

(17)

Таким образом, режим  наблюдается в
условиях локального уплощения возмущенной ли(
нии ФГК: обе p(точки существуют и симметрич(
ным образом удаляются от оси  Для второй
половины периода колебаний получаем

(18)

Функция  имеет максимум. Значит,

режим  наблюдается при взаимном сближе(
нии p(точек на стадии, предшествующей клиновид(
ному заострению ФГК. Итоговая оценка параметра
неравновесности имеет вид

Отметим важное обстоятельство. Из (17) и (18)
видно, что . Следовательно, существует
асимметрия относительной величины возмущения
производства энтропии в течение периода колеба(
ний p(точки.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Процедура построения относительной величи(
ны производства энтропии  – нетривиальная за(
дача, требующая в каждом отдельном случае учета
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Рис. 2. Чередование стадии клиновидного заострения (сплошная линия) и стадии колебаний p(точки (пунктирная ли(
ния). Темный кружок – p(точка находится на оси дендрита; светлый кружок – момент остановки p(точки. Попереч(
ные стрелки указывают направления движения p(точек. 
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важных особенностей поведения ФГК. Существо(
вание экстремума  зависит прежде всего от вели(
чины безразмерного критерия неравновесности.
Тип экстремума зависит многовариантным образом
от теплофизических свойств расплава и кристалла,
а также от формы линии роста. Режим  ха(
рактерен для ФГК на стадии уменьшения кривизны
линии роста. Режим  наблюдается при увели(
чении кривизны. Колебания возмущенной верши(
ны ФГК сопровождаются чередованием этих двух
типов экстремума.
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Entropy Production on the Phase Boundary of Crystallization

O. N. Shablovskii

Extreme properties of entropy production are studied in a locally nonequilibrium single(component super(
cooled melt–crystal system. Analytical description of evolution of two(dimensional growth curve is given for
the following processes: periodical progressive wave, flex point in the neighbourhood of dendrite tip, oscilla(
tions of phase boundary vertex.
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