
Доклады Академии Наук СССР
1947. Том LVIII, № 1

МАТЕМАТИКА
С. С. КОВНЕР и Д. К. ЖАК

ВЫЧИСЛЕНИЕ СТЕПЕНЕЙ ОПЕРАТОРОВ ЛИБМАННА 
И ГЕРШГОРИНА И ИХ ПРИЛОЖЕНИЕ К МАШИННОМУ 

ИНТЕГРИРОВАНИЮ УРАВНЕНИЙ

(Предстаелено академиком А. Н. Колмогоровым 4 IV 1947)

1. Задача приближенного интегрирования уравнения Лапласа с по­
мощью метода сеток разработана Н. ЫеЬтапп’ом С1). С. А. Гершго- 
рин(2-4), Ш. Е. Микеладзе(5) и многие другие советские ученые 
внесли в этот метод ряд весьма существенных дополнений.

При производстве массовых вычислений, которые встретились 
в процессе решения проблем, связанных с распространением тепла 
в многослойной среде (®~8), нам пришлось перейти от вычислений на 
ручных и электрических арифмометрах к вычислениям на счетно-ана­
литических машинах. И. Я. Акушский детально разработал этот вопрос 
в (9), а Л. А. Люстерник и А. М. Прохоров в (10).

Наши первые опыты решения смешанной задачи Дирихле — Нейманна 
по общеизвестным формулам на счетно-аналитических машинах пока­
зали, что можно без труда увеличить скорость расчета прибли­
зительно в 5—6 раз по сравнению с расчетом вручную.

Авторы пришли к мысли, что на счетно-аналитических машинах 
можно получить больший выигрыш во времени, если находить непосред­
ственно не первую, а некоторую n-ю итерацию либманновского процесса.

2. Имеем для первого приближения:

«О. =4 [»Н-1, * + ui, k+i -\-Ui- 1, * + k- 1]. (1)
’ 4

Заменяя в правой части нулевые приближения найденными из (1) 
первыми приближениями, получаем второе

„(2) 1г„(1) 1 „(1) । „(о i„(i) ,1 =
I, R 4 [ /4-1, К I /, «4-1 * I I, R 1 1, R—I]

= 42 l^Ui, й + j *4-14“2«z_ ]> k_ І4“2й/^] *_]-[-

~Г»1+2, k+г 4“»/-2, ft—2] (2)
и T. Д.

Общая формула получается из следующих геометрических сообра­
жений: первая итерация получена сложением значений нулевого при­
ближения в 4 ближайших к (г, k) точках с последующим делением на 4.

Каждое значение фигурировало в сумме один раз, как это пока­
зано на рис. 1,а; мы скажем, что каждая из точек фигурирует в фор­
муле (1) с весом Е Веса точек формулы (2) показаны на рис. 1, Ь.

Очевидно, что «Д-1-й степени оператора соответствует аналогич-
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ная фигура, полученная построением около каждой из 4 ближайших 
к (I, #) точек фигуры, соответствующей «-й степени, и сложением 
всех весов, наложенных на каждую точку. Таким образом, веса точек 

сіеленей оператора Либманна находятся тем же итерационным либман- 
новским процессом, что и значения последовательных приближений.

Формула, дающая непосредственно п-ю итерацию, получает вид:
п п 

i№b = ~ V V 
р—0 т=0

п\ ( п\
' 1«mJ \р т'р (3)

где (/«, р) суть координаты точек в системе, начало которой ле­
жит в вершине квадрата, охватывающего все точки, фигурирующие

Рис. 2

ее собственного веса и веса ближайшей 
щем шаге, и т. д.

в операторе, а за единицу 
принята длина диагонали 
минимального квадрата сет­
ки. На рис. 1, Ь, с, d, е пред­
ставлены веса точек, соот­
ветствующие 2-му, 3-му, 
4-му и 5-му шагам.

3. В случае задачи Ди­
рихле значение в точке, 
лежащей на границе, не бу­
дет заменяться средним, а 
войдет в дальнейшие ите­
рации непосредственно. По­
этому вес граничной точки 
для каждого последующего 
шага итерации равен сумме 

внутренней точки в предыду-

На рис. 2, d и е даны значения весов 4-й и 5-й степени оператора 
в случае прямолинейной границы для точки, лежащей на расстоянии 
2 клеток от нее. На рисунке изображена четверть фигуры.

Вычисление степеней оператора для любой формы границы одно­
связной или многосвязной двумерной области ведется по тому же 
правилу и затруднений не представляет.

В работах («) и (8) решались задачи распространения тепла в много­
слойной среде при условиях на внутренних границах между j-м и 
/Нг 1-м слоем:

Веса точек оператора п-ф-1-й степени, лежащих на внутренней 
горизонтальной границе, вычислятся сложением весов двух соседних 
сверху и снизу точек оператора и-й степени, а веса точек, примыкаю­
щих к границе, равны сумме весов 4 соседних, причем вес граничной 
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очки по одну сторону границы множится при этом на а, а по дру­
гую — на р (рис. 3, d и е).

Все рассуждения остаются неизменными и при решении уравнения 
Лапласа в пространстве. Коэффициенты степеней оператора Либманна 
будут вычисляться тем же либманновским процессом в трех измерениях.

4. Процесс Либманна обладает свойством автоматической регули­
руемости: если в значение «,;* вкралась ошибка s/s, то при дальней­
ших итерациях она стремится к нулю. Значение ^t,k через п шагов 
соответствует решению задачи Дирихле для той же области, если 
граничные значения равны нулю, в точке (і, #) нулевое приближение 
равно ^і, *, а в остальных внутренних точках — нулю.

Следовательно, через п шагов значение погрешности в точке (ц £) 
для нечетного п равно нулю, а для четного n=2q.

Таким образом, для любого п = (О)]2, где Рп (х) есть поли­
ном Лежандра 1-го рода (1Х).

Отсюда видно, что автоматическое регулирование не является
быстрым процессом: нужно 
сделать п=64 итерации, что­
бы достигло 0,01 гу *.

Приведенная оценка явля­
ется максимальной, так как не 
учитывает влияния граничных 
точек, которое ускорит зату­
хание.

5. Проделанные управле­
нием „Союзмашучет" Цент­
рального статистического 
управления Госплана СССР 
экспериментальные просчеты 
показали, что современные 
конструкции счетно-аналити­
ческих машин позволяют вы­
полнить 5 - шаговый расчет 
(га = 5) так, что затраты вре­
мени на него не превышают
затрат времени на одношаговый расчет, а количество перфокарт при 
100 итерациях, выполненных 5-шаговым расчетом, равно числу перфо­
карт, необходимых для 60 итераций, выполненных методом одноша­
гового расчета. 5-шаговый расчет позволяет резко — в 5 раз — со­
кратить время, необходимое на расчеты, не увеличивая, а сокращая 
объем работ.

Схематический процесс работы при 5-шаговом расчете таков:
1) На каждую точку пробивается 36 перфокарт, так как новое зна­

чение каждой точки образуется из значений 36 окружающих точек.
2) На каждой перфокарте пробиваются показатели: а) номер точки 

контура, которой соответствует перфокарта (основной); б) в состав 
какой точки включается данная точка-перфокарта при расчете нового 
значения; в) коэффициент, с которым она входит в расчет данной 
точки, и порядковый условный номер этого коэффициента; г) исходное 
значение точки контура, которой соответствует данная перфокарта.

3) На сортировальной машине, группирующей перфокарты по одной 
колонке, производится подбор перфокарт по показателю б, т. е. 
объединяются все перфокарты точек, входящих в расчет нового зна­
чения каждой данной точки контура.
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4) Подобранные перфокарты пропускаются через табулятор с при­
способлением для умножения. При этом суммируются значения точек 
имеющих одинаковый коэффициент взвешивания, и сумма этих значе­
ний умножается на него. Полученные произведения всех 36 состав 
ляющих суммируются, и только эта сумма произведений печатается

а) После этого перфокарты вновь перегруппировываются по пока­
зателю а, и на каждой из 36 перфокарт основной точки пробивается 
новое значение в этой основной точке.

' 6) Затем перфокарты снова перегруппировываются по показателю 
о — и заново начинается процесс 5-шагового расчета.

7) Время, необходимое для расчета нового значения одной точки 
при 36 составляющих и 7 разных коэффициентах (см. п 4) пповепено 
экспериментально и составляет 1 мин. 2 сек. ' риверено

6. Вместо оператора Либманна (1), погрешность которого пропор­
циональна h, можно ввести оператор Гершгорина (2,5) Р Р

mo~^[4(wi+«2+«3+u4) + (u5+«6+«74-«s)],
(5)

погрешность которого пропорциональна А2.
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Примененный геометрический 
прием сразу показывает, что 
коэффициенты в степенях этого 
оператора подсчитываются тем 
же процессом Гершгорина, каким 
находятся значения функции, т. е. 
вес каждой тонки л-{-1-го’шага 
вычисляется из весов соседних 
точек л-го шага по формуле (5). 
Веса точек, близких к границам, 
подсчитываются аналогично то-
му, как указано в § 3. На рис. 4 
даны значения весов для 1-го и 
5-го шагов. Ошибка дости­
гает 0,01 j уже при 6-м шаге.

оператор Гершгорина требует 
манна для подсчета л-го шага при л^Л^Т!^ Пр°ЦеСС 
^/2(пІі) (nt2} раЗЛИЧНЫХ коэффициентов, а в проіесс^Герш^рйна

:zzozz:zbHOM применении

one-
St SS Рдост°^^^
В § 5 настоящей работы, может Lt!

При более

е
Рис. 4

быстрой сходимости
введения в расчет большего числа
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