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Практический расчет частот колебаний многоатомных молекул пред­
ставляет трудную и громоздкую задачу. Поэтому весьма существенно 
применять рационально выбранный метод расчета. Для решения задачи 
о малых колебаниях лучше всего исходить непосредственно из уравне­
ний движения, не пользуясь явным выражением для потенциальной 
энергии. Этот подход к решению задачи имеет то преимущество, что 
условия равенства нулю полного количества движения и полного 
момента количества движения выполняются автоматически. Уравнения 
движения для частных случаев колебаний атомных систем составлялись 
Борном и Карманом (х) (колебания бесконечной цепочки атомов), Барто­
ломе и Теллером (2) и Кирквудом (3) (конечная цепочка), Лехнером (4) 
(трех-, четырех- и пятиатомные молекулы) и др. Однако желательна 
разработка общего метода составления уравнений движения. Подобный 
метод описывается в настоящей заметке. 
В качестве нулевого приближения взята 
модель валентных сил, являющаяся хоро­
шим приближением для'широкого класса 
молекул; применение этой модели не свя­
зано, однако, принципиальным образом 
с рассматриваемым методом. Уравнения 
движения составляются в векторном виде, 
что значительно упрощает расчеты и де­
лает их более наглядными по сравнению, 
например, с расчетами Лехнера (4).

Рассмотрим разветвленную молекулу, 
состоящую из атомов I, /, к, . . . с мас­
сами mi, mj, mk-> •.. (фиг. 1). Равно­
весную конфигурацию мы определим 
заданием единичных векторов еу, направленных по связям ij, 
и длин Sy соответствующих связей. Валентные углы между связями 
ij и ік определяются cos = еу е^. В качестве переменных мы введем 
изменения q^j длин связей и изменения a)fe валентных углов Y}v 
Величины q и а можно выразить через малые смещения Гу Гу, Г^, . .. 
ядер из положений равновесия. Приближенные выражения для зависи­
мости величин q и а от относительных смещений будут

?у = еу(гу —г4) (1)
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и
a’ft = fa ~ I fa ~

sij ' sik

где
= Г )

И

*jh

(2)

(3>

—единичные векторы, лежащие в плоскости ijk и перпендикулярные 
связям ij и ik (фиг. 2).

Потенциальную энергию мы возьмем в виде
(?Й> ад) “ у 2 ^3’ hm ^3 ^km + Т 2 Сг®’ st ам а®( +

+ 2 ' (4}
Соответствующие обобщенные силы будут

dq^= Укт (5)1
517 "V J, г г VI 11
gal — — ^cpq,st^st — ^dpg^ijqij. (6}

Суммирование производится по всем связям и по всем валентным 
углам. Выражение (4) является хорошим приближением для большого 
класса молекул, когда ставится задача расчета валентных и деформа­
ционных колебаний. Модель валентных сил получается, если в (4> 
оставить лишь чистые квадраты.

Уравнения движения имеют вид

Vj Kim • ( 7)’

V, (г,Ь) = Ъ,

да*? ~ до-3 kl km гт
Из (1) и (2) мы получаем, пользуясь соотношением 

справедливым для произвольного постоянного вектора b

где
Fl! = Fk = ^ + ^ • 

ьік sil

ди„ V ди I v эи
да--3 — TV" дат,, дп ‘

Отсюда
(9>

g. (10>
J M — km 1

Первый член в правой части (10) есть сила, связанная с изменением 
длин связей, второй член — сила, связанная с изменением валентных 
углов между парами связей, исходящими от атома г, третий член_  
сила, связанная с изменением валентных углов между парами связей, 
исходящих из соседних атомов, при условии, что одна из этих- связей 
кончается на атоме i.

Как легко показать

И

V а, х = аг^г4 = О, 
і І

(11>
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где вектора а; определяют равновесные положения ядер. Для случая 
периодического движения (Гі = Гіоеіш(, w #= 0) мы получаем из (11) усло­
вия равенства нулю полного количества движения Р = У щ,- Гг и полного

г
момента количества движения М — У X П; последний берется для 

малых смещений (для которых аг + г, а,).
Для получения уравнений движений в переменных q и а мы соста­

вим разности
/ 1 . 1 Д dU . 1 X? dU 1 X? dU 1 х? .г, — г, — — ( —+ т J а е0 + Ш} У dq ejr - т_ У dq {1 ен — — rs + 

r=f=i rs
, 1 V pi I 1 V 3Z7 Vf _ £ V dU_ „

г H rj г fem Ьrv t It nllb
,, " " dUМы учли, что как г,, так и п содержит член .
Умножая (12) на ец, мы находим

•• •• /1 1 Д dU l^dU ... .
U + т}) д^ - 1 Cos -

j гфі

_ 1 у cos (//, Ц) + ± V Т>8 ед +1 У fL еіу- (13)
mt Xj dqil v ' mj daJ 11 mi 9a« 4 v '

rs rs [hl
___ du tjfiji_______ Ly dU fe«» e«> 

3 rt a r]___ hm гт
(гфі} (h#=i)

Здесь приняты во внимание соотношения
" ед^ f^s = Cji fji = О,

ец = cos (ij, il)-, eij ejr= = — cos (ji, jr). (14)
Аналогичным образом мы получаем уравнения для а)й, умножая

r — г’; на — и гй — Гі на — Мы выпишем эти уравнения в явном 
J Sij Sik

виде только для простейшего случая центрального атома i с массой 
Ші = М, связанного с атомами р, q, ... . Мы получаем

" —А^ч~"М
dU ^p^qp . 1 dU ^q^pq 
dqp sq M dqq sp l=/=p,q kl

1 f f 1 V1 9U e а (15)

где значок I опущен.
Уравнения для величин q и а содержат производные

dU dU
dq да 7

которые определяются формулами (5) и (6), и скалярные произведения 
векторов еу, /которые легко могут быть найдены в конкретных
случаях.

Положим, как обычно,
= 9і,-еіші; «st = tot)0 еіш(. (16)

Мы получаем уравнения вида

2 (Сщ — Ш2^) ?|л+ Ск ОТ ЯС- = 0; 
а

У С,.,, и + У (сх,.от — U)2 8ЭТ, сД ает = о, | 
р. ст

(17)
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тде связи обозначены значками X, р, х, ... вместо ij, Im, rs, . .. . 
Решение (17) определяет частоты и вид колебаний. Для понижения 
«тепени соответствующего секулярного уравнения можно воспользо­
ваться свойствами симметрии молекулы; при этом приходится выписы­
вать в явном виде лишь уравнения движения, соответствующие вели­
чинам q и а, которые не преобразуются друг в друга при операциях 
■симметрии. В большинстве случаев большая часть недиагональных 

коэффициентов в (17) равна нулю или же мала 
X по сравнению с диагональными, благодаряЛ чему становится возможным приближенное

разделение колебаний различного типа. На­
пример, если коэффициенты От и с„, и в (17) 
можно положить равными нулю, мы получаем 
независимые секулярные уравнения для ва- 
лентных колебаний и для деформационных

/^2 колебаний.
Описанный метод может быть иллюстрирован 

Фиг- 3- на примере нелинейной трехатомной симме­
тричной молекулы XY2 (фиг. 3). Пусть q2 — 

изменения длин связей X — Y, а — изменение валентного угла, М и т — 
массы атомов X и Y соответственно. Равновесная конфигурация может 
быть определена заданием единичных векторов е,, е„, I,,, f,, и F,,= 
= , Длин связей 5 и величины валентного угла у. Для простоты
мы рассмотрим модель валентных сил

U = ^k(q\ + q\) + ^ca?.
Отсюда

dU , ди , дид—= kq,, yr—=kq,, 1Г- = са.д^і 1 dq2 ^2’ да
Из уравнений (13) и (15) мы получаем

” _ С 1 । 1Лди 1 эи , 1 ди _ r т) dg, М

а = А ди ди _ £ ЛЕ г _ 1 ди f2
М dqr s М dq2 s М да 12 ms2 да 12 ms2 да 21'

Так как
£ f21 = е2 f18 = sin у; f22 = f2, = 1;

V д __  ^12e2 __  8ІП f _ ^2 ___ (І12 -|- f21)2 4 1
S - s ’ *12- —-^sm T’

TO
" _ Л 1 I 1 \ COS Y 7 sin Y91 \.М. + т)к^ M kq*+~M7

" sin 7 , , , , / 2 , 4 . „ 7 \

Для симметричных колебаний qv = q^ — q, отсюда

sin Y 7 2 ( 1 . 2 . , 7 \ (

(18)

(19)

(20)

(21)

Соответствующее секулярное уравнение будет

, 2 sin y
-k-^r

cos2 <u2 sin 7
-C MT

O)2
= 0. (22)І8іп;
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Это уравнение имеет решения од и ш2, для которых
, , 2 к (. . 2m я тЛ , 2с Z. . 2m . 2 г Л u>2 + w2 = —( 1+^- cos2-)- ) + —2 1 + -^ sm 4- );12 т \ М 2 / ms2 к М 2 У ’ 

» 2 2йс С. . 2т\+ <23>
Для антисимметрических колебаний а = 0, qt=—= отсюда

" С 1 । 1 —cos Т А 7 Л /л , 2т . „ у Д .

Решение будет

«t-IG+Sf^i)- да
Хорошо известный результат, содержащийся в формулах (23) и (25), 

получен значительно проще, чем обычно. Следует отметить, что мы 
не выписывали уравнения для q2, так как оно приводит к прежним 
уравнениям (21) и (24) для q благодаря тому, что qt и q2 переходят 
друг в друга при отражении и повороте.

Лаборатория молекулярной спектроскопии Поступило
Государственный оптический институт 10 VII 1940
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