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ГРАДИЕНТНЫЕ СВОЙСТВА ТЕМПЕРАТУРЫ  

НА ФАЗОВОЙ ГРАНИЦЕ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ 

ПЕРЕОХЛАЖДЕННОГО РАСПЛАВА МЕДИ 

 

Процессы высокоскоростной кристаллизации глубоко переохла-

жденного расплава служат основой перспективных способов получе-

ния материалов с новыми функциональными свойствами. В настоя-

щее время в экспериментальных условиях достигнуты скорости роста 

20–70 м/с при глубине переохлаждения расплава до К300 . В данной 

работе рассматривается рост кристалла из однокомпонентного пере-

охлажденного расплава с позиций теории локально-неравновесного 

теплопереноса. В общей постановке трехмерная нестационарная зада-

ча очень сложна. Здесь мы применяем более простой (полуобратный) 

подход к проблеме, позволяющий выяснить многие существенные де-

тали процесса формирования теплового поля на поверхности роста 

кристалла. А именно: рассматриваем фазовую границу стационарной 

геометрической формы, перемещающуюся с постоянной скоростью. 

Этот случай характерен для стадии установившегося во времени ре-

жима роста. Данная работа продолжает исследования [1, 2] и имеет 

целью изучить градиентные свойства теплового поля на линии роста. 

Релаксационная модель Максвелла переноса тепла в неподвижной 

среде состоит из уравнения для теплового потока и уравнения баланса 

энергии: 
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где T  – температура, ),,( 321 qqqq  – вектор удельного теплового пото-

ка;   – коэффициент теплопроводности; c  – объемная теплоемкость; 

  – время релаксации теплового потока; q  – мощность внутренних 

источников энергии; u  – плотность энергии. В трехмерном простран-

стве ),,( zyx  фазовую границу (ФГ) кристаллизации моделируем по-

верхностью сильного разрыва теплового поля. На поверхности силь-

ного разрыва 0),,,( tzyxf  условия динамической совместности по-

лучаем обычным образом: 
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Здесь (1) – баланс энергии на ФГ и условия непрерывности каса-

тельных и бинормальных к ФГ компонент вектора теплового потока;  

L  – теплота фазового перехода единицы объема вещества; nN N  – 

скорость перемещения ФГ. Звездочкой отмечены параметры распла-

ва; индекс j  указывает, что значение функции определено на правой 

стороне разрыва, в твердой фазе. Подробности вывода и обсуждение 

соотношений (1) даны в [1]. Отметим, что при записи формул (1) ис-

пользуется ортогональный базис s , n , b , соответствующий касатель-

ной, главной нормали и бинормали к поверхности ФГ, рисунок 1.  
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Рисунок 1 – Основные геометрические параметры  

фазовой границы кристаллизации 

 

В работах [1, 2] получены в явном виде выражения нормальных 

производных , , . Здесь эти формулы не приво-

дятся.  
 

Обсудим результаты расчетов кристаллизации меди. Были приня-

ты следующие значения теплофизических параметров: 

К1357cT ; К1177* T ; 39 Дж/м1077.1 L ;  

)КДж/(м1017.4 36 с ; 2Дж/м351.1U ; 

)КВт/(м317  ; с10557.4 8 . 

На рисунке 2 показаны градиентные свойства нормальной и каса-

тельной составляющих теплового потока в зависимости от попереч-

ной координаты y  (левый столбец). Правый столбец демонстрирует 

зависимость этих же величин от квадрата теплового числа Маха 
222 / jwNM  , )с/(2

jjjjw  . Верхнему/ нижнему обозначению вер-

nT  / nqn  / nqs  /
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тикальной оси соответствует верхняя/ нижняя линия графика на плос-

кости рисунка. 

 

 

Рисунок 2 – Структура пространственной неоднородности  

теплового потока в конечной окрестности вершины дендрита 

 

Числовые значения входных параметров процесса кристаллизации    

в значительной степени влияют на поведение теплового потока в нор-

мальном и касательном к фазовой границе направлениях. Обнаружено, 

что по мере возрастания кривизны на вершине дендрита резко увеличи-

вается нормальная к поверхности роста компонента теплового потока. 

Работа выполнена в рамках госпрограммы «Энергетические системы, 

процессы и технологии». Научный руководитель проекта профессор 

О.Н. Шабловский. 
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НЕРЕЛЯТИВИСТСКАЯ ЧАСТИЦА СО СТРУКТУРОЙ 

ДАРВИНА–КОКСА В КУЛОНОВСКОМ ПОЛЕ, 

СПЕЦИАЛЬНЫЙ КЛАСС РЕШЕНИЙ  

 

В работе обобщенное уравнение Шредингера для частицы 

со структурой Дарвина–Кокса, учитывающее распределение заряда ча-

стицы по сфере конечного радиуса, исследуется с учетом внешнего ку-

лоновского поля. Опуская технические детали, касающиеся общей 

структуры обобщенного уравнения [1, 2] и вычислений, связанных 

с разделением переменных, исходим из явного вида получаемого ради-

ального уравнения ( 0  1   l     ):  
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где все величины безразмерные (  – параметр Кокса):  
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В (1) имеем уравнение с 4 регулярными особыми точками:  
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