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НЕЛИНЕЙНЫЕ БЕГУЩИЕ ВОЛНЫ
И «ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ ТЕПЛОЁМКОСТЬ» В СРЕДЕ

С КОНКУРИРУЮЩИМИ ИСТОЧНИКАМИ

Получены новые точные решения волнового уравнения с нелинейными ис-
точниками. Построены уединенные бегущие волны и кинк-решения, форми-
рующиеся при конкуренции двух источников. Определены условия возник-
новения аномального температурного отклика среды на тепловое воздейст-
вие («отрицательная теплоемкость»). Дан пример физической интерпрета-
ции одного из решений: вычислена скорость роста кристалла как функция
переохлаждения расплава.
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В современной математической физике важное место занимают волновые урав-
нения с нелинейными источниками (уравнения Клейна – Гордона). Такие источни-
ки позволяют моделировать сложные явления в различных областях естествозна-
ния. В данной работе для определенности будем говорить о процессах волнового
теплопереноса в системе «среда – источник энергии». Волновые задачи являются
важным элементом динамической теории неравновесных состояний вещества [1].

Гиперболическое уравнение теплопроводности, получаемое с помощью вариа-
ционных принципов [2, 3] и учитывающее конечную скорость распространения
тепловых возмущений, имеет вид
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где t – время; x – декартова координата; 0T Tτ = −  есть отклонение температуры
Т от ее отсчетного значения 0 constT ≡ ; с – объемная теплоемкость; λ – коэффи-
циент теплопроводности; γ – время релаксации теплового потока; qυ – мощность
внутренних источников и стоков энергии; скорость распространения тепловых
возмущений равна ( )1 2w c= λ γ . Физические аспекты обоснования уравнения (1)
изложены в [4]. Частным случаем модели (1) является волновое уравнение
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где ( )k q cυ υ= γ ; c,γ – const. Это уравнение характеризует быстрые процессы, в
которых волновой механизм переноса тепла преобладает над диффузионным:

1/ tγ∂ ∂ >> . Основные предпосылки данной работы состоят в следующем:
1. Можно выделить два вида знакопеременных источников ( )q q Tυ υ= . Пусть

1( ) 0q T Tυ = = , где Т1  – пороговая температура, при переходе через которую
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функция qυ(Т) меняет знак. Источник технического происхождения (далее для
краткости tech-источник) обладает следующими свойствами: он положителен в
области «высоких» температур Т  >Т1 , где происходит подвод тепла, и отрицате-
лен в области «низких» температур Т<Т1 , где тепло отводится, например вслед-
ствие теплообмена между элементом технического устройства и окружающей
средой. Таким образом, ( ) 1 0T Tdq dTυ = > .

Источник, типичный для биологической ткани (далее для краткости bio-
источник), обладает свойствами, отличающими его от объектов неживой природы
[5]. Такой источник выполняет уравновешивающую роль компенсатора: в области
«высоких» температур Т>Т1  идет теплоотвод qυ < 0; в области «низких» темпе-
ратур Т<Т1  происходит тепловыделение qυ > 0 в биоткани. Значит, в этом случае
наклон функции источника при пороговой температуре отрицателен:
( ) 1 0T Tdq dTυ = < .

2. Неклассическое явление «отрицательной теплоемкости» (ОТ) состоит в том,
что подвод/отвод тепла дает снижение/рост температуры. Обзор эксперименталь-
ных и теоретических работ по этой проблеме и примеры ОТ в задачах конвекции
стратифицированных двухкомпонентных жидкостей в поле силы тяжести даны в
[6]. Некоторые нелинейно-волновые аспекты явления ОТ представлены в [7].

Будем рассматривать автомодельные решения волнового уравнения, применяя
аргумент типа «бегущая волна»:

( )τ = τ ζ , 'x Mtζ = − , ' /x x w= ,
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где M  =  N /w – тепловое число Маха; N – скорость перемещения волны ζ = 0,
x0 = Nt, N > 0; N, w – const. Процесс «дозвуковой» при M 2 <1, процесс «сверхзву-
ковой» при M 2 >1. Таким образом, переход «дозвук»↔«сверхзвук» означает ин-
версию знака правой части (3). Предметом исследования является случай, когда

( ) ( ) ( ) ( )[ ]2 1k , M f g ,υ τ ζ = − τ − τ ζ , ( )2g Q= τ ζ , (4)

причем Q2 (ζ = 0) > 0, Q 2→0 при ζ→±∞. Далее источник τQ2  называем сосредото-
ченным, потому что при всех конечных τ(ζ) его воздействие проявляется главным
образом в окрестности волны ζ = 0. Кроме того, мы рассматриваем пример перио-
дической зависимости Q2 (ζ) от волновой координаты. Источник f (τ) нелинеен по
температуре и может быть знакопеременным.

Цель работы: 1) построить функции Q2 (ζ), f (τ), допускающие точное аналити-
ческое решение волновой задачи; 2) изучить конкурентное взаимодействие сосре-
доточенного и нелинейного источников (4) и указать примеры существования ОТ.

Алгоритм построения решения

Возьмем за основу дифференциальное уравнение для неизвестной функции
θ = θ(ζ):

( ) ( )2
2

2
dFd F

dd
ζθ ⎡ ⎤= ζ + θ⎢ ⎥ζζ ⎣ ⎦

.    (5)

Здесь F(ζ) – произвольная функция. Одно из частных решений этого уравнения
имеет вид [8]
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∫ ,  τ0 ≡ const.   (6)

Выполним преобразование F = iQ, θ = θ1+iθ2 и тогда, выделяя в (5) действитель-
ную и мнимую части, получим систему уравнений
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которой удовлетворяют функции θ1 = τ0cosJ, θ2 = τ0sinJ, dJ/dζ = Q. Очевидно,
что здесь θ2Q = –dθ1/dζ, θ1Q = dθ2/dζ. Переобозначим θ1→τ и запишем первое
уравнение (7) в виде

2
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Аналогичным образом можно поступить с уравнением для θ2; новых результатов
это не дает. В уравнении (8) примем связь

( )1 dQ d f
Q d d

τ
= τ

ζ ζ
,

которая означает переход к источнику вида (4); см. также (3). С учетом решения

0 cos Jτ = τ ,  dJ d Qζ =   (9)

получаем ( ) ( ) ( )2 2
0 sin J d J d f−τ ζ = τ . Теперь возьмем

( ) ( ) ( )2 2
0f Dτ = τ − τ τ . (10)

В итоге имеем дифференциальное уравнение для функции J = J(ζ):
2

02 sind J D J
d

= −τ
ζ

,  ( )0 cosD D J= τ = τ .   (11)

Выбор отдельных частных зависимостей D(τ) дает возможность получить точные
решения уравнения (11). А это значит, что решение (9) будет удовлетворять урав-
нению (3) с источником (4), (10). Таким образом, в данном классе решений влия-
ние сосредоточенного источника на градиент температуры описывается формулой
( ) ( )2 2 2 2

0d d Qτ ζ = τ − τ . Конкуренция источников f и g наблюдается там, где эти

функции одного знака; на рисунках области конкуренции отмечены звездочкой.
При анализе ОТ-ситуаций рассматриваем температурные интервалы, где кон-

куренция отсутствует. Кроме того, учитываем, что ∂τ/∂t = –Ndτ/dζ, N >  0. При
фиксированном x имеем аномальный температурный отклик среды, если в этой
точке dτ/dζ >  0,т.е. ∂τ/∂t <  0 и kυ >  0 либо dτ/dζ < 0 и kυ < 0. Области, где суще-
ствует явление ОТ, отмечены на рисунках черным треугольником.

Решения на основе уравнения синус-Гордона

Обсудим варианты, когда (11) можно представить в виде уравнения синус-
Гордона, определяющего автомодельное решение  J = J(ζ):

2

0 02 sind J D BJ
d

= −τ
ζ

, (12)
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где D0 – положительная постоянная; B ≥ 1 – целое число. Далее применяем из-
вестные частные решения [9] этого уравнения: если τ0 < 0, то

( ) ( )4 arctgJ B Eζ = , ( )0 0expE D B= ζ −τ ;     (13)

если τ0 > 0, то

( ) ( ) ( )4 arctgJ B B Eζ = −π + , ( )0 0expE D B= ζ τ . (14)

Из этих формул легко получаем функцию Q2 (ζ) сосредоточенного источника.
Укажем отдельные примеры точных решений вида (9).

Пусть B = 1, D(τ) ≡  D0, ( ) ( )22 4 2
0 1 6 1E E Eτ = ±τ − + + ; здесь верхний и ниж-

ний знаки «±», а также выражения Е(ζ) соответствуют (13) и (14). Функции ис-
точников такие:

( ) ( )2 2
0 0f Dτ = τ − τ ,  ( ) ( )22 2 2

0 016 1 0Q D Е Еζ = τ + >∓ ,

где Q2  → 0 при ζ → ±∞. Схематическое изображение нелинейного источника по-
казано на рис. 1, а для τ0 < 0. При τ0 > 0 решение обладает аналогичными свой-
ствами. В данном случае решение имеет структуру уединенной волны:
ζ → ±∞, τ → τ0, τ(ζ = 0) = –τ0; выпуклость линии τ(ζ) обращена вверх, рис. 1, b.
Функция τ(ζ) – знакопеременная: τ = 0 при ζ = ζ1, ζ = ζ2 = –ζ1, где

( )2 2
1 1 3 2 2E Е= ζ = ζ = − , ( )2 2

2 2 3 2 2E Е= ζ = ζ = + . Своеобразие ситуации в
том, что именно при ζ = 0 достигает максимума функция Q 2 (ζ), и в этой точке об-
ращается в ноль нелинейный источник. Конкуренция источников f > 0 и g > 0 на-
блюдается в интервале [0, −τ0). Таким образом, формирование уединенной волны
происходит под влиянием преобладающего воздействия сосредоточенного источ-
ника. После перемены знака функции τ(ζ) конкуренция отсутствует (f  >  0, g  < 0),
и профиль волны выравнивается. Нетрудно видеть, что ОТ-ситуация наблюдается
в сверхзвуковом/дозвуковом режиме слева/справа от возвышения волны, рис. 1.

* 

τ

ζ 12 0

b
(M 2 –1)f ( )τ  

– 0  τ0  0 

* 

а
 

τ τ

– 0τ

0τ

ζζ

Рис. 1. Решение (9), (12) при B = 1, τ0 < 0: а – функция нелинейного источ-
ника; b – уединенная волна; * – область конкуренции источников; ▲ – об-
ласть существования «отрицательной теплоемкости»; − − − функция источ-
ника в сверхзвуковом (М 2 >1) режиме; —— функция источника в дозвуко-
вом (М 2 <1) режиме
Fig. 1. Solution (9), (12) for B = 1, τ0 < 0: (a) nonlinear source function; (b) sole
wave; (*) the region of source competition; (▲) the negative heat capacity region;
− − − the source function in the supersonic regime; —— the source function in
the subsonic regime
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Например, в дозвуковом режиме явление ОТ существует в фиксированной точке
x = x1>ζ1 > 0 при )10,t t⎡∈ ⎣ , где t1 = (x1–ζ1)/N есть конечное время, в течение кото-

рого волна проходит расстояние x1–ζ1.
Пусть

B =  2, 02 cosD D J= , ( ) ( )2 2
0 0 02f Dτ = τ τ − τ τ .  (15)

При τ0 < 0 решения (9), (13) имеют кинк-структуру: τ(ζ) монотонно возрастает
слева направо от τ0 до (–τ0), причем τ(ζ = 0) = 0, рис. 2. Конкуренция источников
отсутствует: f  >  0, g < 0 при ( )0 ,0τ ∈ τ ; f  < 0, g >  0 при ( )00,τ ∈ −τ , рис. 2, а.
ОТ-ситуация существует при М 2 >1 в области решения, соответствующей нижней
(левой) части кинка; при М 2 <1 аномальный отклик получаем в верхней (правой)
части кинка. В дозвуковом режиме явление ОТ существует на конечном интерва-
ле времени )10, t⎡⎣  при каждом ( )1 0,x x= ∈ ∞ , t1 = x1/N. Отметим еще, что при

М 2 >1 нелинейный источник имеет вид, характерный для биоткани: подвод/отвод
тепла происходит в «холодной»/«горячей» температурных областях.

 

 0

b  а

0 τ0 – 0τ τ

(M 2 –1)f ( )τ  
 – 0τ

0 τ

 ζ

Рис. 2. Решение (9), (12) при B = 2, τ0 < 0: а – функция нелинейного источника;
b – кинк-структура. Обозначения такие же, как на рис. 1

Fig. 2. Solution (9), (12) for B = 2, τ0 < 0: (a) nonlinear source function;
(b) kink structure. Notations are the same as for Fig. 1

При τ0 > 0 из (9), (14) получаем уединенную волну: ( ]00,τ ∈ τ , τ(ζ→±∞)→0,
τ(ζ = 0) = τ0. График функции f (τ) (он здесь не приводится) обращен выпуклостью
вверх: имеется конкуренция, f  > 0, g > 0 при ( )00,τ ∈ τ , см. (15). В заключитель-
ной части статьи будет дан пример физической интерпретации этого решения:
движение фазовой границы кристаллизации переохлажденного расплава.

Пусть B = 3, ( )2
0 4cos 1D D J= − , ( ) ( ) ( )2 2 2 2

0 0 04 / 1f D ⎡ ⎤τ = τ − τ τ τ −⎣ ⎦ . При τ0 < 0

решение имеет кинк-структуру ( )0 0, / 2τ ∈ τ −τ , причем τ(ζ = 0) = τ0/2.  Темпера-
турный интервал (τ0/2, 0), на котором происходит конкуренция источников f  < 0,
g < 0, располагается между двумя интервалами (τ0, τ0/2) и (0,–τ0/2), где конкурен-
ция отсутствует, рис. 3. ОТ существует в сверхзвуковом и дозвуковом режимах,
соответственно в левом и правом интервалах. При τ0 > 0 ситуация аналогична
случаю B = 2: в условиях конкуренции источников f  > 0, g > 0 формируется уеди-
ненная волна при ( ]0 0/ 2,τ ∈ τ τ , τ(ζ→±∞)→ τ0/2, τ(ζ = 0) = τ0. Такие же качест-
венные результаты получаются для B = 4, B = 5.
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/2 – /2 * 

* 

(M 2 –1)f ( )τ  

τ0 τ
τ0 τ0

Рис. 3. Решение (9), (12) при B = 3, τ0 < 0: перемежаемость областей
с отсутствием и наличием конкуренции источников.

Обозначения такие же, как на рис. 1
Fig. 3. Solution (9), (12) for B = 3, τ0 < 0:

alternating regions with and without source competition.
Notations are the same as for Fig. 1

Решения на основе двойного уравнения синус-Гордона

В (11) возьмем D = D0+D1τ, D1 > 0 и получим
22
0 1

0 02 sin sin 2
2
Dd J D J J

d
τ

= −τ −
ζ

.    (16)

Воспользуемся известными частными решениями [9] этого двойного уравнения
синус-Гордона. Нелинейный источник f (τ) имеет вид (10).

Если 2 2 2
0 1 0D Dτ > , то

( ) ( )2 2
0 1 1S Sτ = τ − + ,  2 2 2

2 3thS D D= ζ ,  (17)

( ) ( )2
2 0 1 0 0 1 0 1D D D D D= τ + τ − > , ( )2 2 2

3 0 1 0 12D D D D= τ − ,

( ) ( ) ( )222 2 2 2
0 1 0 1 3 2 3ch shQ D D D D D D⎡ ⎤ζ = τ + ζ + ζ⎢ ⎥⎣ ⎦

.

Параметры задачи оцениваются следующим образом: 1) τ0 > 0, D0 > 0, τ0D1>D0,
τ∞ < 0, 0∞τ < τ ; 2) τ0 < 0, D0 < 0, τ0D1<D0, τ∞ > 0, 0 0∞τ > τ > , где τ∞ = τ(ζ→±∞).
Решение имеет вид уединенной волны, функция τ(ζ) – знакопеременная;
τ(ζ = 0) = τ0. При τ0 < 0 имеем [ )0 , ∞τ ∈ τ τ , выпуклость линии f (τ)≤0 обращена
вниз; при τ0 > 0 имеем ( ]0,∞τ ∈ τ τ , выпуклость линии f (τ)≥0 обращена вверх. Ус-
ловия появления ОТ-ситуации такие же, как для варианта B = 1: см. (12) и рис. 1.

Если в (16) 2 2 2
0 0 1D D> τ , то решение выглядит так:

( ) ( )2 2
0 1 11 1S Sτ = τ − + ,  2 2 2

1 4 5tgS D D= ζ ,  (18)

( ) ( )2
4 0 0 1 0 0 1 1D D D D D= + τ − τ > , ( )2 2 2

5 0 0 1 12D D D D= − τ ,

( ) ( ) ( )222 2 2 2
0 0 1 1 5 2 5cos sinQ D D D D D D⎡ ⎤ζ = + τ ζ + ζ⎢ ⎥⎣ ⎦

.
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Параметры задачи оцениваются следующим образом: 1) τ0 > 0, D0 > 0, D0 > τ0D1;
2) τ0 < 0, D0 < 0, D0 < τ0D1. Качественные свойства функции f(τ) такие же, как для
предшествующего решения (17). Решение (18) представляет собой цуг волн.
Например, для τ0 > 0 имеем: τ = τ0 при ζD5 = πn0; τ→(–τ0) при ζD5 = πn0±(π/2),
где n0 =  0, ±1, ±2,… . Функция τ(ζ) – знакопеременная, рис. 4; τ = 0 при

( )2 2
5 4tg 1 1D Dζ = < . Каждая отдельная волна располагается по отношению к ар-

гументу ζD5 на интервалах (–π/2, π/2), (π/2, 3π/2) и т.п. Явление ОТ наблюдается в
течение конечного промежутка времени в «холодной» области ( )0 ,0τ ∈ −τ на вос-
ходящем/нисходящем участках отдельной волны при сверхзвуковом/дозвуковом
режиме.

π/2–π/2–π 0 ζD5

τ
τ0

–τ0

Рис. 4. Решение (18): цуг волн при τ0 > 0
Fig. 4. Solution (18): wave chain for τ0 > 0

Для τ0 < 0 график τ(ζ) получается из рис. 4 переворотом на 180° вокруг гори-
зонтальной оси. В этом случае имеем ОТ-ситуацию в «горячей» области на нис-
ходящем/восходящем участках отдельной волны при сверхзвуковом/дозвуковом
режиме.

В (11) возьмем ( )[ ] ( )[ ]0cos 2 cos 2D J m J= − τ  и получим
2

2 2 sin sin
2

d J Jm J
d

= −
ζ

.

Это уравнение имеет точное решение [10]:

4arctgJ u= , ( )[ ] ( )1/ 21 cos 1u m m m= − ζ − , 0<m<1.  (19)

В результате находим

( )
2

0 22

81
1

u

u

⎡ ⎤
⎢ ⎥τ = τ −
⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

;  ( )
( )

( )

2 2 1/ 2
0 0

0 0

2
1f m

⎡ ⎤τ − τ τ⎛ ⎞
τ = −⎢ ⎥⎜ ⎟τ τ + τ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

;    (20)

( )
( ) ( )

( )

2 2
2

22

16 1 sin 1

1 sin 1

m m m
Q

m m

− ζ −
ζ =

⎡ ⎤− ζ −⎣ ⎦

.    (21)

Обсудим случай τ0 > 0. Периодическое решение (19), (20) дает цуг волн, при-
мыкающих друг к другу при ( )01 / 2m nζ − = π ± π , u→∞. Каждая отдельная вол-
на обращена в своей центральной части выпуклостью вниз и расположена на ин-
тервале вида [ ]1 / 2, / 2mζ − ∈ −π π . Зависимость τ(ζ) может быть знакоперемен-
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ной: она принимает значения от τ0 до τ0(1+8m2–8m). Размах колебаний функции
(21) равен 16m. Зависимость f (τ) в (20) примечательна тем, что именно в дозвуко-
вом режиме она представляет нелинейный источник, характеризующий биоткань,
рис. 5. Значение 1 2m =  является пороговым: слева и справа от него различа-

ются знаки величины ( ) ( )00 1 2f mτ = = τ − . При 1 2m ≠ имеется перемежае-

мость областей с наличием и отсутствием конкуренции; в отличие от рассмотрен-
ного выше случая В = 3 (см. рис. 3) здесь конкуренция отсутствует на внутреннем
температурном интервале, примыкающем к τ = 0. ОТ-ситуацию имеем там, где
нет конкуренции. Если 1 2m = , то конкуренция присутствует во всей области
определения решения. Полученные физические результаты нетрудно переформу-
лировать для случая τ0 < 0.

а b

τ0 – 0τ τ τ0 – 0τ τ

(M 2 –1)f ( )τ  (M 2 –1)f ( )τ  

Рис. 5. Решение (20): возможные варианты перемежаемости областей с отсутствием
и наличием конкуренции источников. Обозначения такие же, как на рис. 1

Fig. 5. Solution (20): possible combinations of alternating regions with and without
source competition. Notations are the same as for Fig. 1

Таким образом, решение (20), (21) говорит о том, что в дозвуковом режиме пе-
риодический по волновой координате источник τQ2  действует на фоне нелиней-
ного bio-источника и возбуждает цуг волн.

Еще одно точное решение можно получить, выполнив преобразование ζ→iζ в
формулах (3) и (19) – (21). Эти результаты здесь не приводятся. Отметим только,
что получаемая из (21) функция Q2 (ζ) описывает дважды сосредоточенный ис-
точник, потому что она дважды достигает максимум: слева и справа от ζ = 0.

Переменная скорость распространения возмущений

Для волнового уравнения (2) рассмотрим случай переменной «скорости звука»:

( )2 2 2
0 1 0w w w= ± τ > , 2 2

1 1w a α= τ ,     (22)

α, a1 – const, ζ = (x/w0)–t, w0 = N,
где α – положительное четное число. Здесь и далее верхний/нижний знаки соот-
ветствуют положительной (p)/отрицательной (n) производной d(w2)/dτ. Уравнение
(2) принимает вид

2 2 2 2
0 1d d w k wυτ ζ = ∓ .   (23)
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Если 1 sink k Bα
υ υ= τ τ ; 1kυ , В – const, то (23) превращается в уравнение синус-

Гордона, определяющее бегущие «звуковые» волны τ = τ(ζ), см. формулы (12) –
(14). Отметим, что в этом случае источник kυ(τ) колеблется по τ с нарастающей
амплитудой – по резонансному типу. Возможны и другие варианты частных зави-
симостей kυ(τ), позволяющие преобразовать (23) к уравнению с известными точ-
ными аналитическими решениями. Изучим два примера, для которых (23) отлича-
ется по структуре от уравнения синус-Гордона. В соответствии со знаком произ-
водной d(w2)/dτ будем говорить о (p) и (n) средах.

Уединенная «звуковая» волна:
2 2

0 1/(1 )Bτ = τ + ζ ; τ0, B – const, τ0 > 0; ( ]00,τ ∈ τ ;   (24)

( )[ ]( ),( ) 2 2 2
1 0 04 / 3p nk k +α

υ = ± τ τ − τ τ , 2 2 2 2
1 1 1 06k a B w= .

Здесь 2
1a – параметр среды; 2

1B – параметр источника. Источники ( ),( ) ( )p nkυ τ – зна-

копеременные, и на периферии волны (ζ→±∞) имеем τ→0, 2 2
0w w→ , kυ→0,

(dkυ/dτ)→0. Возвышение волны, т.е. максимум функции τ(ζ), формируется в точке
ζ = 0, где τ(ζ = 0) = τ0 > 0. Для (р)-среды на возвышении имеем ( ) 0pkυ > ,

( ) 0pdk dυ τ > ; сам источник обладает tech-свойствами. Для (n)-среды на возвыше-

нии имеем ( ) 0nkυ < , ( ) 0ndk dυ τ < ; сам источник обладает bio-свойствами, рис. 6.
Таким образом, на возвышении волны для обеих сред имеем

( )( )( ),( ) 2( ) 0p ndk d d w dυ τ τ > , а кривизна линии τ(ζ) равна
2

( ),( ) 20
0 12

1

( 0) 2p n w
K k B

wυζ = = = τ .

В данном примере она не зависит от 2
1a  и определяется шириной температурного

интервала τ0 и параметром источника 2
1B .

τ–τ0 0 τ0

(n)
kυ(τ)

Рис. 6. Нелинейная среда (22), d(w2)/dτ < 0: объем-
ные источники энергии, действующие в биологиче-
ской ткани; − · − · − источник, возбуждающий уеди-
ненную волну (24); ─── источник, возбуждающий
знакопеременный кинк (25)
Fig. 6. Nonlinear medium (22), d(w2)/dτ < 0: volumetric
energy sources acting in the biological tissue: − · − · −
the source of sole wave (24); ─── the source of alter-
nating kink (25)
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Знакопеременный кинк:

0 1th Bτ = τ ζ ; τ0, B1 – const, τ0 > 0; (25)

( )( ),( ) 2 1 2 2 2
1 0 0

p nk k +α
υ = ± τ τ − τ τ , 2 2 2 2

1 1 1 02k a B w= , ( )0 0,τ ∈ −τ τ .

Аналогично только что рассмотренной уединенной волне, здесь для (р)-среды/(n)-
среды имеем tech-источник/bio-источник, рис. 6. В центральной точке кинка ζ = 0,
τ =  0, dτ/dζ = τ0B1, ( ),( ) 0p nkυ = , ( ),( ) 0p nk dυ τ = . Отметим корреляцию между на-
клоном функции источника в невозмущенных состояниях (ζ→±∞) и наклоном
кинка в его центральной точке:

2( ),( ) 2 2 2
1 0 1 1 0

2 2 2
00 0 0

4 ( ) 4 ( )p nk w B wd
d dw w

υ

ζ=ζ→±∞

⎛ ⎞ τ = τ τ = ττ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟τ ζτ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∓ ∓ .

Здесь отношение 2 2
1 0 0( )w wτ = τ дает количественную характеристику нелиней-

ных свойств среды в интервале температур (–τ0,τ0).

Фазовая граница кристаллизации

Обсудим физическую интерпретацию решения (9), (14), (15) при τ0 > 0. Пусть
линия ζ = 0 есть фазовая граница кристаллизации однокомпонентного чистого
расплава, переохлажденного до температуры T*<Tc, где Tc – равновесная темпера-
тура кристаллизации. Применение волновой модели (2) оправдано тем, что по ме-
ре увеличения переохлаждения усиливается роль локально-неравновесного теп-
лопереноса, см. [1], [11]. Будем рассматривать правую часть уединенной волны в
дозвуковом режиме: ζ≥0, N >  0, М 2 <1,

( )0 2
02 1T T E E− ≡ τ = τ + , ( )0 0exp 2E D= ζ τ , τ0 > 0, D0 > 0,  (26)

( )2
0 0( ) 2 2 1Q Е D Еζ = τ + , ( ]00,τ ∈ τ ,

 k k k+ −
υ υ υ= + ,

( )21 0k M g+
υ = − > , ( )2 1 0k M f−

υ = − < ,

( )2 2
0 0 02f D= τ τ − τ τ , 2 3

0 02g Q D= τ = τ τ .

Возьмем T0  = T*, и тогда τ(ζ→+∞) = 0, а переохлаждение расплава равно
τ(ζ = 0) = Tc–T* = τ0 > 0. Параметр D0 характеризует взаимодействие сосредото-
ченного источника k +

υ  (выделение теплоты фазового перехода) и теплоотвода k −
υ ,

обеспечивающего переохлажденное состояние расплава. Укажем размерность
этого параметра: [ ] ( ) ( )2 2

0 1D q T c t Tυ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= γ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , где [ ] [ ]q q xυ = , q – удельный

тепловой поток. Ясно, что при таком упрощенном подходе источник k+
υ  «разма-

зывает» по ζ подробности взаимодействия границы кристаллизации с жидкой фа-
зой. По отношению к координате x определим толщину слоя перехода от τ = τ0 к
τ =  0 как дробь

0 0max maxx x w d d∆ = τ ∂τ ∂ = τ τ ζ ,
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где знаменатель дроби есть максимальное значение модуля производной dτ/dζ при
[ )0,ζ ∈ ∞ . Расчеты показывают, что

( ) ( ) 0 02 2 1 2 2x w D⎡ ⎤∆ = + + τ⎣ ⎦ .

Таким образом, баланс энергии на фазовой границе можем записать в виде

( )0q x LN+
υ ζ = ∆ = ,    (27)

где LN есть тепловой поток, обусловленный выделением кристаллизационного
тепла; L – теплота фазового перехода единицы объема вещества. Левая часть
формулы (27) – это количественная оценка теплового потока, который создается
сосредоточенным источником при ζ = 0; ( )q k c+ +

υ υ= γ . После аналитических пре-
образований, основанных на решении (26), из (27) получаем

( ) ( )1 4 1 2N w M= = + Γ − Γ , (28)

где ( )2 3 4 2
0 04D w LΓ = λ τ  – положительный безразмерный параметр. В физическом

отношении основной интерес представляет зависимость скорости фазовой грани-
цы от переохлаждения: N = N(τ0). Известные в литературе (см. [11] и указанную
там библиографию) данные о высокоскоростной кристаллизации глубоко переох-
лажденных (до 300 К) расплавов чистых металлов говорят о том, что функция
N(τ0) монотонно возрастающая, dN/dτ0 > 0, и при не слишком больших переохла-
ждениях удовлетворяет условию выпуклости: 2 2

0 0d N dτ > . Например, для чис-
того никеля оба эти свойства выполнены при 0 < τ0 ≤ 150 К. Из формулы (28) ясно,
что условие монотонного роста выполняется при всех Γ > 0, а из условия выпук-
лости следует ограничение Γ ≤ 0.06. Это означает, что для данного решения теп-
ловое число Маха не превосходит 0.23. Числовые расчеты, проведенные на основе
этой оценки, показывают, что для никеля формула (26) имеет физический смысл
при  τ0 ≤ 57 К.

Заключение

Для волнового уравнения с источниками построены новые решения типа бе-
гущей волны. Результаты изложены в терминах теории теплопереноса. Рассмот-
рены два типа нелинейных источников, различающихся характером тепловыделе-
ния/теплоотвода в «горячей» и «холодной» температурных областях. Например,
источник, характерный для биологической ткани, в отличие от источника техни-
ческого происхождения, выделяет тепло при низких температурах. Представлены
примеры аномального температурного отклика среды: подвод/отвод тепла дает
снижение/рост температуры (так называемая «отрицательная теплоемкость»). Дан
пример нелинейной среды, допускающей точное аналитическое описание волно-
вой задачи при воздействии источника, который зависит от температуры по резо-
нансному типу: его колебания происходят с нарастающей амплитудой. Для задачи
о фазовой границе кристаллизации переохлажденного расплава получена физиче-
ски содержательная зависимость скорости роста кристалла от переохлаждения.
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For a wave equation with sources, new running-wave type solutions are built. The results are
expressed in terms of the heat transfer theory. We study two types of alternating volume energy
sources qυ with a nonlinear temperature dependence T. Let qυ(Т = Т 1 ) = 0 where Т 1  is the
temperature of the source sign change. The source is positive at Т>Т 1  (heat input) and negative at
Т<Т 1  (heat output) when is has technical origin. A source of biological origin differs from
technical ones. It serves as a compensator: at Т>Т 1  it takes the heat in; at Т<Т 1 , it gives the heat
out. Three types of analytical solutions are obtained: the sole wave, the kink structure, and the
wave chain. Subsonic and supersonic wave processes are studied with respect to the rate of heat
perturbations. The examples for a non-classical phenomenon of "negative heat capacity" are given
when heat input/output leads to a temperature decrease/increase. We have considered a nonlinear
medium liable to an exact analytical description of a wave problem with a having a resonance
type of the temperature dependence: its oscillations have a crescent amplitude. As an example of
physical interpretation for one solution, the rate of crystal growth is calculated as a function of the
melt undercooling.
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