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Глава  1 
 

ЭЛЕМЕНТЫ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
 

1. Понятие функционала 
 

 Опр. 1.1. Если каждой функции ( )xyy =  из некоторого множе-

ства поставлено в соответствие некоторое число J, то говорят, что на 

этом множестве задан функционал и пишут ( )][ xyJ . 

 Функционал является обобщением понятия функции. Функция 

одной переменной ставит в соответствие одному числу x  другое чис-

ло y . Функционал ставит в соответствие функции ( )xyy =  (беско-

нечному числу её значений) число J. Множество функций ( )xy , на 

котором определен функционал  ( )][ xyJ , называется областью опре-

деления функционала, а число J – значением функционала. 

 

 Приведем примеры функционалов: 

1. Длина дуги плоской кривой, заданной уравнением ( ) bxaxyy ≤≤= , ; 
 

( ) ∫ ′+=
b

a

dxxyxyl .))((1][ 2

 
 

2. Задача о брахистохроне. Задача, сформулированная в 1696 году 

Иоганном Бернулли: «Даны две точки А и В в вертикальной плоскости. 

Найти для движущейся частицы М путь АМВ, спускаясь вдоль которого 

под действием силы тяжести, она может в кратчайшее время достичь 

из точки А точку В», получила название задачи о брахистохроне. Именно 
она дала начало самостоятельной и обширной области математики, 

которая называется вариационным исчислением.  
 

3. Задача о геодезических линиях (Якоб Бернулли). 
 На заданной поверхности Ф требуется найти линию, соединяю-

щую две фиксированные точки поверхности, имеющую наименьшую 

длину. Такие кривые называются геодезическими. 
 

4. Задача о наименьшей поверхности. 

 Даны две точки ( )111 , yxP  и ( )222 , yxP  плоскости YX 0 , причем 

21 xx < . Пусть ( )xyy =  – уравнение кривой, соединяющей точки  1P  и 

2P , т.е. 

( )11 xyy = , ( )22 xyy = . 
 



Кривая L  вращается вокруг оси X0 . Требуется найти линию L  

такую, чтобы площадь поверхности бы-

ла наименьшей.  

Площадь поверхности вращения 

вычисляется по формуле 
 

( )∫ ′+=
2

1

2
12][

x

x

dxyxyyS π . 

  

 Таким образом, требуется определить функцию ( )xy , которая 

минимизирует интеграл (функционал) ][ yS . Такие поверхности назы-

ваются катеноидами. 

 

5. Проблема Плато: 

 Обобщение предыдущей задачи – найти 
поверхность, проходящую через заданную 

пространственную замкнутую кривую так, 

чтобы площадь, ограниченная кривой, была 

наименьшей. 

 

 Все приведенные задачи сводятся к определению гладкой кри-

вой ( )xyy = , удовлетворяющей начальным условиям 
 

( ) 11 yxy = ,   ( ) 22 yxy = , 
 

которая минимизирует интеграл типа 
 

[ ] ( )∫ ′=
2

1

,,

x

x

dxyyxFyJ ,              (1.1) 

 

где F – заданная функция трех аргументов. 

 Такие задачи называются простейшими задачами вариацион-

ного исчисления. 
 

6. Задача Дидоны - легендарной карфагенской царевны, которой по-

надобилось ремешком данной длины ограничить участок земли наи-

большей площади (Леонард Эйлер).  (Изометрическая задача). 

 Рассмотрим следующую задачу, которую приписывают первой 
карфагенской царице Дидо (задача Дидони из «Энеиды» Вергилия), 

около 850 года до Рождества Христова. 

y 

x 

L 
2P

1P  

Ф 

min→S
 

L 



Среди всех гладких кривых длины L, соединяющих заданные 

тоски 1P  и 2P  ( 21PPL > ) найти ту, которая ог-

раничивает наиболее возможную площадь, за-

ключенную между отрезками двух перпенди-

куляров, опущенных из точек 1P , 2P  на ось 

X0 . 

По-существу, требуется найти функцию 

( )xy  такую, что 
 

( ) 11 yxy = , ( ) 22 yxy = , Ldxy

x

x

=′+∫
2

1

21 ,                      (1.2) 

а интеграл 

max
2

1

→= ∫
x

x

ydxS . 

 Такие задачи называются изопериметрическими. Отличие этих 

задач от простейших вариационных заключается в наличии дополни-

тельных условий (1.2). Здесь мы имеем дело с вариационной задачей 
на условный экстремум. 
 

7. Задача навигации. 
 Пусть имеется река ширины b с прямыми параллельными бере-

гами. Считая один берег совпадающим с осью 

X0 , обозначим через ( )xvv =  скорость тече-

ния реки. 

 Лодка с постоянной скоростью 

[ ]
))(max(

,0
xvVV

b
>  за кратчайшее время должна 

пересечь реку, отчалив из фиксированной точ-

ки ( )0,0O . 

 Обозначим через α  – угол курса лодки. Тогда компоненты ско-

рости лодки в реке будут определятся равенствами 
 

α
α+=⇒










α+=

α=

cos

sin

sin

cos

V

Vv

dx

dy

Vv
dt

dy

V
dt

dx

. 

 

Разрешая это уравнение, находим: 

S 

y  

2y  

1y
1P  

1x  

2P

2x  
x  

х 

y 

α  

0 b 

V 

)(xv  

)(xy  



 

( )
22

222

2

2

2

1

cos

1
1

cos

1
tg

cos vV

yvvyV

VV

v
y

−
′−−′+

=⇒−==




 −′

αα
α

α
. 

 

Для времени пересечения реки находим 
 

( ) ( ) ( )
( )∫ +

′⋅−−′+
=⇒

α
=

b

dx
xvV

yxvxvyV
t

V

dx
dt

0
22

222 1

cos
. 

 

 Последний интеграл должен быть минимизирован за счет выбо-

ра функции ( )xy  при условии  ( ) 00 =y .  
 

 В данном типе задач правый конец искомой кривой заранее не 

определен.  

 Здесь мы имеем дело с вариационной задачей со свободными 

концами. 

 

 

2. Экстремум функционалов 

 

Опр. 1.2.  Вариацией yδ  аргумента ( )xy  функционала [ ]yJ  на-

зывается разность между двумя функциями ( )xy  и ( )xy0 , принадле-

жащими выбранному классу G  функций: 
 

( ) ( )xyxyy 0−=δ .                     (1.3) 
 

 Для класса k  раз дифференцируемых функций по определению 

имеем: 
 

( )( ) ( )( )xyy
kk δ=δ .     (1.4) 

 

 Понятно, что вариация yδ  сама является функцией. 

 

 Опр. 1.3. Пусть функционал [ ]yJ  задан на множестве G  функ-

ций ( )xy . Приращением функционала [ ]yJ , соответствующим прира-

щению аргумента yδ  называется величина, определяемая как 
 

[ ] [ ]yJyyJJ −δ+=∆ .     (1.5) 

 



 Опр. 1.4. Функционал [ ]yJ  достигает на кривой ( )xy0  локально-

го или относительного минимума (максимума), если для всех ( )xy  из 

некоторой ε -окрестности кривой ( )xy0  выполняется неравенство 
 

( )[ ] ( )[ ]xyJxyJ ≤0    [ ] [ ]( )yJyJ ≥0 .      (1.6) 
 

 Локальные max и min называются локальными экстремумами. 

Если неравенства (1.6) выполняются для всех функций из множества 

[ ]baCG n ,⊂ , то говорят, что на кривой ( )xy0  функционал достигает 

абсолютного экстремума. 
 

Пример 1. 

 Показать, что функционал 

( )[ ] ( )∫ +=
1

0

22
dxyxxyJ . 

На кривой ( ) 00 ≡xy  достигает строго min. 

 

Решение. 

 

Для любой непрерывной на [ ]1,0  функции ( )xy  имеем 

( )[ ] [ ] ( ) 00
1

0

2
1

0

2
1

0

22 ≥=−+=−=∆ ∫∫∫ dxydxxdxyxJxyJJ . 

Причем 0 достигается только на кривой ( ) 0≡xy . ▲ 

 

   

3. Уравнение Эйлера-Лагранжа 

 

 Лемма 1.1. Пусть ( )xy  фиксированная непрерывная функция, 

определенная на интервале [ ]ba, . Тогда если 
 

( ) ( )∫ =δ
b

a

xyxy 0       (1.7) 

 

при произвольном выборе непрерывно дифференцируемой функции 

( )xyδ , удовлетворяющей условиям 
 

( ) ( ) 0=δ=δ byay ,     (1.8) 
 



то функция ( ) 0≡xy  на [ ]ba, . 

 Пусть известно, что существует дважды непрерывно дифферен-

цируемая функция ( )xy , которая минимизирует интеграл простейшей 

вариационной задачи 
 

( )[ ] ( )∫ ′=
b

a

dxyyxFxyJ ,, ,     (1.9) 

 

где  
 

( ) 0yay = , ( ) 1yby = .     (1.10) 
 

 Требуется найти дифференциальное уравнение, которому удов-

летворяет искомая функция ( )xy . 

 

ТЕОРЕМА 1.2. Для того, чтобы функционал (1.9), определенный на 

множестве функций из [ ]baCG ,1∈  и удовлетворяющих 

граничным условиям (1.10), достигал на данной функции 

( )xy  экстремума, необходимо чтобы эта функция удовле-

творяла уравнению Эйлера-Лагранжа: 
 

0=′−′ ′yy F
dx

d
F .      (1.11) 

 

Доказательство: 

 Согласно необходимому условию экстремума теоремы 1.1 име-

ем 

[ ] ( ) 0,, =′δ=δ ∫
b

a

dxyyxFyJ . 

Для вариации функционала находим 

[ ] =



















=





 ′

′∂
∂+

∂
∂= ∫

по частям

минтегрируе

слагаемое

второе

b

a

dxy
y

F
y

y

F
yJ δδδ   

 

∫ 







δ





′∂

∂+δ
∂
∂+







 δ
′∂

∂ b

a

b

a

dxy
y

F

dx

d
y

y

F
y

y

F
. 



 

Так как на концах отрезка [ ]ba,  вариации yδ  обращаются в 0 (на кон-

цах функция фиксирована граничными условиями (1.10)), то первое 

слагаемое зануляется, следовательно, получим 
 

[ ] ( ) ( )∫ δ



 ′−′=δ ′

b

a

yy dxxyF
dx

d
FyJ . 

 

 Далее согласно лемме 1.1 получаем 
 

( ) 0=′−′ ′yy F
dx

d
F , 

 

что и требовалось доказать. 

 

 Опр. 1.5. Решения уравнений Эйлера-Лагранжа называются 

экстремалями функционала (1.9). 
  

Замечание. Условие 0=δJ  не является достаточным для экс-

тремума. Поэтому экстремали могут приводить как к минимуму, 

так и к максимуму и более того вообще не быть экстремумами.  
 

Пример 2. 

 Найти гладкие экстремали функционала 

( )[ ] ( )∫ −′=
1

0

2 12 dxxyyxyJ , 

удовлетворяющие граничным условиям ( ) ( ) 110 == yy . 
 

Решение. 
 

 В данном случае ( ) xyyyyxF 12,,
2 −′=′ , поэтому xFy 12' −= , 

yFy ′= 2'
' , следовательно, 

( ) ( ) 060212 =+′′⇒=′′−−=′−′ ′ xxyyxF
dx

d
F yy . 

Последовательно интегрируя, находим 
 

( ) ( ) 21
3

1
2

3 CxCxxyCxxy ++−=⇒+−=′ . 
 

Определим константы 1C  и 2C : 
 



( ) 10 2 == Cy ;  ( ) 1111 11 ==++−= CCy . 
 

Следовательно, имеем единственную экстремаль 

( ) 1
3 ++−= xxxy . ▲ 

 

 Ответ: ( ) 1
3 ++−= xxxy .  

 

 В вариационном исчислении функцию ( )yy F
dx

d
F ′′−′  называют ва-

риационной производной функционала J  и пишут 

 







′∂
∂−

∂
∂=

δ
δ

y

F

dx

d

y

F

y

J
.      (1.12) 

 

Отметим также, что вариационная задача может и не иметь ре-

шений или иметь бесконечное множество решений. 

 

 4. Простейшие случаи интегрируемости уравнения  

Эйлера-Лагранжа 

 

 Уравнение Эйлера-Лагранжа не всегда интегрируется в квадра-

турах, а в ряде случаев его решение может вызвать затруднение. Рас-

смотрим простейшие случаи. 
 

I. F  не зависит явно от y . 

 Пусть ( )yxFF ′= , . Тогда уравнение Эйлера-Лагранжа принима-

ет вид 
 

( ) constC
y

F
F

dx

d
y ==

′∂
∂⇒=′ 10 .     

 

Это есть ДУ первого порядка, не содержащее явно ( )xy . Если воз-

можно его разрешение относительно y′ , то далее получим 
 

( ) ( ) ( )∫ ϕ=⇒ϕ=′ dxCxxyCxy 11 ,, . 

 

II. F  не зависит явно от x . 



 Пусть ( )yyFF ′= , . Тогда получаем, что 1CF
y

F
y =−

′∂
∂′  – первый 

интеграл уравнения. Далее, если это уравнение удается явно разре-

шить относительно производной  
 

( )1,Cyy ψ=′ ,  
 

то получаем экстремали в виде  
 

( )∫ ψ
=

1,Cy

dy
x .  

 

III. Случай полной производной. 

 Пусть ( )yxG
dx

d
F ,= . Тогда интеграл I не зависит от выбора 

функции y  
 

( ) ( )1122 ,, yxGyxGI −= . 
 

и уравнение Эйлера-Лагранжа будет выполняться тождественно и 

любая функция из [ ]baC ,1  будет экстремальна. Вариационная задача 

теряет свой смысл. 
 

IV. F  не зависит от y′ . 

 Пусть ( )yxFF ,= . Тогда имеем 
 

0=
∂
∂

y

F
. 

 

Это алгебраическое уравнение. Его решение не содержит произ-

вольных констант, и, следовательно, удовлетворяет граничным усло-

виям только в исключительных случаях. 
 

V. F зависит только от y′ . 

 Пусть ( )yFF ′= . Тогда уравнение Эйлера-Лагранжа имеет вид 
 

( ) ( ) 00 =′′⋅′′⇒=′
∂
∂

′′′ xyFF
x

yyy
. 

 

Если yyF ′′  = 0, то имеем 



( ) ( ) 210 CxCxyxy +=⇒=′′ , 
 

т.е. экстремалями являются всевозможные прямые линии. 
 

 

 Пример 3. О наименьшей поверхности вращения. 

 

 Требуется минимизировать функционал 

∫ ′+π=
2

1

212

x

x

dxyyS . 

 

Подинтегральная функция не за-

висит от х, поэтому первый инте-

грал уравнения Эйлера имеет 

вид: 
 

⇒=′′− ′ 1
CFyF

y
 

 

1212

2
2

11
1 C

y

y
C

y

yy
yy =

′+
⇒=

′+

′
−′+⇒ . 

 

Проще всего это ДУ интегрируется подстановкой ty sh=′ , тогда  

 

tCyCy ch1 1
2

1 =′+= ,  

 

dtC
t

tdtC

y

dy
dx

1

1

sh

sh ==
′

=  ⇒  21 CtCx += . 

 

 Таким образом, искомая поверхность образуется вращением ли-

нии, уравнение которой в параметрической форме имеет вид: 
 





=
+=

.ch

,

1

21

tCy

CtCx
 

 

Исключая параметр t, получим 

 

2

1
1 ch

C

Cx
Cy

−=  – цепная линия. 

 

А 

В 

х 

y 

z 

0 

( )xy

х2 х1 



 Пример 4. Задача о брахистохроне. 

 
 Даны две точки А и В в вертикальной плоскости. Найти для движу-

щейся частицы М путь АВ, спускаясь вдоль которого под действием силы 

тяжести, она может в кратчайшее время достичь из точки А точку В.  
 

Предположим, что точки А и В ле-

жат в плоскости X0Y с осью 0Y, направ-

ленной вниз.  

Положим ( )0,0AA = , ( )11, yxBB =  и 

пусть ( )xyy =  – уравнение дуги, соеди-

няющей точки А и В. Скорость движения 

вдоль кривой равна 
dt

ds
v = . 

 Тогда время спуска равно 

∫∫
′+

==
1

0

2
1

x

AB

dx
v

y

dv

ds
T . 

 

 Определим скорость v  как функцию координаты х из закона со-

хранения энергии: 

mgy
mv =

2

2

 (начальная скорость равна 0). 

Отсюда ( )12 yygv −=  (ось Y0  направлена вниз), поэтому получим 
 

∫
′−

=
1

0

2
1

2

1
x

dx
y

y

g
T . 

 

 Задача сводится к определению функции ( )xy , для которой ин-

теграл  T  достигает наименьшего возможного значения. 
 

( )[ ] ∫
′+

=
1

0

2
1

2

1
x

dx
y

y

g
xyT ,  ( ) 00 =y ,   

 

( ) 11 yxy = . 
 

Подинтегральная функция опять не зависит от х, следовательно, 

первый интеграл уравнения Эйлера-Лагранжа имеет вид 
 

B 
y 

x 

А 1x  

1y  



( ) ⇒=
′

′
−

′+
⇒=′− ′ 1

2

22

1
'

_1

1
C

yy

y

y

y
CFyF y  

( ) ( ) 1
2

12

~
1

_1

1
CyyC

yy
=′+⇒=

′
⇒ . 

 

 Проще всего это уравнение интегрируется с помощью подста-

новки 
ty ctg=′    ⇒  

( )tCtC
t

C
y

y

C
y 2cos1sin

~

ctg1

~

1

~

1
2

12

1

2

1 −==
+

==
′+

=⇒ . 

Тогда  

( ) ⇒−===
′

= dttCtdtC
t

tdttC

y

dy
dx 2cos1sin2

ctg

cossin2
1

2
1

1  

 

( ) ( ) 2
1

211 2sin2
22

2sin
2cos1 Ctt

C
C

t
tCdttCx +−=+





 −=−= ∫ . 

 

 Преобразовав параметр 12 tt = , получим 
 

{ ( )

( )








−=

−=−
=

11
1

11
1

0

2

cos
2

sin
2

tt
C

y

tt
C

Cx

 

или 

( )
( )




−=
−=

.sin

,sin

ttay

ttax
  

 

– уравнение циклоиды, если начальная точка имеет координаты ( )0,0 . 

 Константа а находится по координатам точки ( )11, yxB . Итак, 

брахистохроной является циклоида. ▲ 

 

 5. Некоторые обобщения простейшей вариационной задачи 
 

I. Функционал от вектор-функции 
  

 Пусть функционал простейшей вариационной задачи зависит от 

вектор-функции ( ) ( ) ( ) ( ){ }xyxyxyxy n,...,, 21= : 
 



( )[ ] ( ) ( )( )∫ ′=
2

1

,,

x

x

dxxyxyxFxyJ . 

 Вектор-функция представляет собой совокупность независимых 

функций { }nyyy ,...,, 21 . Поэтому в этом случае мы имеем, по-

существу, простейшую вариационную задачу, в которой функция F  

зависит от набора функций: 
 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ′′=
2

1

,...,,,...,, 11

x

x

nn dxxyxyxyxyxFyJ .            (1.13) 

 

При этом граничные условия записываются как 
 

( ) )0(
1 kk yxy = , ( ) )1(

2 kk yxy = , nk ,1= . 
 

Система дифференциальных уравнений Эйлера-Лагранжа имеет вид: 
 

( ) nkF
dx

d
F

kk
yy ,...,2,1,0'' ==− ′ .    (1.14) 

 

Пример 5. 

 Найти функции ( )xy1  и ( ) [ ]baCxy ,12 ∈ , на которых может дости-

гаться экстремум функционала 

[ ] ( )∫
π

−′+′==
2

0

21
2

2
2

121 2, dxyyyyyyJ  

при граничных условиях ( ) ( ) 000 21 == yy , 1
22

21 =




 π=





 π

yy . 

 

Решение. 
 

 Система уравнений Эйлера-Лагранжа имеет вид 
 





=+′′
=+′′

0

,0

12

21

yy

yy
 ⇒  12 yy ′′−=  ⇒  01

)4(
1 =− yy . 

 

Общее решение 

( ) xCxCeCeCxy
xx

sincos 43211 +++= −
, 

 

( ) xCxCeCeCxy
xx

sincos 43212 ++−−= −
. 

 



Из граничных условий следует, что 0321 === CCC  и 14 =C . Поэто-

му 

( ) xxy sin1 = , 

    ( ) xxy sin2 = . ▲ 

 

  

II. Функционалы, зависящие от производных высших порядков 

 Рассмотрим функционал 
 

[ ] ( ) ( ) ( )( )∫ ′=
2

1

)(,...,,,
x

x

n
dxxyxyxyxFyJ .                  (1.15) 

 

с граничными условиями 
 

( ) ,)(...,,)(, )1(

111111

−=′′=′= n
yxyyxyyxy

 
 

( ) .)(...,,)(, )1(

222222

−=′′=′= n
yxyyxyyxy

 
 

 

 Экстремалями функционала (1.15), имеющими производную по-

рядка n2 , являются решения уравнения Эйлера-Пуассона 
 

.0)1(... )('''3

3

''2

2

=′−++′−′+′−′ ′ nyn

n

n

yyyy
F

dx

d
F

dx

d
F

dx

d
F

dx

d
F        (1.16) 

 

Пример 6. 

 Найти экстремали функционала 

[ ] ( )∫ ′′=
1

0

2
,dxyyJ  

при граничных условиях ( ) ( ) ,10,00 =′= yy  ( ) ( ) 11,11 =′= yy . 
 

Решение. 
 

 Уравнение Эйлера-Пуассона имеет вид 

,0,0)2( )4(

2

2

==′′ yy
dx

d

  

его общее решение
43

2

2

3

1
CxCxCxCy +++= . Из граничных условий 

находим: 0,1,0,0
4321

==== CCCC . Следовательно, экстремум 

функционала может достигаться только на прямой  xy = . ▲ 

 



III. Вариационная задача с подвижными границами 
 

 Пусть одна или обе граничные точки могут перемещаться. Тогда 
класс допустимых кривых в вариационной задаче расширяется. Кроме 

кривых сравнения, которые имеют общие граничные точки можно 

брать и кривые с подвижными границами. Поэтому если на какой-

нибудь кривой ( )xyy =  достигается экстремум в задаче с подвижны-

ми граничными точками, то экстремум достигается и по отношении к 
более узкому классу кривых, имеющих общие граничные точки с этой 

кривой ( )xyy = , и следовательно, должно быть выполнено основное, 

необходимое для достижения экстремума в задаче с неподвижными 

границами условие, а именно, функция ( )xy  должна быть решением 

уравнения Эйлера-Лагранжа 
 

( ) 0=′−′ ′yy
F

dx

d
F . 

 

 Итак, кривые ( )xyy = , на которых реализуется экстремум в за-

даче с подвижными границами, должны быть экстремалями. 

 Общее решение Эйлера содержит две произвольные постоян-

ные, для определения которых необходимо иметь два условия. В за-

даче с неподвижными границами условия записывались как 
 

( ) 11 yxy =  и ( ) 22 yxy = . 
 

 В задаче с подвижными границами одно или даже два гранич-

ных условия отсутствуют. Поэтому соотношения на определение не-

известных констант должны следовать из исходного необходимого 
условия 

[ ] 0=δ yJ . 
 

 Итак, будем рассматривать функционал [ ]yJ  на экстремалях 

( )21,, CCxyy = . Тогда он превращается в функцию от констант 1C , 

2C  и пределов интегрирования 1x , 2x . Поэтому является функцией  
 

( )( )2121 ,,,, xxCCxyJ , 
 

а его вариация Jδ  – в дифференциал dJ . 

 Пусть для простоты левый конец кривых закреплен в точке 

( )11, yxA . 



 Приращения координат 

правого конца по-прежнему 

будем обозначать как xδ  - yδ  

вместо x∆  и y∆ . 

 Для приращения (вариа-

ции) функционала находим  

 

( ) ( ) =′−′δ+′δ+=∆ ∫∫
δ+ 2

1

22

1

,,,,
x

x

xx

x

dxyyxFdxyyyyxFJ  

 

( ) ( ) ( )[ ] =′−′δ+′δ+−′δ+′δ+= ∫∫
δ+ 2

1

22

2

,,,,,,
x

x

xx

x

dxyyxFyyyyxFdxyyyyxF  

 

21 JJ ∆+∆= . 
 

 Полное приращение представляет собой сумму двух слагаемых. 

В первом слагаемом воспользуемся теоремой о среднем для опреде-

ленного интеграла: 
 

( ) 21
22

22

2

,, xFyyyyxFJ
xxx

xx

x

δ⋅=′δ+′δ+=∆ θδ+=

δ+

∫ ,  где 10 <θ< . 

 

Далее в силу непрерывности функции F имеем 

 

( ) ( )( )
( ) ( ).,,

,,

22

221

2

2

xOxyyxF

xxOyyxFJ

xx

xx

δ+δ′=

=δ⋅δ+′=∆

=

=
 

 Вторая часть приращения после интегрирования по частям и 

учета закрепления левого  конца кривой дает 
 

( ) ( )[ ] =′−′δ+′δ+=∆ ∫
2

1

,,,,1

x

x

dxyyxFyyyyxFJ [ ] =+′+′∫ ′′ dxRFF
x

x

yyyy

2

1

1
δδ  

 

[ ] ( ) =+




 ′−′+′= ∫∫ ′′

2

1

2

1

2

1
1

x

x

x

x

yy

x

xy
dxRdxyF

dx

d
FyF δδ  

 

[ ] ∫+′= ′

2

1

2
1

x

x
xy

dxRyF δ , 

 

x 

y 

( )
11

, yxA

 

( )
22

, yx

 

( )
2222

, yyxx δ+δ+
 



где 1R  – остаток в формуле Тейлора, а ( ) 0≡′′y
F

dx

d
. 

 

 Пренебрегая остатком 1R , главная линейная часть приращения 

2J∆ , будет иметь вид: 
 

( )( )2222 2
xxyyFJ xxy δ′−δ⋅≈∆ =′ . 

 Суммируя приращения 1J∆   и 2J∆ , получаем для вариации 

(дифференциала, главной линейной части по 2xδ  и 2yδ ): 
 

( )( ) ⇒′−′+=∆+∆= =′= 222221 22
xxyyFxFJJJ

xxyxx
δδδδ  

 

( ) 0
22 22

=′+′⋅′−= =′=′ yFxyFFJ
xxyxxy

δδδ . 

 

 Если 2xδ  и 2yδ  независимы, то имеем 
 







=′

=′′−

=

=

′

′

.0

,0

2

2

xx

xx

y

y

F

FyF
 

 

 Однако на практике часто встречаются случаи, когда один из 

концов движется по некоторой фиксированной кривой 
 

( )22 xy ϕ= . 
 

Так как ( ) 222 xxy δϕ′≈δ , то  
 

( ) 0
2

=′′−′+ =′ xxy
FyF ϕ .     (1.17) 

 

 Это условие устанавливает зависимость между угловыми коэф-

фициентами экстремали и функции ϕ  и называется условием транс-

версальности. 

 Если и левая граничная точка движется вдоль кривой ( )11 xy ψ= , 

то аналогично получаем второе условие трансверсальности 

 

( ) 0
1

=′′−′+ =′ xxy
FyF ψ .     (1.18) 

 

 Таким образом, для определения экстремалей в простейшей за-

даче с подвижными границами необходимо найти:  



1) общее решение ( )21,, CCxyy =  уравнения Эйлера;  

2) из условий трансверсальности (1.17) и (1.18) и уравнений 
 

( )
( )2212

1211

),,(

),,(

xCCxy

xCCxy

ϕ=
ψ=

     (1.19) 

 

определить постоянные 1C , 2C  и концы отрезка [ ]21, xx . 

 Частным случаем задачи с подвижными границами является за-

дача, в которой задана абсцисса одного из концов кривой, например, 

bx =2 , но граничное условие в точке bx =  отсутствует. В этом случае 

02 =δx  и мы получаем естественное граничное условие 
 

[ ] 0=′ =′ bxy
F . 

 

Решение типовых задач  
  

Пример 7. Найти экстремали функционала 
 

∫ +′+′=
0

1

22 )2()( dxyyyyyJ ,  1)1( =y ,  0)2( =y . 

 

Решение. 
 

22 2),,( yyyyyyxF +′+′=′ . 
 

Найдем частные производные функции ),,( yyxF ′ : 
 

yyFy 22' +′= , yyFy 22'
' +′= . 

 

Уравнение Эйлера примет вид 

0)22(22 =+′−+′ yy
dx

d
yy , 

т.е. 

02222 =′−′′−+′ yyyy   или  0=−′′ yy . 
 

Получили линейное однородное дифференциальное уравнение 
второго порядка с постоянными коэффициентами 

 

xx
eCeCxy

−+= 21)( . 
 

Определим константы 1C  и 2C  исходя из граничных условий: 
 









=+=

+=
−

−

.0)2(

,)1(

2
2

2
1

1
21

eCeCy

eCeCy
 

 

Следовательно,  

1sh2

1 2

1

−

−= e
C ; 

1sh2

1 2

2

e
C −= . 

Тогда 

 ( )
1sh

)2sh(

1sh2

1
)( 22 x

eexy
xx −=+−= −+−  – единственная экстремаль. 

Ответ: 
1sh

)2sh(
)(

x
xy

−= . ▲ 

 

Пример 8. Найти все экстремали функционала ][yJ , удовлетворяю-

щие указанным граничным условиям: 

∫ −′+=
2/

0

22 )sin2(][
π

dxxyyyyJ ;  0)0( =y ;  
2

5

2
=





π

y . 

Решение. 
 

Экстремали функционала ][yJ  являются интегральными кри-

выми уравнения Эйлера. Находим производные: 
 

xyFy sin22' −= ,  yFy ′= 2'
' ,  yF

dx

d
y ′′= 2'

' . 

 

 Уравнение Эйлера имеет вид  

xyy sin−=−′′ . 

Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение второго 

порядка с постоянными коэффициентами. Его общим решением явля-

ется функция 
 

xeCeCy
xx sin

2

1
21 ++= − . 

 

Используя граничные условия, находим: 
 







=++

=+

− .
2

5

2

1

,0

2/
2

2/
1

21

ππ eCeC

CC

 

 



Откуда ( ) 2
2/2/

1 =− −ππ
eeC  или 

2
sh

12
2/2/1 πππ =

−
= −ee

C , 

2
sh

1
2 π−=C . 

Следовательно, экстремали данного функционала имеют вид:  

 

x
x

y sin
2

1

2
sh

sh2 += π . 

Ответ: x
x

xy sin
2

1

2
sh

sh2
)( += π .▲ 

 

Пример 9. Найти функции ( )xy1  и ( )xy2 , на которых может дости-

гаться экстремум функционала [ ]21, yyJ  в следующей задаче Лагран-

жа: 
 

[ ] ( )∫ ′+′=
1

0

2
2

2
121, dxyyyyJ ; 

 

( ) 201 =y ; ( ) 002 =y ; ( ) 1ch211 =y , ( ) 1sh212 =y ; 021 =−′ yy . 
 

Решение. 

 Функция Лагранжа имеет вид 
 

( )( )21
2

2
2

1 yyxyyL −′λ+′+′= . 
 

Для определения функций ( )xy1 , ( )xy2  и ( )xλ  запишем систему урав-

нений, состоящую из уравнений Эйлера (9.8.5) и условия связи: 
 

( )
( ) 





=−′
=λ+′′
=λ′+′′

⇒=−

⇒=−

′

′

.0

,02

,02

0

0

21

2

1

22

11

yy

y

y

L
dx

d
L

L
dx

d
L

yy

yy

 

 

 Исключая из системы сначала ( )xλ , а затем ( )xy1 , получим 
 

1,1,000 321
3

22 ===⇒=−⇒=′−′′′ kkkkkyy . 
 

Таким образом, 



( )
( ) ( )





+−+==

++=
−

−

∫ .

,

432121

3212

CeCeCCdxxyxy

eCeCCxy

xx

xx

 

 

Для определения неизвестных констант используем граничные усло-

вия: 

( )
( )
( )
( )

1,1

0

.1sh21sh21

,1ch21ch21

,000

,220

32

41

1
3212

4
1

3211

3212

4321

−==
==

⇒










=++⇒=
=+−+⇒=

=+−⇒=
=+−⇒=

−

−
CC

CC

eCeCCy

CeCeCCy

CCCy

CCCy

 

 

Таким образом, экстремум может достигаться на функциях 

 

( )
( ) xeexy

chxeexy

xx

xx

sh2

2

2

1

=−=

=+=
−

−

.  

 

ЗАДАЧИ 
  

 Найти экстремали следующих функционалов: 

1.1.  .0)0(,1)1(;)12(][
0

1

2 ==−′−= ∫
−

yydxyxyyJ  

1.2.  .0)2(,1)1(;)2(][
2

1

22 ==+′+′= ∫ yydxyyyyyJ  

1.3.  .0)(,0)0(;)cos4(][
0

22 ==−′+= ∫ π
π

yydxyyxyyJ  

1.4.  .)1(,0)0(;)(][ 1
1

0

222 −==−−′= ∫ eyydxeyyyyJ
x

 

1.5.  .0)2/(,0)0(;)8(][
2/

0

222 ==′++= ∫ π
π

yydxyyeyyJ
x  

1.6.  .0)1(,0)0(;)34(][
1

0

222 ==′++= ∫ yydxyxyeyyJ
x  

1.7.  .1)(,0)1(;)(][
1

2 ==′+′= ∫ eyydxyyyxyJ
e

 



1.8.  .1)1(,1)0(,1)1(,0)0(;)(][
1

0

2 =′=′==′′+= ∫ yyyydxyxyJ

 

1.9.  .1)2/(,0)0(,0)2/(,1)0(;)(][
2/

0

222 −=′=′==′′+−= ∫ ππ
π

yyyydxyyxyJ  

1.10. 

.0)0(,16)1(,0)0(

,5.4)1(,0)0(,1)1(;)240(][
0

1

2

=′′=−′′=′

−=−′==−′′′−= ∫
−

yyy

yyydxyyyJ

 

 1.11.  .1)2/(,0)0(,1)2/(,0)0(;)2(],[
2/

0

22 ====−′+′= ∫ ππ
π

zzyydxyzzyzyJ  

1.12.  .1)1(,1)1(,2)1(,0)1(;)
3

2(],[
1

1

3

2 −=−==−=
′

+′−= ∫
−

zzyydx
z

yxyzyJ  

1.13.  .1)1(,15)2/1(,1)1(,2)2/1(;)2(],[
1

2/1

2 ====′−′= ∫ zzyydxzxyyzyJ  

1.14.  Найти минимум интеграла ∫ ′=
π

0

2 )(][ dxxyyJ  при условии  

          .0)()0(,1)(
0

2 ===∫ π
π

yydxxy  

 

1.15. Найти кратчайшее расстояние между точками )1,0,1( −A  и     

)1,0,1(B , лежащими на поверхности  0=++ zyx . 
 

1.16. Найти расстояние между параболой  2
xy =  и прямой 5=− yx . 

 

1.17. Найти расстояние от точки )0,0(A  до кривой  )0(
2 >= x
x

y . 

 

1.18. Найти кратчайшее расстояние от точки )0,1(A  до эллипса  

3694 22 =+ yx . 
 

1.19. Найти кратчайшее расстояние от точки )5,1(−A  до параболы  

xy =2 . 
 

1.20. Найти кратчайшее расстояние от точки )3,0,0(M  до поверхности  
22

yxz += . 



Глава 2 
   

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

 

 Метод интегральных преобразований является одним из мощ-

ных методов математической физики, применяющийся для решения 

дифференциальных уравнений (обыкновенных и в частных производ-

ных). 

  

6. Интеграл Фурье 
  

 При всем удобстве применения рядов Фурье, следует обратить 
внимание на ограничения, с которыми мы сталкиваемся. В частности, 

раскладываемая в ряд Фурье функция должна быть периодической, 

или ее поведение за пределами некоторого отрезка не является важ-

ным для нас.  

 Если мы не можем пренебречь поведением функции на всей чи-

словой прямой, на помощь приходит «интеграл Фурье».  

 Пусть функция ( )xf  раскладывается в ряд Фурье на ],[ ll− : 
 

( ) ,sincos
2 1

0 ∑
∞

=
++=

k
kk

l

xk
b

l

xk
a

a
xf

ππ
            (2.1) 

при этом 
 

( )

( ) .,...)1,0(,sin
1

,...),1,0(,cos
1

∫

∫

−

−

==

==

l

l

n

l

l

n

ndt
l

tk
tf

l
b

ndt
l

tk
tf

l
a

π

π

    (2.2) 

 

 В курсе математического анализа были рассмотрены условия, 

при которых периодическая функция может быть разложена в сходя-

щийся ряд Фурье,  т.е. представлена как суперпозиция гармонических 

колебаний. Напомним достаточный признак сходимости. 
 

ТЕОРЕМА 2.1. Если для интегрируемой функции ( )xf  при фикси-

руемом х и некотором 0>δ  интеграл  
 

( ) ( )
∫
δ

δ−

∞<−+
dt

t

xftxf
      (2.3) 



 

существует, то частичные суммы  
 

( ) ∑
=

++=
n

k
kkn

l

kx
b

l

kx
a

a
xS

1

0 sincos
2

ππ
 

 

ряда Фурье функции ( )xf  сходятся в этой точке х к ( )xf . 

 

 Условие сходимости интеграла (2.3) называется условием Дини. 

Оно, в частности, выполнено, если в данной точке х функция ( )xf  не-

прерывна и имеет ограниченную производную, или хотя бы левую и 

правую производные. 

 Перенесем этот результат на непериодические функции. 

 Пусть функция ( )xf  на каждом конечном интервале удовлетво-

ряет условиям теоремы 2.1 рассмотрим функцию ( )xf  на отрезке 

[ ]ll,− . 
    

 Подставляя коэффициенты (2.2) в разложение (2.1) получим 
 

 

( ) ( ) ( )

( )  ,sinsin
1

coscos
1

2

1

1


⋅+


 +⋅+=

∫

∑ ∫∫

−

∞

= −−

l

l

k

l

l

l

l

dt
l

tk

l

xk
tf

l

dt
l

tk

l

xk
tf

l
dttf

l
xf

ππ

ππ

 

т.е. 

( ) ( ) ( ) ( )∫∑∫
−

∞

=−

−ππ
π

+=
l

lk

l

l

dtxt
l

k
tf

l
dttf

l
xf cos

1

2

1

1

.   (2.4) 

 

 Дополним условие теоремы 2.1. еще одним требованием, а 

именно, пусть ( )xf  абсолютно интегрируема на всей действительной 

оси, т.е. 
 

( ) ∞<∫
∞

∞−

dtxf .     (2.5) 

 

 Перейдем в (2.4) к пределу ∞→l . Тогда первое слагаемое 

стремиться к 0. Второе слагаемое можно рассматривать как инте-

гральную сумму, распространенную на бесконечный промежуток для 

интеграла 



( )∫
∞

λλ
0

dF , 

 

где ( ) ( ) ( )∫
−

−π
π

=λ
l

l

dtxt
l

k
tfF cos

1
, если полный период 

l

k
k

π=λ , 

l

π=λ∆ . 

 Таким образом, предельный переход дает  
 

( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

−λλ
π

= dtxttfdxf cos)(
1

0

.     (2.6) 

 

 Далее введем обозначения 
 

( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

== tdttfbtdttfa λ
π

λλ
π

λ sin
1

)(,cos
1

)( .   (2.7) 

 

Тогда равенство (2.6) можно записать в виде 
 

( ) λλλλλ dxbxaxf )sin)(cos)((
0

+= ∫
∞

.    (2.8) 

 

Равенство (2.8) называется интегралом Фурье. Функции )(λa  и 

)(λb можно рассматривать как непрерывные аналоги коэффициентов 

ряда Фурье  λa  и λb . 

 Если )(xf  четная: ( ) 0)(,cos
2

)(
0

== ∫
+∞

λλ
π

λ btdttfa . 

 Если )(xf  нечетная:

 

( ) .sin
2

)(,0)(
0

∫
+∞

== tdttfba λ
π

λλ  

  

7. Преобразование Фурье 
 

 Заметим, что в интегральной формуле Фурье (2.6) подинте-

гральная функция является четной по λ . Это позволяет переписать 

(2.6) в симметричной форме 
 

( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−λλ
π

= xttdtfdxf cos)(
2

1
.    (2.9) 



 

Далее, из абсолютной интегрируемости функции f  следует, что 

интеграл  ( ) ( )∫
+∞

∞−

−λ dtxttf sin  существует и представляет собой нечет-

ную функцию по λ . Поэтому  
 

( ) 0sin)(
2

1 =−λλ
π ∫∫

+∞

∞−

+∞

∞−

dtxttfd .    (2.10) 

 

Умножим (2.10) на i−  и сложим с (2.9), получим формулу Фурье в 

комплексной форме: 
 

( ) ( )∫∫
+∞

∞−

−λ−
+∞

∞−

λ
π

= dtetfdxf
xti)(

2

1
.     (2.11) 

 
 Если ввести обозначение 
 

( ) ∫
+∞

∞−

λ−=λ dtetfg
ti)( ,      (2.12) 

 

то  (2.11) можно записать в виде 
 

( ) ( ) dxegxf xiλλ
π ∫

∞+

∞−

=
2

1
.      (2.13) 

 

 Формула (2.12) имеет смысл для любой абсолютно интегрируе-

мой функции. Таким образом, каждой функции ( )+∞∞−∈ ,1Lf  мы со-

поставляем определенную функцию )(λg , заданную опять же на всей 

прямой. 

 Опр. 2.1. Функция )(λg  (2.12) называется преобразованием Фу-

рье исходной функции )(xf . Формула (2.13), выражающая )(xf  через 

ее преобразование Фурье называется формулой обращения для преоб-

разования Фурье. 

 Таким образом, если к функции )(xf  применить преобразование 

Фурье, а затем обратное преобразование Фурье, то получим исходную 

функцию. 



Замечание. Иногда коэффициент π2

1
разбивают на два множите-

ля 
π

⋅
π 2

1

2

1
 и формулы (2.12) и (2.13) записывают в симметричной 

форме: 

( ) ( )∫
∞+

∞−

−= dxexfg
xiλ

π
λ

2

1
, 

 

( ) ( )∫
+∞

∞−
= dxegtf

xiλλ
π2

1
. 

 

Однако при всем внешнем сходстве эти формулы различны:  в 

первой из них интеграл существует в обычном смысле, т.к. 

( )+∞∞−∈ ,)(
1

Lxf ;  во второй интеграл существует только в смысле 

главного значения как ∫
−

∞→

A

A
A
lim (!). 

 

Если функция )(xf  чётная, то  
 

  

( ) ∫∫
+∞+∞

∞−

=−=
0

cos)(2)sin)(cos( xdxxfdxxixxfg λλλλ
  -косинус-преобразование Фурье. 

 

Если функция )(xf  нечётная, то  

  

( ) ∫∫
+∞+∞

∞−

−=−=
0

sin)(2)sin)(cos( xdxxfidxxixxfg λλλλ
  – синус-преобразование Фурье. 

 

 

 8. Свойства преобразования Фурье 

 

 Удобно обозначать преобразование Фурье как [ ])(xfF . По-

существу F  представляет собой линейный оператор, определенный 

на пространстве функций ( )+∞∞− ,1L . 

 Рассмотрим основные свойства этого оператора. 



I. Если последовательность { }nf  функций из ( )+∞∞− ,1L  сходит-

ся в метрике пространства ( )+∞∞− ,1L , то последовательность 

их образов [ ]{ }nfF  (преобразований Фурье) сходится на пря-

мой равномерно. 
 

II. Преобразование Фурье [ ])()( xfg F=λ  абсолютно интегрируе-

мой функции f  есть ограниченная непрерывная функция, ко-

торая стремиться к нулю при ∞→λ . 
 

III. Если f  абсолютно непрерывна на каждом конечном интерва-

ле и ( ) ( )+∞∞−∈ ,1Lxf , то справедливо равенство 
 

[ ] [ ])()( xfixf FF λ=′ .     (2.14) 
 

Если ( )
)(

1
xf

k −  абсолютно непрерывна на каждом интервале  и 
( ) ( )+∞∞−∈ ,)(),...,(

1
Lxfxf

k , то 
 

( )[ ] ( ) [ ])()( xfixf
kk FF λ= .     (2.15) 

 

 

IV. Если ( )
)(xf

k  абсолютно интегрируема, то 
 

[ ]
( )[ ]

0
 )(

)(
∞→

→=
λλ k

k xf
xf

F
F , 

 

т.е. [ ])(xfF  убывает на ∞ быстрее, чем 
kλ

1
. Чем больше про-

изводных имеет функция f(x) в L, тем быстрее на ∞ убывает 

ее преобразование Фурье. 
 

V. Пусть ( )xf  и ( )xxf  абсолютно интегрируемы. Тогда функция 

[ ]fg F=  дифференцируема, и имеет место равенство 
 

( ) ( )[ ]xixfg −=λ′ F .     (2.16) 
 

Если абсолютно интегрируемы ( ) ( )xfxxxff
p

,...,, , то 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] pkxfixg
kk ,...,1,0, =−= Fλ .    (2.17) 

 

 



VI. Пусть 1f  и 2f  – интегрируемые на всей прямой функции. То-

гда для их свёртки 
 

( ) ( )∫
+∞

∞−

ξξ−ξ=∗ dxffff 2121 .     (2.18) 

 

Справедливо равенство 
 

[ ] [ ] [ ]2121 ffff FFF ⋅=∗ .     (2.19) 

 

Решение типовых задач  
 

Пример 1. Представить интегралом Фурье следующую функ-
цию: 





>
≤−

=
.2||,0

,2||   |,|2
)(

x

xx
xf  

 

Решение. 
 

 Так как функция )(xf  – четная, то  
 

0)( =λb ,      ∫∫ −==
+∞ 2

00

cos)2(
2

cos)(
2

)( tdttdtttfa λ
π

λ
π

λ . 

 

Интегрируя по частям, находим: 
 

=−=











∫+−= 2

02

2

0

2

0

cos
2

sin
1

sin
22

)( ttdtt
t

a λ
πλ

λ
λ

λ
λπ

λ  

22

)2cos1(2
)12(cos

2

πλ
λλ

πλ
−=−−= . 

 

Интеграл Фурье примет вид: 
 

λλ
πλ

λ
xdxf cos

)2cos1(2
)(

0
2∫

+∞ −= . 

 

Ответ: λλ
λ

λ
π

xdxf cos
2cos12

)(
2

0
2∫

−= . ▲  

 



 Пример 2. Найти преобразование Фурье функции  

22

1
)(

2 ++
=

xx
xf . 

 

Решение. 
 

 Преобразование Фурье функции )(xf  имеет вид  
 

∫
∞

∞−

−

++
= dxe

xx
g

xiλλ
22

1
)(

2
. 

 

При вычислении интеграла нам понадобится лемма Жордана: 
 

Если )(zf  в верхней полуплоскости и на вещественной оси 

удовлетворяет условию: 0)( →zf  при ∞→z  и 0>m , то при 

+∞→R  

0)( →∫
RC

imzdzezf , 

 где RC  есть полуокружность с центром в начале координат 

и радиусом R, находящаяся в верхней полуплоскости. 

 

Тогда || λλ −=  – должно быть отрицательным и 
  

∫∫ ∫ ++
=+=

∞

∞− → C

zi

C

dz
zz

e
g

R
22

)(
2

||

0

λ
λ , 

 

где С – замкнутый контур в верхней полуплоскости.  

 Функция 
22

1
)(

2 ++
=

zz
zf  имеет в верхней полуплоскости по-

люс первого порядка iz −−= 10 . Тогда 
 

=
+

=







++

=
+−=

=
iz

zizi

zz z

e
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zzz

e
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res2)(
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)1(||||||
)1(||

222
2 ii

ii

ee
i

e
i

+−−−
+−

==
++−

= λλλ
λ

πππ . 

Ответ: )1(|| ie +− λπ . ▲  

 



 Пример 3. Найти преобразование Фурье функции  





>
≤=

.1||,0   

,1||,
)(

2

x

xe
xf

x

 

 

Решение. 

==== ∫∫∫
−

−

−

−
∞

∞−

−
1

1

)2(
1

1

2)()( dxedxeedxexfg
xixixxi λλλλ  

 

( )
λ

λ
λλ

λλλ

i

i
ee

i
e

i

iixi

−
−=−

−
=

−
= −−−

−

−

2

)2sh(2

2

1

2

1 )2(2

1

1

)2( . 

Ответ: 
λ

λ
i

i

−
−

2

)2sh(2
. ▲ 

 

 Пример 4. Найти преобразование Фурье функции  
 








++ 22

1
2

xxdx

d
. 

 

Решение. 

 По свойству II  

)1(||

22 22

1

22

1 i
ei

xx
Fi

xxdx

d
F

+−=

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
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



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λλπλ . 

 

Здесь был использован результат примера 2: 
)1(||

2 22

1 i
e

xx
F

+−=





++
λπ . 

Ответ: )1(|| iei +− λλπ . ▲ 

 

Пример 5. Найти преобразование Фурье для функции  
 

( ) x
exf

γ−= ,   0>γ .  
 

Решение. 

( ) ( ) =−== ∫∫
+∞

∞−

−
+∞

∞−

−−
dxxixedxeeg

xxix λλλ γλγ
sincos  

22
0

2
cos2

γλ
γλγ

+
== ∫

∞+
− xdxe x . ▲ 



Ответ:  
22

2

γλ
γ

+
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 Пример 6.  Найти преобразование Фурье для функции  
 

( )






>

≤
=

. при  0

, при  1

ax

ax
xf  

Решение. 
 

( ) ( ) ( )+∞∞−∉
λ

λ=
λ

−===λ
λ−λ

−

λ−
+∞

∞−

λ− ∫∫ ,
sin2

1L
a

i

ee
dxedxexfg

aiaia

a

xixi . ▲ 

 

 Пример 7. Найти преобразование Фурье для функции 

( ) 2
axexf −= . 

Решение. 

 Имеем 

( ) ∫
+∞

∞−

λ−−=λ dxeeg
xiax

2

. 

 

Под интегралом стоит аналитическая функция, не имеющая особен-

ностей в конечной части плоскости и стремящаяся к нулю вдоль каж-
дой прямой, параллельной действительной оси. 

 
 
 

⇒       по теореме Коши 

         0
2

=⋅∫ λ−−

Г

zaaz
dzee . 

 

Интеграл по путям 2 и 4 в пределах −∞→A , +∞→B  обраща-

ется в 0, следовательно,  

∫ ∫∫ ∫ −=⇒=+
1 31 3

0  

Поменяв направление интегрирования, мы получим: исходный 

интеграл равен интегралу вдоль любой прямой iyxz +=  параллель-

ной оси 0х. Таким образом 

[ ] ( ) ( ) ==⋅=λ ∫∫
+∞

∞−

λ−−−λ+
+∞

∞−

+λ−+−
dxeedxeeg

xiaixyaxyayiyxiiyxa 2
222

 

+∞⇒  

1 

2 

3 

4 

х 

y 

A B 

⇐∞−  



( )∫
+∞

∞−

λ+−−λ+= dxee
ayixaxyay 2

22

. 

Выберем 
a

y
2

λ−= . Тогда  

( )
a

edxeeg a

a

axaa
a π=⋅=λ

λ−

π=

∞+

∞−

−
λ−λ

∫ 424

2

2

2

2

2

434 21

. 

При 
2

1=a  имеем 

( ) 2

2
x

exf
−

= ,   ( ) 2

2

2

λ−
π=λ eg . 

 

Из результата последнего примера следует интересный факт: 

действие преобразования Фурье оставляет функцию ( ) 2

2
x

exf
−

=  ин-

вариантной. Другими словами, функция ( )xf  при преобразовании 

Фурье переходит в себя с точностью до постоянного множителя. ▲ 
 

 

ЗАДАЧИ 
 

Представить интегралом Фурье следующие функции: 
 

2.1.    ( )




>
≤

=
.1||,0

,1||,1

x

x
xf

 

2.2. ( )




>
<

=
.1||,0

,1||,

x

xxsign
xf

      

 где         






>
=
<−

=
.0,1

,0,0

,0,1

x

x

x

xsign

      

Здесь используется известная функция сигнум («функция зна-

ка»).

 

2.3.    ( )




>
≤+

=
.4||,0

,4|||,|2

x

xx
xf  

2.4.  






>

≤−
=

.,0

,,/||1
)(

axесли 

axесли ax
xf  



2.5.  




>
≤−=

.2||,0

,2||   ,2
)(

2

x

xx
xf  

2.6.  ( )









>

≤
=

.
2

||,0

,
2

||,cos

π

π

x

xx

xf  

2.7.  






>∈>

≤
=

.0,,/2,0

,/2,sin
)(

ωωπ

ωπω

Nnnxесли 

nxесли x
xf  

2.8.  .0),/(1)(
22 ≠+= aaxxf  

2.9.  .0,
||

)( >−= a
xa

exf  

 

Найти преобразование Фурье функций )(xf  и )(
1

xf , если: 

2.10.  а) 




>
≤=

.1||,0   

,1||,
)(

5

x

xe
xf

x

,     б) )()(
1

xxfxf = .  

2.11.  а) 




>
≤

=
.1||,0   

,1||,cos
)(

x

xx
xf

π
,     б) )()(

2

1
xfxxf = .  

2.12.  а) 




>
≤

=
.1||,0   

,1||,
)(

x

xshx
xf ,     б) )()(

2

2

1
xf

dx

d
xf = .  

2.13.  а) 




>
≤

=
.3||,0   

,3||,3
)(

x

xx
xf ,     б) )()(

1
xf

dx

d
xf = .  

2.14.  а) 
5012

1
)(

2 ++
=

xx
xf ,     б) )()(

3

3

1
xf

dx

d
xf = .  

2.15.  а) ( )22
22

1
)(

++
+=
xx

x
xf ,     б) )()(

2

2

1
xf

dx

d
xf = .  



2.16.  ( )




>
≤+=

−

.2||,0

,2||,)1( 2

x

xex
xf

x

 

2.17.  










≥

<<

≤−

=

.2,0

,21,1

,1,2

)(

2

xесли 

xесли 

xесли x

xf  

2.18.  .0,)(
||2 >= − γγ x

exxf   

2.19.  .)(
2

axexf −=   

2.20.  .
1

1
)(

23

3








+
=

xdx

d
xf   

2.21. .)(
||2 x

exxf
−=  

2.22.  .cos)( 2/2

axexf x−=  

2.23.   ( ).)( ||

2

2
x

xe
dx

d
xf

−=        



Глава 3 
  

  

ДИСКРЕТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА.  

z -ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 

 

 9. Дискретное преобразование Лапласа и z-преобразование 
  

 Опр. 3.1. Пусть ( )tf  – комплекснозначная функция действи-

тельного аргумента f, определенная при 0≥t . Числовая последова-

тельность вида 
 

( )nffn = ,    ,...2,1=n       (3.1) 
 

называется решетчатой функцией, при этом ( ) 0≡nf  при 0<n . 

Функция ( )tf  называется порождающей функцией. 

 Иногда решетчатую функцию называют ступенчатой, при этом 

( ) ( )][xfxf ⇒ , [x] – целое число. 
  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Например, n
n nf 2= . Тогда ( ) ( ) ( ) ( ) 243,82,21,00 ==== ffff . 

 

Опр.3.2. Изображением функции nf  называется функция )(*
pF  

комплексного переменного p, которая определяется как  

 

∑
∞

=

−=
0

*
)(

n
n

np
fepF .     (3.2) 

 

 Переход от функции nf  к функции ( )pF
*  по формуле (3.2) на-

зывается дискретным преобразованием Лапласа. 

 Выполним замену  
 

pez =       (3.3) 
 

0 1 2 3 4 5 6 7 t 

( )xf

( )][xf  



Тогда ряд (3.2) перейдет в ряд вида 
 

( ) ∑∑
∞

=

∞

=

− ==
00

*

n
n

n

n

n
n

z

f
zfzF .    (3.4) 

 

 Опр. 3.3. Переход от функции nf  к функции ( )zF
*  по формуле 

(3.4) называется z-преобразованием. 
 

 Часто используется обозначение для z -преобразования 
 

nf  ( )zF
* .    (3.5) 

 

При этом сама решетчатая функция nf  называется оригиналом. 
 

 Правую часть равенства (3.4) можно рассматривать как ряд Ло-

рана функции ( )zF
*  в окрестности бесконечно удаленной точки. Ряд 

(3.4) сходится вне некоторого круга в комплексной плоскости, т.е. 

при  

0≥> Rz . 

 

 Изображение *
F  представляет 

собой при Rz >  аналитическую 

функцию, следовательно, все особен-

ности лежат внутри круга Rz = . 
 

 

Пример 1.  

 Найти изображение ( )zF
*  для функции 

n

n
ef

α= . 
 

Решение. 
 

( ) ( )
αα

α

ez

z

z

e
zezF

n

n

−
=

−
== ∑

∞

=

−

1

1

0

1*

   

при  α> Re
ez .  

neα
  α

ez

z

−
.▲ 

 В частности при 0=α  получаем     1=nf   
1−z

z
.▲ 

  

zRe  

z mI  

R ×  

×
 

×
 



10. Свойства z-преобразования 

 

1) Линейность.  Если nf  ( )zF
*  и ng  ( )zG

* , то имеет место ра-

венство 
 

( ) ( )ngnf βα +  ( ) ( )nGnF ** βα + .    (3.6) 
 

Пример 2.  

 Найти изображение ( )zF
*  для функции anfn sin= . 

 

Решение. 
 

Так как 
i

ee
anf

ianian

n 2
sin

−−== , то, зная, что n
e

α
α

ez

z

−
 , получим 

 
 

 

ansin =






−
−

− −iaia
ez

z

ez

z

i2

1
 

 
 

1cos2

sin

1)(

)(

2

1
22 +−

=
++−

−=
−

−

az

az

eez

eez

i
iaia

iaia

. ▲ 

 
 

2) Теорема запаздывания (первая теорема смещения). 

 Если nf  ( )zF
* , то для любого целого 0>k  справедливо пре-

образование 
 

knf −  ( )zFz
k *− , ,...2,1=k      (3.7) 

 

Пример 3.  

 Найти z-преобразование для функции  3−nf , если n
n

f 2sin= . 
 

Решение. 
 

Так как ansin
1cos2

sin
 

2 +− az

az
, получим 

 

)3(2sin −n
)12cos2(

2sin

12cos2

2sin
 

z

1
2223 +−

=
+− zzz

z
. ▲ 

 

3) Теорема опережения (вторая теорема смещения). 

 Если nf ( )zF
* , то для любого целого 0>k  справедливо пре-

образование 



1+nf  ( )[ ]0
*

fzFz − , 

(3.8) 

2+nf  ( )[ ]1
10

*2 −−− zffzFz , 
 

… 
 

knf +  ( ) 






 − ∑
−

=

−
1

0

*
k

m

m
m

k
zfzFz .    (3.9) 

 

Пример 4.  

 Найти z-преобразование для функции  5+nf , если n
efn = . 

Решение. 

Так как n
e

ez

z

−
 , получим 

 

5+n
e =





 −−−−−

−
−−−− 44332215 1 zezezeez

ez

z
z  

)(
4233245

6

zezezeezz
ez

z −−−−−
−

= . ▲ 

 

4) Дифференцирование изображения. 

 Справедливо соотношение 
 

( )
( ) nf
n

kn

!1

!1

−
−+ ( ) ( )zF

dz

d
z

k

k
k *⋅− ,  ,...2,1=k  .   (3.10) 

 

В частности, 

nnf ( ) ( )[ ]′− zFz
* , 

 

( ) nfnn 1+ ( )[ ]″zFz
*2 . 

 

Пример 5.  

 Найти z-преобразование для функции  nfn = , если n
efn = . 

Решение. 

Так как 1
1

 
−z

z
, получим 

1⋅n
22 )1()1(

1

1 −
=

−
−−−=

′







−
−

z

z

z

zz
z

z

z
z . ▲ 



5) Изображение суммы. 

 Если nf  ( )zF
* , то 

 

∑
−

=

1

0

n

m

mf  ( )zF
z

*

1

1

−
.      (3.11) 

 

 

6) Теорема подобия. 

 Если nf  ( )zF
* , то справедливо изображение 

 

n
n

f
−α  ( )zF α* ,     (3.12) 

 

где 0≠α . 
 

7) Теорема о свертке оригиналов - последовательностей. 

 Пусть nf  ( )zF
* , ng  ( )zG

* , тогда справедливо соотношение 
 

∑
=

−

n

m

mnm gf
0

 ( ) ( )zGzF
** .     (3.13) 

 

8) Теорема о свертке изображений. 

 Пусть nf  ( )zF
* , ng  ( )zG

* , тогда справедливо соотношение 
 

nn gf  ( )∫ ξ
ξ







ξ
ξ

π
C

dz
GF

i

**

2

1
.     (3.14) 

 

Здесь интеграл берется по окружности r=ξ , где r удовлетворя-

ет неравенству 
G

F
R

z
rR << . 

 

9) Теорема о начальном значении. 

 Если изображение   ( )zF
*

nf  существует, то 
 

0f  ( )zF
z

*lim
∞→

.     (3.15) 

 

независимо от пути стремления к ∞ . 

 Следствие.  



( )( )
( )( ) .д. ти  lim

lim

1

10

*2

2

0

*

1

−

∞→

∞→

−−=

−=

zffzFzf

fzFzf

z

z
   (3.16) 

 

10) Теорема о конечном значении. 

 Если изображение  nf∞→n
lim  существует, то 

 

( ) ( )zFzf
z

n
n

*

01
1limlim −=

+→∞→
.    (3.17) 

 

Пример 6. 

 Найти изображение nfn = . 

Решение. 

 Так как { }
1

1
−

=
z

z
z , то используя свойство дифференцирования 

изображения (8.3.5) находим 

1⋅= nn ( ) ( )
( ) ( )22

11

1

1 −
=

−
−−⋅−=

′







−
⋅−

z

z

z

zz
z

z

z
z . ▲ 

 

 

 Приведем таблицу основных формул и z-преобразований наибо-
лее часто встречающихся решетчатых функций: 

 

Таблица соответствия для z -преобразований 

 
 

№ nf  ( )zF
*  

1. 1 
1−z

z
 

2. ( )n
1−  

1+z

z
 

3. n  ( )2
1−z

z
 

4. 2n  
( )

( )3
1

1

−
+

z

zz
 

5. na  
az

z

−
 



6. 1−nna  ( )2
az

z

−
 

7. k
nC  ( ) 1

1
+− k

z

z
 

8. τnan sin  22
cos2

sin

aazz

az

+τ−
τ

 

9. τnan cos  
( )

22
cos2

cos

aazz

azz

+τ−
τ−

 

10. τnan sh  22
ch2

sh

aazz

az

+τ−
τ

 

11. τnan ch  
( )

22
ch2

ch

aazz

azz

+τ−
τ−

 

12. ( ) ( )xnxTn arccoscos=  
( )

12
2 +−

−
xzz

xzz
 

13. 
!n

a
n

 zae /  

14. ∑
=

n

k
kf

0

 )(
1

* zF
z

z

−
 

15. knf −  )(
1 * zF
z

k
 

16. knf +  ( ) 







− ∑

−

=

−
1

0

*
k

m

m
m

k
zfzFz  

17. nfn  ( )′− )(*
zFz  

18. nfn2  ( ) ( )′+
″

)()( **2
zFzzFz  

19. n
n fa−  )(* azF  

20. n
n fa  )/(* azF  

21. nn gf ∗  )(* zF )(* zG  

 

 

 



Обращение z-преобразования 
 

1) Если известно z-преобразование )(* zF  решетчатой функ-

ции nf  , то сама функция nf  восстанавливается  по формуле для коэф-

фициентов ряда Лорана: 
 

( )∫ −⋅
π

=
C

n
n dzzzF

i
f

1*

2

1
, ,...,2,1,0=n            (3.18) 

 

где C  - замкнутый контур, содержащий внутри себя все особые точки 

функции )(* zF . 

 Интеграл (3.18) вычисляется с помощью вычетов по формуле  
 

                 ( ) ( )( )( ),
2

1 1*1* ∑∫ −− ⋅=⋅=
k

n

C

n
n zzFresdzzzF

i
f

π
             (3.19) 

 

где kz - особые точки функции )(* zF , лежащие внутри контура C . 

При этом вычет функции ( ) 1* −⋅ nzzF  в полюсе m -го порядка 0z  вычис-

ляется по формуле   
 

( )( ) ( )( )mn

m

m
n

zzzzF
dz

d

m
zzFres

zzzz
)(lim

)!1(

1
0

1*

1

1
1*

00

−⋅⋅
−
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−

−
−

→=
            (3.20) 

 

Пример 7.   

 Найти  оригинал для z-преобразования 
3

2
*

)4(

3
)(

−
+=

z

zz
zF . 

Решение. 
 

 Используем для определения решетчатой функции nf  формулу 

(3.19). Особой точкой функции )(* zF  является точка 40 =z  - полюс 

третьего порядка     
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
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( ) ).7(4
2

1
4)1(34)1(

2

1 2221
nnnnnn

nnn +=⋅−++= −−−
     

       Ответ: ).7(4
2

1 22
nnf

n
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▲ 

 

2) На практике функция ( )zF
*  часто представляет собой 

дробно-рациональную функцию: 
 

( ) ( )
( )zQ

zP
zF

m

n=* , mn ≤ . 

 

Для того, чтобы по известному z-преобразованию )(* zF   5найти ориги-

нал nf , можно разбить дробь ( ) ( )
( )zQ

zP
zF

m

n=*

 

на сумму простейших 

дробей (предварительно оставив за скобками в числителе z ) и за-

тем воспользоваться таблицей.  

 

Пример 8.  

 Найти  оригинал для z-преобразования 
)5)(3(

)(
2

*

−+
=

zz

z
zF . 

Решение. 
 

 Для определения решетчатой функции nf  разобьем дробь )(* zF  

на сумму простейших дробей 
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z
z

zz

z
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Разложим функцию ( )zX
*  на слагаемые следующим образом 
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⋅=⋅=

zz

z
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zzXzzF  



Так как  
3+z

z n)3(− ,    
5−z

z n5 , то  

 

( ) .
8

)3(5
5

8

5
3

8

3
11 ++ −−=⋅+−⋅=

nn
nn

nf      

       Ответ: 
8

)3(5 11 ++ −−=
nn

nf .▲ 

 

3) Положим в формуле (3.18) ϕ= irez , получим 

 

( )∫
−

=
π

π

ϕϕ ϕ
π

dereF
r

f
ini

n

n
*

2
      или      ( )∫

−
=

π

π

ϕϕ ϕ
π

dereF
r

f ini

n

n *

2

1
.  

 

 Далее, рассмотрим функцию ( )1** 1 −=






zF
z

F . Ее разложение 

имеет вид ряда Тейлора: 
 

( ) ...2
210

0

1* +++== ∑
∞

=

−
zfzffzfzF

n

n
n . 

Таким образом, используя формулу для коэффициентов ряда Тейлора, 
получим соотношение 
 

( )
0

1*

!

1

=

−=
z

n

n

n zF
dz

d

n
f  ( ,...1,0=n ).    (3.21) 

 

 На практике функция ( )zF
*  часто представляет собой рацио-

нальную функцию: 
 

( ) ( )
( )zQ

zP
zF

m

n=*
, mn ≤ .    (3.22) 

 

 Выполняя фундаментальное деление ( )zPn  на ( )zQm  можно вос-

становить сколь угодно большое число значений nf . 
 

Пример 9.  

 Пусть ( )
2

*

−
=

z

z
zF .   Найти ...2,1,0, =nfn  . 

Вычисляем  



 

 

 

⇒    ...
1

8
1

4
1

21
2 32

+⋅+⋅+⋅+=
− zzzz

z
, 

 

т.е. 10 =f , 21 =f , 42 =f , 83 =f , … ▲ 

 

 
 

 

11. Решение разностных уравнений 
 

 Опр. 3.4. Разностью первого порядка решетчатой функции nf  

называется величина, обозначаемая как nf∆ , и равная 
 

nnn fff −=∆ +1 . 
 

Разностью второго порядка nf
2∆  называется величина, опреде-

ляемая как  
 

nnn fff ∆−∆=∆ +1
2

. 
 

Разностью k -го порядка n
k

f∆  называется величина  
 

n
k

n
k

n
k

fff
1

1
1 −

+
− ∆−∆=∆ . 

 

 Найдем конкретные значения для n
k

f∆ . Последовательно вы-

числяем 
 

nnnnnnnnnn ffffffffff +−=+−−=∆−∆=∆ ++++++ 121121
2

2 ; 
 

( ) ( )

M

.33

22

123

12123

2

1

23

nnnn

nnnnnnnnn

ffff

fffffffff

−+−=

=+−−+−=∆−∆=∆

+++

++++++

 

( )∑
=

−+−=∆
k

m

mkn
m
k

m

n
k

fCf
0

1 , где ( )!!

!

mkm

k
C

m
k −

= . 
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1

4
1

21
2

+⋅+⋅+
zz

 

z  2−z  

2−z
– 

2  

z

4
4 −  

– 

z

4
 

2

84

zz
−  

– 

2

8

z
 



Пример 10. 

 Найти разность k -го порядка ( ,...2,1=k ) для решетчатой функ-

ции nnfn −= 2
3 . 

Решение. 

 Находим 

( ) ( ) 321
ng

nnn nnnnnfff 463113 22
1 +=+−+−+=−=∆ + ; 

 

( ) ( ) 646416
2 =−−++=∆=∆∆=∆ nngff nnn ; 

 

( ) 066
23 =−=∆∆=∆ nn ff ; 

 

0...
54 ==∆=∆ nn ff . 

 

 ТЕОРЕМА (о z -преобразовании разности). 

Пусть nf ( )zF
* .  Тогда z -преобразование разностей равны 

 

nf∆ ( ) ( ) 0
*

1 zfzFz −−  

n
k

f∆ ( ) ( ) ( ) ( )( )011
1

0

1*
fzzzFz

m
k

m

mkk ∆−−− ∑
−

=

−−
 

 

 Следствие. Если ( ) 00 =∆ f
m , 1,...,2,1,0 −= km , то  

 

n
k

f∆ ( ) ( )zFz
k *1− .          (3.23) 

 

 Опр. 3.5. Уравнение вида 

 

( ) 0,...,,, =∆∆ n
k

nn fffnF ,    (3.24) 
 

где ( ) nfnf ≡  – решетчатая функция, называется разностным уравне-

нием k -го порядка. 

 Всякое разностное уравнение можно записать как  
 

( ) 0,...,,, 1 =++ knnn fffnF .     (3.25) 
 

 Уравнения в форме (3.25) называют рекуррентными уравнения-

ми k -го порядка. 

 Решение разностных уравнений аналогично решению ДУ с по-

мощью интегрального преобразования Лапласа. 



Алгоритм решения рекуррентного уравнения: 
 

( )nfafafa nkknkn ϕ=+++ −++ ...110 .   (3.26) 
 

 Переходя к z -преобразованиям: 
 

nf ( )zF
* , 

 

1+nf ( )( ))0(*
fzFz − ,      2+nf ( )( )1*2 )1()0( −−− zffzFz , … , 

 

knf +  ( ) 







− ∑

−

=

−
1

0

* )(
k

m

mk
zmfzFz , 

 

( )nϕ ( ) ,*
zΦ  

 

получим линейное уравнение относительно ( )zF
* . 

 После определения ( )zF
*  необходимо вернуться назад к ориги-

налу – последовательности. Общее решение будет содержать неопре-

деленные константы ( )0f , ( )1f , … , ( )1−kf , которые фиксируются 

после наложения начальных условий 

 

( ) 00 ff = , ( ) 11 ff = , … , ( ) kfkf =−1 .    (3.27) 

 

Пример 11.  
 С помощью дискретного преобразования Лапласа решить ли-

нейное разностное уравнение  
 

.1,1;096 1012 −===+− ++ xxxxx nnn  
 

Решение. 
 

 Способ 1. Пусть nx ( )zX
* , тогда 

 

1+nx ( )( ) ( )( ) ( ) zzzXzXzxzXz −=−=− **

0

* 1 ,     

  

2+nx ( )( ) ( ) zzzXzzxxzXz +−=−− − 2*21

10

*2 . 
 

Применяя к обеим частям уравнения дискретное преобразование Ла-

пласа, получим операторное уравнение      
  



   ( ) ( ) ( ) 0966 **2*2 =++−+− zXzzzXzzzXz ,  

 

откуда   

( ) 07)3( 2*2 =+−− zzzXz . 
 

Выразим функцию ( )zX
* : 

 

( ) .
)3(

4
3)3(

4)3(
22

*

−
⋅−

−
=

−
−−=

z

z

z

z

z

zzz
zX

 
 

Так как  
3−z

z n3 ,    
2

)3( −z

z n
n3 ;    то   

 

)43(3343 11
nnx

nnn

n −=−= −− . 
  

 Способ 2. Используем для определения функции xn формулу 

(3.19): 

( ) =





−

−
−=


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
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→

−

=

−

=
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7
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7
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z
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d
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z
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reszzXresx
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z

n

z

n
k

i z
n

i

 

 

( ) )43(337337)1( 111

3
lim nnnnzzn

nnnnnn

z

−=−+=−+ −−−

→
. 

        Ответ: )43(3 1
nx

n

n −= − . ▲ 

 

 

Пример 12.  
 С помощью дискретного преобразования Лапласа решить ли-

нейное разностное уравнение  
 

n

nnn xxx 544 12 =+− ++ , .1,0 10 == xx  
 

Решение. 

 Способ 1.  Пусть nx ( )zX
* , тогда 

 

1+nx ( )( )0
*

xzXz − ,      2+nx ( )( )1
10

*2 −−− zxxzXz ,   n5
5−z

z
. 

Имеем 

( ) ( ) ( ) ⇒
−

=+−−
5

44 ***2

z

z
zXzzXzzXz  

 



( ) ( )
5

2 *2

−
=−−⇒

z

z
zzXz ( )

( )( )2

2
*

25

4

−−
−=⇒
zz

zz
zX . 

 

Разложим функцию ( )zX
*  на слагаемые следующим образом 

( )( ) ( )222

2
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1
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z
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Так как  
2−z

z n2 , 
( )2

2−z

z 12 −⋅ nn , 
5−z

z n5 , то  

 

( ) .2
3

2
25

9

1 1−⋅+−= nnn

n nx  

 

 Способ 2. Используем для определения функции  xn  формулу 
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      Ответ: ( ) .2
3

2
25

9

1 1−⋅+−= nnn

n nx ▲ 

 

Пример 13.    

 Решить уравнение  012 =+− ++ nnn xxx , 10 =x , 21 =x . 
 

Решение. 

Пусть nx ( )zX
* , тогда 

 

1+nx ( )( ) ( )( ) ( ) zzzXzXzxzXz −=−=− **
0

*
1 , 

 



2+nx ( )( ) ( ) zzzXzzxxzXz 2
2*21

10
*2 −−=−− −

. 
 

Изображение уравнения: 

( ) ( ) ⇒+=+− zzzXzz
2*2

1  
 

( ) =



 π==

+⋅⋅
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1 2
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zzz

zz
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1
3

cos2
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1
3

cos2

3
cos
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+π⋅−

⋅
+

+π⋅−

π−
=

zz

z

zz

zz

=π+π
3

sin3
3
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nn

 

 

( )
6

12
sin2

π+= n
.  

Ответ: 
( )

6

12
sin2

π+= n
xn . ▲ 

 
 

 

 

 

 

 

 

 



ЗАДАЧИ 

  

Найти z-преобразование следующих решетчатых функций (используя 

определение): 

3.1.  ...2,1,0, == −
nef

n
n .     

3.2.  ...2,1,03 , == nf
n

n . 

3.3.  ...2,1,0, == nnfn .     

3.4.  ...2,1,0,
2 == nnfn . 

 

Используя свойства и таблицу z-преобразования, найти изображения 

следующих функций: 

3.5.  .)1(42
2/ nn

n ef −⋅−⋅=  

3.6.  .3sh nfn =  

3.7.  .)2( 2+= nfn  

3.8.  .2n
n nef =

 

3.9.  .)2(cos 2
nfn =  

3.10.  .3cos42sin3 n
n

n
n

fn −=
 

3.11.  3−nf , если nfn 4cos= . 

3.12.  4+nf , если n
nf

3
2= . 

3.13.  5−nf , если n
nf

3
5= . 

3.14.  5+nf , если afn = . 

 

Пользуясь теоремой об изображении суммы, найти сумму: 

3.15.   .
1

0

2∑
−

=

n

m

m   

3.16. ∑
−

=

1

0

.cos
n

m

amm  

 

Найти оригиналы для следующих изображений: 



3.17.  .
)3)(2)(1(

)(
−−−

=∗

zzz

z
zF  

3.18.  .
107

)(
2 +−

=∗

zz

z
zF  

 

3.19.  .
)4(

5
)(

3−
+=∗

z

z
zF  

3.20.  .
2)(1(

92
)(

2

2

−−
−=∗

zz

zz
zF  

С помощью дискретного преобразования Лапласа решить линейные 

разностные уравнения:   

3.21. .1,02 01 ==−+ xxx nn  

3.22.  .0,1,02 1012 ===++ ++ xxxxx nnn  

3.23.  .1,0,033 210123 ====+++ +++ xxxxxxx nnnn  

3.24.  .0,0,396 1012 ===+− ++ xxxxx
n

nnn  

3.25.   .2,1,54 102 =−==−+ xxxx nn  

3.26.   .0,1,3168 1012 ===++ ++ xxxxx nnn  

3.27.   .1,0,)1(1 102 ==−−=++ xxxx
n

nn  

3.28.   .0,0,62 1012 ===+− ++ xxxxx
n

nnn  

3.29.   .1,1,)1( 102 ==−=++ xxxx
n

nn  

3.30.   .0,0,34 1012 ===+− ++ xxnxxx nnn  

3.31.   .1,0,286 1012 ===+− ++ xxxxx nnn  

3.32.  .1,44 102 ===−+ xxxx
n

nn  

    

Найти формулу общего члена последовательности  nx , если: 
 

3.33.  10 =x , а каждый последующий на 2 больше удвоенного преды-

дущего. 

3.34.   80 =x , а каждый последующий на 1 меньше предыдущего, ум-

ноженного на 4. 



3.35.   120 =x , а каждый последующий на 10 единиц  меньше удвоен-

ного предыдущего. 
 

Решить систему разностных уравнений: 

3.36. 




==+−
==++

+

+

.0,027

,1,0102

01

01

yxyy

xyxx

nnn

nnn
 

 

3.37. 




==−−
==++

+

+

.1,023

,1,054

01

01

yxyy

xyxx

nnn

nnn

 

 

3.38. 




==+−
−==++

+

+

.1,054

,1,034

01

01

yxyy

xyxx

nnn

nnn

 

 

3.39. 






=−=+

==+−

+

+

.0,32

,3,3

01

01

yxy

xyxx

n
nn

n
nnn
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