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Пусть R – класс всех ограниченных, неотрицательных действительных функций 
),,( xtu  определенных для ,0 Tt   так, что 

0
)()(lim




n
tnt  для .0 Tt   Если 

)(t  – любая действительная функция, определенная для ,0 Tt   то определим 

)).()((
1

lim)(
0

ntt
n

t
n




 Наконец, мы будем говорить, что функция ),,( t  оп-

ределенная и непрерывная для ,0 Tt   ,0   принадлежит классу Г, если 
функция 0)(  t  является единственной функцией из класса R, удовлетворяющей 
условиям: 
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Прежде чем утверждать результат, сформулируем гипотезу (Г): предположим, 
что для всех ,),( TUtx   всех xuvu ,,  с  
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где для любых K, M > 0, функция ,),( ГtK   также предположим, что F и ijA  яв-

ляются непрерывными по ,xu ,xv  и эта непрерывность равномерна для Gx  и для 

,,ut  и ,x xu v  из компактного множества .  Предположим также, что ijA  равномерно 

ограничено для Gx  и для t, u и ,xu xv  из компактного множества. 

Теорема I. Пусть u и v функции из ),(1,2
TUC  удовлетворяющие неравенствам: 
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такие, что )0,()0,( xvxu   для x G  и для каждого  ,,0 Tt  в каждой точке x G  

будем иметь или ),,(),( txvtxu   или ),,(),( txvtxu    где  tx,  – заданное внеш-

нее поле. Кроме того, предположим, что имеет место гипотеза (Г), что u и v ограни-
чены в TU  и что, наконец, либо u, либо v  имеет первую и вторую производные по х, 

которые ограничены в TU . Тогда ( , ) ( , )u x t v x t  в  .,0 TGU T   
Доказательство. Запишем ),,(),(),( txvtxutxW   тогда  
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Предположим для определенности, что v  имеет ограниченные производные, 
тогда можем переписать неравенство  
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Рассмотрим функцию ).0t),(x,Supmax()( wt
Gx

  Очевидно, ;0)0(   если мы по-

кажем, что   удовлетворяет неравенству 

 ),),(()(' ttkt М    (2) 

где ,0Мk  а также, что ,R  то это нам дает возможность, что 0  и, следо-
вательно, теорема будет доказана. 

Предположим, что G  ограничена. Тогда ,R  так как   фактически непре-

рывна в  .,0 T  Для любого ,0t  если ,0)(  t  то имеет место для любых 0, Мk , 

так как фактически 0)('  t . Если ,0)(  t  то существует Gx 0  такое, что 
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Если нам удается показать это в точке ),,( 0 tx  то должны иметь:  

а) ,0xw  т. е. ;xx vu    

б)   ,0wLu  
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тогда из (1) будет следовать (2), если   выбрать так, что  
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а 1'2  knk . Но, если 0x  – внутренняя точка ,G  то а) и б) следует из принципа мак-

симума, так как 0x  является максимальной точкой для ,w  а uL  – является эллипти-

ческим в окрестности .0x  Если ,0 Gx   то, так как ,0)(),( 0  ttxw  мы должны 

иметь .0),( 0  txw  С другой стороны, 0x  – максимальная точка для w  в ;G  

),( 00 txwx  является вектором, направленным по направлению внешней нормали к G  

в .0x  Таким образом, ,0),( 00 txwx  иначе мы должны были иметь 0),( 0  txw , так 

как   является внешним направленным. Если   0wLu  в ),( 00 tx  то   0wLu  в окре-

стности 0x  в ,G  следовательно, по распространению принципа максимума на эллип-

тический оператор было бы  .0),( 0 txwx  Таким образом, б) также следует.  

В случае неограниченной G для ,0  аппроксимируем: 
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В силу гипотезы (Г) в конечном итоге получим неравенство 

 ),()()( 1212 ttNtt   

в качестве  N можно взять: 

 ),),(()),(( 22 ttkttkSup    

когда  1t  стремится к 2t  снизу. Отсюда получим  (2).  

В случае 0
jixxv ,  nji ,0,   мы можем отбросить все гипотезы (Г), относящие-

ся к ,ijA  за исключением равномерной ограниченности. 

Чтобы увидеть, что теорема действительно использована к применению крите-
рия устойчивости к установлению априорной оценки решения, можно рассматривать 
решение уравнения 
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как решение уравнения  
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Для определения малых колебаний маятника (рис. 1) и уравнения движения 
ползуна (рис. 2) можно применить принцип Даламбера–Лагранжа.  
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Рис. 1. Расчетная схема движения  
эллиптического маятника 

Рис. 2. Расчетная схема движения ползуна  
эллиптического маятника 

К действующим силам 1P


 и 2P


 присоединим силы инерции ползуна А в посту-
пательном движении и маятника В – в сложном движении.  

Значение силы инерции ползуна А: 
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Сила инерции маятника В: 
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Тогда значение переносной силы инерции:  
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