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На основе точечной формы пуанкаре-инвариантной квантовой механики в работе представлена методика вычисления 
форм факторов и констант распадов мезонов, как релятивистских связанных систем кварков. В качестве примера раз-
работанной методики получено интегральное представление константы радиационного распада векторного мезона 

.V P    
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On the basis of the point form of Poincaré-invariant quantum mechanics, a method for calculating the formsfactors and the de-
cay constants of mesons, as relativistic coupled quark systems, is presented. As an example of the developed technique, an inte-
gral representation of the radiative decay constant of a vector meson V P   is obtained.  
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Введение  
Атомы, ядра и адроны, как известно, пред-

ставляют собой составные системы. В этой связи 
возникает необходимость как в моделях для опи-
сания связанных систем, так и в методиках вы-
числения характеристик с учетом их внутренней 
структуры. В нерелятивистской динамике со-
ставных систем существуют апробированные 
методы, основанные на применении модельных 
и феноменологических потенциалов взаимодей-
ствия. Точность современных эксперименталь-
ных данных требует учета релятивистских эф-
фектов для составных систем в широкой облас-
ти: от адронов до атомов. Эта необходимость 
продиктована, в частности, существованием ад-
ронов, содержащие легкие u d  и s-кварки. Такие 
связанные системы являются релятивистскими и 
вычисление релятивистских электрослабых по-
правок является важной задачей. Поэтому необ-
ходимость релятивистского описания связанных 
состояний не вызывает сомнений.  

Следует отметить, что количественное опи-
сание релятивистских систем является нетриви-
альной задачей, которую вряд ли можно полно-
стью решить в ближайшей перспективе [1]. Попытка 
применения методов теории поля вызывает сущест-
венные трудности при решении данной пробле-
мы, в том числе и для адронов. Так, например, 

известно, что пертурбативная квантовая хромо-
динамика (КХД) не может быть применена для 
легких адронов, поскольку при шкале с несколь-
ких ГэВ пертурбативные методы неприменимы. 
КХД-мотивированные модели, тем не менее, 
могут дать полезную информацию о динамике в 
этих энергетических масштабах [2], [3].  

Метод описания релятивистских составных 
систем базируется на использовании группы Пу-
анкаре и ее представлений. Этот подход называ-
ют теорией прямого взаимодействия [4], [5], ре-
лятивистской гамильтоновой динамикой (РГД) 
[6]–[9] или пуанкаре-инвариантной квантовой 
механикой (ПИКМ) [1], [2], [10]. В дальнейшем 
будем придерживаться последнего названия, ко-
торое наиболее точно отражает тот факт, что 
ПИКМ занимает промежуточное положение ме-
жду локальной квантовой теорией поля и нере-
лятивистской квантовой механикой. На про-
стейшем уровне ПИКМ является квантовой ме-
ханикой с базовой симметрией относительно 
преобразований Пуанкаре. Хотя инвариантную 
квантовую механику Пуанкаре можно рассмат-
ривать как феноменологию, не зависящую от 
КХД, она также может быть связана с КХД [11]. 
Далее в данной работе для описания мезона, как 
связанной системы, используем ПИКМ.  
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Отметим, что существует большое количе-
ство подходов и моделей для релятивистских 
связанных систем (см., например, [12]–[18].  

Цель работы состоит в детализации методи-
ки расчета характеристик мезонов с учетом их 
кварковой структуры в рамках различных форм 
ПИКМ и поэтому анализ на преимуществ и не-
достатков различных подходов в данной работе 
не приводится (более подробную информацию 
можно найти, в частности, в работах [11], [19]).  

Вычисление формфакторов (3.6) для мат-
ричных элементов (3.3) с учетом внутренней 
структуры адронов является нетривиальной за-
дачей и в разных моделях решается различными 
способами.  

Параметризация матричного элемента (3.3) 
включает формфакторы и 4-импульсы частиц. 
Поэтому возникает вопрос, какие из компонент 
4-импульсов необходимо использовать для вы-
числения формфакторов. Так, в рамках моделей 
на основе динамики на световом фронте [20]–
[25] предлагается для расчета токов, использо-
вать только те компоненты 4-векторов, которые 
не содержат взаимодействия (“+”-компоненты). 
Если в случае пространственноподобного квад-
рата переданного импульса 2Q , обращение в 

ноль “–”-компонент тока (содержащих взаимо-
действие), можно достичь путем выбора специ-
альной системы отсчета, то для времениподобно-
го 2Q  это сделать не удается. Поэтому при вы-

числении формфакторов с 2 0Q   используют 

формфакторы, рассчитанные с 2 0Q   [25]. Важ-

но отметить, что попытка решить задачу вычис-
ления формфакторов в динамике на световом 
фронте в системах, отличных от специально 
выбранной, приводит к результатам, сущест-
венно отличающимся от экспериментальных 
значений [26].  

Оригинальная методика вычисления форм-
факторов в рамках мгновенной формы ПИКМ, 
основанная на обобщении метода параметриза-
ции матричных элементов локальных операторов 
[27], предложена в работах [28]–[31]. На первом 
этапе (с использованием базиса приводимого 
представления группы Пуанкаре) находятся 
формфакторы для системы без взаимодействия. 
На втором этапе полученные формфакторы ис-
пользуют для расчетов наблюдаемых формфак-
торов с помощью интегральных представлений. 
При этом формфакторы, характеризующие мат-
ричный элемент (3.3), трактуются как обобщен-
ные функции.  

В рамках точечной формы ПИКМ наивная 
схема вычислений, основанная только на исполь-
зовании равенства 4-скоростей для систем с 
взаимодействием и без него, приводит к резуль-
татам, значительно отличающимся от наблюдае-
мых на эксперименте [32]–[34]. Поэтому авторами 

работ [35]–[38] предложена модификация точеч-
ной формы ПИКМ, названная дираковской то-
чечной формой динамики (DPF). В данной мо-
дификации ПИКМ вводится дополнительный 

единичный вектор  ,u  направление которого 
фиксируется путем требования равенства 4-им-
пульсов связанной и свободных систем в пределе 
слабой связи [36], [37].  

Как следует из краткого описания методов 
вычисления, задача получения наблюдаемых с 
учетом внутренней структуры систем даже в рам-
ках ПИКМ требует дальнейших исследований.  

 
1 Основы ПИКМ 
Для того чтобы теория (модель), описы-

вающая элементарные частицы, удовлетворяла 
требованию пуанкаре-инвариантности, про-
странство состояний релятивистской частицы 
должно преобразоваться по некоторому пред-
ставлению группы Пуанкаре (группа П). Если 
частица не имеет структуры, т. е. не содержит 
подсистем, то в пространстве состояний таких 
частиц действует неприводимое представление 
группы П (см., например [39]).  

Поэтому для описания частиц необходимо 
найти различные неприводимые представления 
группы П. Для этого вводят ортогональный ба-
зис, состоящий из собственных векторов макси-
мального набора коммутирующих наблюдаемых. 
Собственные значения полного набора операто-
ров, составленных из генераторов P  и M   

 0 1 2 3      группы П удовлетворяют ком-

мутационным соотношениям:  

 0P P  
  

         (1.1) 

 M P i g P g P        
     

        (1.2) 

M M

i g M g M g M g M

  
  

        
 
 

 

     
 (1.3) 

Генераторы трансляций P  задают компо-
ненты оператора 4-импульса, а M   – компонен-
ты оператора 4-мерного углового момента. Для 
невзаимодействующих частиц набора коммути-
рующих генераторов имеют простой физический 
смысл: 1 2 jk

i ijkJ M     – компоненты полного 

углового момента; 0i iK M  – генераторы лорен-

цевских бустов; 0P H  и iP  – операторы пол-

ной энергии и полного 3-импульса соответствен-
но.  

Если системы отсчета связаны преобразова-
нием Пуанкаре   ,a  то векторы состояния 

связаны унитарным преобразованием  

   .U a                      (1.4) 

Одним из часто используемых является так 
называемый канонический набор операторов. В 
дополнение к операторам Казимира  
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 P P            (1.5) 

 
1

2
W W W M P   

       (1.6) 

в полный набор входят операторы, составляю-
щие пространственную часть 4-импульса P  и 
имеющие соответственно собственные значения 

.ip  Собственные значения операторов (1.5), (1.6) 

имеют физический смысл квадрата массы 2m  и 

величины  2 1 ,m s s   где 0 1 2 1s …      – спино-

вое квантовое число.  
Система координат в этом базисе фиксиру-

ется введением пространственно-подобных векто-
ров   ( 1 2 3)je p j     со следующими свойствами  

       

   
3

2
1

0j i j
i j

i j

j p

e p p e p e p

p p
e p e p g

m



 


 


    

  
 

С помощью базиса  je p  и оператора Паули-

Любанского W   определим операторы проекций 
спина для релятивистской массивной частицы  

    i
i

e p W
S p

m


           (1.7) 

Оператор S  удовлетворяет стандартным комму-
тационным соотношениям оператора спина  

i j ijk kS S i S       

а собственные значения оператора 2S  равны 

 1 .s s    

Таким образом, канонический базис опре-
деляется шестью операторами  

 2 2
3

iP P W W m S 
     P S         (1.8) 

с соответствующими собственными значениями  
2 ( 1)im s s    p  

где 0 1 2 1 3 2 1s … s s … s                 
Соответствующие набору (1.8) базисные 

векторы будем обозначать следующим образом:  

  m s      p p          (1.9) 

Собственные вектора (1.9) образуют ортогональ-
ный базис в гильбертовом пространстве состоя-
ний элементарной частицы. Для условия ортого-
нальности  


   

 
 

     p p p p  

условие полноты принимает соответственно вид  
s

s

d I


     p p p  

Закон преобразования неприводимого пред-
ставления (НП–базис) для выбранных условий 
нормировки и полноты задается соотношением  

    
s

s
W

s

U a D 



  

 

     p p n p  (1.10) 

где  

  2 2
mp p p p m         p p  

а  WD n  – D -функция Вигнера. Эта функция, 

определяемая посредством вектор-параметра 
,Wn  задает вращение НП–базиса, которое часто 

называют вигнеровским. Явный вид Wn  для раз-

личных преобразований   можно найти в рабо-
тах [40], [41].  

Рассмотрим более подробно систему из 
двух частиц с массами покоя 1,m  2m  и спинами 

1,s  2 .s  Одним из очевидных базисов двухчас-

тичного приводимого представления является 
базис прямого произведения  

 1 1 2 2 1 1 2 2      p p p p        (1.11) 

удовлетворяющий условию нормировки и пол-
ноты:  

   
1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2     

         

        

p p p p

p p p p
 

1 2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2, ,d d I
 

       p p p p p p  

Для физических приложений важно знать 
коэффициенты разложения базиса приводимого 
представления (1.11) по базису неприводимых 
представлений и наоборот. Эти коэффициенты на-
зывают коэффициентами Клебша-Гордана группы П.  

НП-базис, описывающий систему невзаи-
модействующих частиц (как целого), записыва-
ется в виде, аналогичном одночастичному НП-ба-
зису (1.9):  

  0 1 1 2 2J M m s m s   
              P     (1.12) 

Оператор полного импульса ,P  квадрата 

полного собственного момента 2J  и его проек-

ции 3J  вместе с инвариантами   ,i ip p  2 ( 1 2)i i  s  

и  2

0 1 2M p p   входят в полный набор на-

блюдаемых двухчастичной системы. Кроме это-
го, в полный набор входят также 2 оператора, 
которые снимают вырождение двухчастичной 
системы (для их обозначения введен совокупный 
индекс ).  

В двухчастичном пространстве определим 
полный импульс  

 1 2 P p p                    (1.13) 

и импульс относительного движения :k  

 

   
 

2 1

0

1 2

2 2
2 1 0 2 1

0 0

1

2

m m

M

m m M p p

M P M

 
 
 

  

    
  
   

k p p

P
 (1.14) 

В практических приложениях для НП-ба-
зиса вместо оператора инвариантной массы сво-
бодных частиц 0M  удобно использовать ,k  k  

поскольку  
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   
1 20 0 ( ) m mM M k k k      

В качестве чисел снимающих вырождение сис-
темы пуанкаре-инвариантные операторы орби-
тального   и спинового s  моментов. Тогда для 
НП-базиса можно использовать вектора состоя-
ния вида (опуская 1 1 2 2 ) :m s m s 

       

 k J s    P             (1.15) 

которые удовлетворяет следующим условиям 
полноты и нормировки  

1 2

1 2

2
s sJ J s

J J s s s s

d k dk k J s

k J s I



      

    

      

    P P

P






 

   
2 s s

k J s k J s

k k

k



  

               

 
     

P P

P P  

 
 

При использовании схемы с «L–S связью» 
базисные векторы неприводимого представления 
выражается через базис приводимого представ-
ления посредством:  

    
     

 

1 2

1 2 0

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 02

1 2

1 2

1 2 1 2
1 1 2 2

m m

m m M

m k k

W W

k J s

p p M
d

k k P

s s s
Y

s J

m

D D
   
   
      
   

   

 
   

    

 
 

  

 
         

 
     

    



 

P

k

C

C

n n p p







  (1.16) 

где 1 2

1 2

,
s s s 

      
C  

s j

m

 
    

C


 – коэффи-

циенты Клебша-Гордана группы (2),SU  a 

( )lm k kY    – сферические функции, определяе-

мые углами вектора .k  
Для сокращения записи введем вспомога-

тельную функцию, которая в силу свойств коэф-
фициентов Клебша-Гордана группы (2)SU  за-

пишется в виде  

 

 

 
1 2

1 2

1 1

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( )

( )

.

k k

m k k

k k

s J

s s s s J
Y

m

s s s

s J

Y

 
  
 
 
  

  

 
         

   
               

 
     

 
          

  

C C

C

C











(1.17) 

В частных случаях 1 2( 1 2)s s     

 
1 2

1
0

1 2

0 0 0

2
k k   

  
             

 (1.18) 

 
1 2

1 2

1 2

0 1 1 3 4

4
k k  

   
            

 

 
2 Формы ПИКМ  
Рассмотрим на примере двухчастичных сис-

тем, каким образом вводится взаимодействие в 
рамках ПИКМ.  

Для этого обратимся к набору из 10 генера-
торов ,H  P  (пространственно-временных тран-
сляций), J  (вращений), K  (бустов), удовлетво-
ряющих коммутационным соотношениям соот-
ветствующих группе Пуанкаре. Если оператор 
H  содержит взаимодействие ,V  то вследствие 

соотношения [ ]j k j kP K i H    очевидно, что и 

другие операторы (или их комбинации) должны 
также содержать взаимодействие. В работе [42] 
Дирак показал, что нет однозначного разделения 
генераторов на динамический набор (генерато-
ры, содержащие взаимодействия) и кинематиче-
ский набор (генераторы, не содержащие взаимо-
действия) и представил три способа введения 
взаимодействия с сохранением коммутационных 
соотношений группы П, которые и определяют 
мгновенную, точечную формы ПИКМ и динами-
ку на световом фронте.  

В мгновенной форме ПИКМ операторы 
трехмерного импульса системы P  и углового 
момента J не содержат взаимодействия, а опера-
торы H и K содержат взаимодействие. Данный 
выбор кинематического набора автоматически 
обеспечивает мгновенной форме вращательную 
инвариантность, однако возникают проблемы при 
переходах от одной системы отсчета к другой, так 
как оператор буста содержит взаимодействие.  

В динамике на световом фронте в кинема-
тический набор входят операторы 0 3 ,P P P    

1 2 ,P  3 ,K  3 ,J  1 2 1 2 2 1{ },E K J K J      а в дина-

мический – 0 3 ,P P P    1 2 .J   Данная форма 

динамики наиболее часто используется в физи-
ческих приложениях, связанных с исследованием 
характеристик составных релятивистских систем 
(см., например, [43]–[46]). Однако вследствие 
того, что оператор углового момента зависит от 
взаимодействия, имеются определенные трудно-
сти с сохранением вращательной инвариантно-
сти [20], которые устраняют дополнительными 
требованиями [9].  

Также следует отметить, что ряд операторов 
дискретных симметрий (пространственной чет-
ности) также содержат взаимодействие. Однако 
«простая» структура вакуума (отсутствие диа-
грамм, описывающих рождение пар из вакуума) 
является общепризнанным преимуществом дан-
ной формы динамики.  
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Описание в точечной форме приводит к то-

му, что операторы M̂   являются такими же как 
и для невзаимодействующих частиц, т. е. опера-
торы буста iK  и углового момента J  не содер-

жат взаимодействий, а члены с взаимодействием 
содержатся только в операторе 4 -импульса P. 
Точечная форма стала использоваться в прило-
жениях ПИКМ относительно недавно [36], [47]–
[49]. В отличие от мгновенной формы, оператор 
буста не содержит взаимодействия, что не созда-
ет проблем с лоренц-инвариантностью теории 
при переходах от одной системы к другой.  

 
2.1 Описание связанной двухчастичной 

системы в ПИКМ 
Построение релятивистской квантовомеха-

нической модели связанной системы в ПИКМ 
начинают с построения модели для системы не-
взаимодействующих частиц, а затем вводят 
взаимодействие V  таким образом, чтобы выпол-
нялось требование пуанкаре-инвариантности, 
реализуемое в виде алгебры Пуанкаре на множе-
стве динамических наблюдаемых системы. На 
этой основе в работе [6] впервые был дан способ 
построения пуанкаре-ковариантной модели в 
случае взаимодействующих частиц.  

Рассмотрим, как строится динамическая 
картина взаимодействия в мгновенной форме 
ПИКМ для системы двух невзаимодействующих 
частиц с массами 1m  и 2 ,m  проекциями спинов 

1  и 2  и соответственно с 4-импульсами  

 
1 21 1 1 2 2 2( ) ( )m mp p p p   

   
   

       p p  

Для описания состояния двух частиц ис-
пользуется базис приводимого представления 
(1.11). Для описания системы как целого исполь-
зуем НП-базис (1.15), который задается полным 
коммутирующим набором операторов  

2
3 0 ( )J M k   J P  

Добавим к оператору 0M  взаимодействие 

V  таким образом, что новый оператор  

0IM M V   

также коммутировал с операторами  
2

3J  J P  

входящих в кинематический набор [6,9]. При 
этом оператор взаимодействия V  удовлетворяет 
следующим условиям:  

† 0I I IM M M     

3[ ] [ ] [ ] 0V i V V       PP J  

Волновые функции   в ПИКМ вычисляются 
как собственные значения полного коммути-
рующего набора  

2
3 IJ M   J P  

Задача на собственные значения для оператора 
массы связанного состояния   с полным им-

пульсом ,Q  массой ,M  спином J  и проекцией 
спина   может быть записана в виде:  

0( )I J J JM M V M           Q Q Q  

Поскольку основная цель работы связана с 
разработкой пуанкаре-ковариантных моделей 
описания связанных квантовых систем, основан-
ных на мгновенной и точечной формах ПИКМ, 
то остановимся на этих формах динамики более 
подробно.  

 
2.2 Мгновенная форма ПИКМ 
Вследствие того, что операторы, входящие в 

кинематический набор для системы с взаимодей-
ствием и без него, совпадают, то волновая функ-
ция связанной системы в мгновенной форме ди-
намики может быть представлена в виде [9]  

 ( ) J
J sk J s k  

           QP Q P   

Волновая функция  J
s k  нормирована ус-

ловием  

  22 1J
s

s

dk k k


   


 

которое следует из условия полноты (1.15).  
Используя (1.16), находим, что вектор со-

стояния двухчастичной связанной системы опре-
деляется как прямое произведение векторов со-
стояний свободных частиц с волновой функцией 

  :J
s k  

   
     

   

1 2

1 2 0

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 2

1 2 0

1 2

1 2 1 2
1 1 2 2

m m

m m M

J
k k s

W W

J M

p p M
d

k k P

s J
k

D D
   
   
      
   

   

 
   

    

 
 

  

 
           

    



 

Q p p

k

n n p p




 (2.1) 

 
2.3 Точечная форма ПИКМ 
Точечная форма ПИКМ характерна тем, что 

оператор 4-скорости системы свободных частиц  

 
 

01 2

0 0 0

M

P P

Pp p

M M M

         
  

P
    (2.2) 

и оператор 4-скорости связанной системы  

 
 M

Q Q

QQ
V

M M M

      
  

Q
V          (2.3) 

совпадают (см. [9], [38], [42], [50], [51]). Волно-
вая функция двухчастичной связанной системы в 
точечной форме динамики   ,J

s k   по аналогии 

с мгновенной формой (см. (2)), может быть пред-
ставлена в виде [9], [51]  

 3 2
0

J

J
sP Q

k J s

M k

 

   
 
 

      

    

p Q

V 




      (2.4) 
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где базис k J s    p   связан с вектором со-

стояния (1.15) простым соотношением  
 3 2

0P k J s M k J s          P        (2.5) 

Вектор состояния двухчастичной связанной 
системы в точечной форме определяется анало-
гично (2.1) с учетом соотношения .PM Q  

Отметим, что в системе покоя связанной систе-
мы волновые функции в мгновенной и точечной 
формах ПИКМ совпадают.  

 
3 Постановка проблемы 
При изучении реакций с участием адронов 

h, таких как распады  
 1 2i f ih h X h                 (3.1) 

упругое рассеяние лептонов на адронах  
 i fh h                        (3.2) 

и др. в S-матричных элементах этих процессов 
имеется адронная часть ,hS  которая может запи-
сана в виде  
     .h hI x M J S x M J         Q Q  (3.3) 

Здесь вектор M J  Q  определяет состоя-

ние адрона спина J  с проекцией ,  массы M  и 

импульса .Q  
Отметим, что в адронную часть входит как 

сильное взаимодействие (индекс ),strong  так и 

элементы электрослабого взаимодействия (токи 
и др.), которые мы обозначим ( ).EWj x  Тогда в 

представлении взаимодействия S-матрица имеет 
вид [52]:  

    ( ) exp ( )h EW strongS x T j x i V t dt
    

  (3.4) 

c полным гамильтонианом взаимодействия 

0( ) ( ) ( ).h h h
totH x H x V x   Символ T  означает, что 

операторы, входящие в гамильтониан взаимо-
действия упорядочены по времени. Отметим, что 
сильное взаимодействие учитывается точно, а 
электрослабое взаимодействие берется в некото-
ром порядке теории возмущений (в зависимости 
от вида  ).EW

intH x  Трансляционная инвариант-

ность приводит к тому, что  

        exp 0 exp ,h hI x iQx I iQx      (3.5) 

что дает возможность провести последующие 
расчеты для оператора  0 .hI  

Матричный элемент (3.3) при 0x   пара-
метризуют с помощью различных феноменоло-
гических формфакторов, которые определяют из 
экспериментов:  

    2

1

0
n

h J
i J

i

I F q g i M M  
   



       Q Q  (3.6) 

Здесь 2
iF q 
 
 

 – формфакторы, зависящие от 

переданного импульса ;q Q Q   а g – функции, 

зависящие от 4-импульсов и спиновых перемен-
ных состояний. Количество слагаемых определя-
ется значениями квантовых чисел ,J J   а также 
выполнением дополнительных требований, из 
которых следует выделить закон сохранения тока, 
законы сохранения различных четностей и др.  

Для демонстрации методики, развиваемой в 
работе, достаточно рассмотреть вариант (3.6) с 
одним форм фактором, т. е.  

    20hI F q g M M 
 
 

     Q Q    (3.7) 

поскольку соотношения для каждого формфак-

тора 2
iF q 
 
 

 можно найти путем выбора поляри-

зационных состояний и построения базиса в про-
странстве Минковского.  
 

4 Методика вычисления характеристик 
мезонов в пуанкаре-ковариантной модели, 
основанной на точечной форме ПИКМ  

Ниже приведем оригинальную схему вы-
числения характеристик мезонов, как двухчас-
тичных кварковых систем, в рамках точечной 
формы динамики ПИКМ.  

Отличительной чертой является использо-
вание в матричном элементе (3.3) состояний в 
представлении Гейзенберга, где сильные взаи-
модействия учтены точно [52] и факт совпадения 
4-скоростей для систем с взаимодействием и без 
него (см. (2.2) и (2.3)). Важным элементом дан-
ной методики является уравнение Липманна-
Швингера для векторов состояний.  

В предлагаемой схеме вычислений матрич-
ного элемента (3.3) можно выделить следующие 
этапы. 

На первом этапе, из соотношения (3.7) по-
лучим, что  

 

   

2 10

,

h

II

F q M J S g

M M M J

 
 

 
        

         
 

Q

Q Q Q
   (4.1) 

где импульсы и массы мезонов заменены на опе-
раторы, так как состояния M J  Q  являются 

собственными для операторов Q  и M  по опре-
делению. При этом из требований релятивист-
ской инвариантности S-матрица коммутирует с 
генераторами группы П, действующего в гиль-
бертовом пространстве векторов физических 
состояний .M J  Q  

Использование полного набора векторов 
двухчастичных состояний, образующих базис 
неприводимого представления группы П для 

свободных частиц k s   p   и соотношения 

(2.4), (2.5) позволяют в точечной форме ПИКМ 
привести (4.1) к виду 

2 2 2
P P

s s

P

F q d d k k dk dk

M J k s

 
   

  



    

             

 
Q

 


 



Методика вычисления электрослабых характеристик мезонов в пуанкаре-инвариантной квантовой механике 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (34), 2018 13

     

   

 
   

1

2 2

1

0

0

h
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



 

  




           
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     

       

          
 

 

Q Q

Q

P

Q Q P

 
 



 





 (4.2) 

где 0 QMP V  и 0 .QM  P V  

На втором этапе используем некоторые со-
отношения из теории рассеяния в квантовой тео-
рии поля. В представлении взаимодействия соот-
ношение (3.4) при 0x   представимо в виде [52]:  

   
   

   
   

†

0 (0)exp ( )

0 0 (0)

0 0

0 (0) 0

h EW strong

strong strong EW

strong strong

strong EW strong

S T j i V t dt

U U t j

U t U

U J U

    
   

   

   



 (4.3) 

где унитарный оператор U  обладает следующи-
ми свойствами:  

         †
2 1 2 0 0 1 2 1 1 2U t t U t t U t t U t t U t t         (4.4) 

В теории рассеяния начальные и конечные 
состояния k s  P   без взаимодействия трак-

туются как состояния при t    и t    соот-
ветственно и являются собственными векторами 
свободного гамильтониана 0 0( )H M  (см. (1.12)), т. е.  


00

strong k s E k sH        P P           (4.5) 

С помощью  2 1U t t  введем in и out состоя-

ния для 0t   (векторы состояния в представле-
нии Гейзенберга)  

 0
in

k J U k J        P P         (4.6) 

 † 0
out

k J U k J        P P         (4.7) 

Вследствие того, что оператор  2 1
strongU t t  

удовлетворяет интегральному уравнению (смот-
ри, например [52], [53])  

   
2

1

2 1 0 ( )
t

strong strong strong

t

U t t I i dt U t t V t        (4.8) 

то in и out состояния удовлетворяют уравнению 
Липманна-Швингера, точное решение которого 
может быть записано в виде:  

0
0

1
lim ,
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strong
strong
tot

k J

I V k J
E H i

 
 
 
  
 

   

    
  

P

P
 

0
0

1
lim

out

strong
strong
tot

k J

I V k J
E H i

 
 
 
  
 

   

     
  

P

P
(4.9) 

С помощью (4.9) можно показать, что пол-
ный гамильтониан 0

strong strong strong
totH H V   имеет 

тот же спектр, что и свободный гамильтониан 

0H  (см. (4.5)), т. е.  

0
strong
tot in out in out

H k J E k J
 

       P P  (4.10) 

Здесь предполагается, что оператор  0hS  мо-

жет быть выражен через операторы частиц, со-
ставляющих систему (в нашем случае кварков):  

   0 0h quarkS S   

Поскольку в полный набор для состояния с 
взаимодействием M J  Q  входят также опе-

раторы Q  и ,IM  то из (4.10) следует, что  

0I in out in out
M k J M k J

 
       P P    (4.11) 


in out in out

k J k J
 

       Q P P P       (4.12) 

Используя соотношения (4.3), (4.6), (4.7) и 
(4.11), (4.12) запишем (4.2) в виде  

        

2 2 2

1
0 0

(0)

s s

J J
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 
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 

 

 

(4.13) 

Переходя от in и out к состояниям при 
t    (обратный переход) получим  

        
 

2 2 2

1
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s s

J J
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 

 

 

(4.14) 

где  0hS  задается соотношением (3.4).  

Заметим, что поскольку слагаемые, которые 
возникают в потенциале межкваркового взаимо-
действия в результате обмена глюонов между 
кварками, входящих в начальный или конечный 
мезон, уже учтены введением функции   ,J

s k  

то в операторе strongV  остаются только слагае-
мые, которые соответствуют обмену глюонами 
между кварками, входящими в начальные и ко-
нечные мезоны. Такими слагаемыми (КХД-по-
правки) можно пренебречь в многих случаях.  

Посредством разложения Клебша-Гордана 
(1.16) оператор (4.14) преобразуется к соотноше-
нию:  
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(4.15) 

Здесь qm  и Qm  – массы первого и второго квар-

ков соответственно, а функция 1g   переписана в 

терминах .P PV V  Таким образом, вычисление 

адронной части сводится к нахождению матрич-
ного элемента для частиц (кварков), составляю-
щих адрон.  

Следующий этап состоит в вычислении 
матричного элемента  

 2 2 1 1 1 2 1 2, 0hS         p p p p  

в переменных P PV V  и k k  с последующим 

интегрированием.  
При этом во всех моделях предполагается, 

что оператор  0hS  может быть выражен через 

операторы частиц составляющих систему (в на-
шем случае кварков):  

       1 20 0 0 0h hh quarkS S S S     
Дополнительной возможностью для вычис-

ления (4.15) является использование релятивист-
ского импульсного приближения:  
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 (4.16) 

Используя преобразования «бустов» им-
пульсов Q Q  для векторов состояний с при-
ближеним (4.16) и соотношением (1.17), пере-
пишем выражение (4.15) так:  
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где 
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          (4.18) 
Поскольку кварки являются фермионами спина 
1 2,  то  
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где конструкция из биспиноров Дирака может 
быть записана в одном из вариантов в фигурных 
скобках:  
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или  
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Явный вид матрицы ih  определяется операто-
ром  0 .hS  

Рассмотрим случай, когда в фермионных 
конструкциях реализуется вариант (4.20), кото-
рый справедлив для случая электромагнитного 
взаимодействия кварка и антикварка в мезоне. 
Используя трансформационные свойства биспи-
норов для определенности считая вектор состоя-
ния с индексом q  частицей, а с индексом Q  ан-

тичастицей, перепишем (4.17) в виде: 
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  (4.22) 
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В представлении Дирака-Паули для  -мат-

риц, оператор B  
 
 pu  имеет вид  

 
  0

2
1

I
B  

 
 

  




p

p

p

u
u

u
          (4.23) 

и обладает следующими свойствами:  
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  p pu u                  (4.24) 
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c  .p m p   p  Также очевидно, что  
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Действие оператора буста (4.23) на биспи-
нор определяется соотношением:  
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Для упрощения расчетов во второй части 
соотношения (4.22) выполним замену   k k  
и . k k  В итоге имеем  
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(4.28) 

Существенного упрощения расчетов можно 
достичь, если провести вычисления в системе 
отсчета, где  

 0  Q QV V                     (4.29) 

которая представляет собой обобщение широко 
используемой системы Брейта [52]. В этой системе 
отсчета автоматически выполняется равенство 
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Пространственную систему координат выберем 
так, чтобы вектор QV  был направлен вдоль оси 

Z, т. е.  
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Тогда (4.28) примет вид  

 

 

 

   

   

1 2 1 2

1

2
3

21 2 1

1
0 0

0 0

1
( )

2 2

1 1

1
( )

q q

s s

k k

k k P P

J J
s s

q
m m

F q d d

s Js J

g M M

k k
V V

mu
k k

 
  
 

        

 
   
 
 
  


  


  




 


   
                 

      

   



    

 

    k k

V V

k

 

 



 

     

1

1

2

2

2

2 2

1 1

( )

1
( )1

( )

Q Q

h
q

Q
m m

h
Q

B B u m

U

m
k k

B B m

U

   
       

 
  

 






   
       

 
  

 

   

      

    

       


        



Q Q

Q

Q Q

Q

u u k

k k

k

u u k

k k

 
  (4.32) 

Используя закон преобразования состояний 
(1.10) получим  
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В соотношении (4.33) вектор-параметр вигнеров-
ского вращения имеет вид  
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а 4-импульс 2k  в системе Брейта задается равен-
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а  0M k  и  0M k   – инвариантные массы сис-

темы без сильного взаимодействия в начальном 
и конечном состоянии. Углы k k   являются 

сферическими углами вектора относительного 
движения k  в системе отсчета (4.31).  

После интегрирования получаем выражение  
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Дальнейшие упрощения возможны после 
конкретизации процесса взаимодействия между 
кварками.  

 
5 Радиационные распады мезонов в то-

чечной форме ПИКМ 
Рассмотрим применение методики, пред-

ставленной в работе, для радиационных распадов 
,V P   которые широко используются для ис-

следования структуры адронов.  
Существует достаточно большое количест-

во подходов для модельного описания радиаци-
онных переходов мезонов. Так в работах [24], 
[54] используют релятивистские составные квар-
ковые модели, основанные на light-front форме 
ПИКМ и квазипотенциальном подходе.  

Параметризацию матричного элемента для 
перехода векторного мезона V  с вектором поля-
ризации ( )   в псевдоскалярный мезон P  по-

средством испускания виртуального гамма-
кванта    
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перепишем в терминах 4-скоростей QV  и .QV   

Далее, умножая полученное выражение на 
*( ) ( )K i V V 
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  
    

2 3
0 0(2 ) 4

( ) 0
1 .

VP

P V

P V

g q V V

K J
M M

M M K K


 
 

  






  


   

 
Q Q

(5.2) 

Константа радиационного распада опреде-
ляется формулой  0 .VP VP

g g  
  Сравнивая со-

отношения (5.2) и (4.1), приходим к тому, что  
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  0 (0)hS J                  (5.4) 

Процесс распада V P    обусловлен элек-

тромагнитным взаимодействием кварков q  с 

электрическими зарядами qe  и поэтому ток 

 (0)J


 запишется в виде:  

  (0) q q q
q u d …

J e
 

  

                  (5.5) 

Для распада V P    в обобщенной системе 

Брейта (4.29) имеем:  
0 1J s J s            
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Используя соотношения (1.18),(4.40) и то, 
что в точечной форме ПИКМ 12 ,    для вели-
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Дальнейшие вычисления VPg   связаны рас-

четами токовых конструкций биспиноров Дирака 
и предельным переходом 2 0q   в соотношении 

(5.7). После ряда преобразований и интегрирова-
ния по угловым переменным импульса k  нахо-
дим относительно простое интегральное пред-
ставление для константы радиационного распада 
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Заключение 
В работе представлена методика расчета 

формфакторов и констант распадов мезонов 
с учетом их кварковой структуры в рамках 
точечной формы ПИКМ. В данном подходе 

подинтегральные выражения для наблюдаемых 
не зависят от масс мезонов, в отличие от подхо-
дов, разработанных в [32], [55], [56]. В то же 
время аналогичное свойство наблюдается мето-
дах, разработанных в динамике на световом 
фронте [20]–[24] и в мгновенной форме ПИКМ 
[1]. В частности, отметим, что интегральное 
представление константы Pf  лептонного распада 

( )qQ    для псевдоскалярного мезона 

( )P qQ  (см. [3], [11], [57]) совпадает с выраже-

ниями аналогичной константы в работах [24], 
[30]. Отличие в методиках расчета возникает при 
вычислении зависимости форм факторов от пре-
данного импульса 2.q  

Разработанная методика практически без 
изменений может быть применена к мгновенной 
форме ПИКМ (см. (2.1)). 
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