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3. Ее разрешение (т. е. получение необходимой информации), включая выбор 
численных методов решения. 

4. Построение алгоритма. 
5. Написание программы. 
6. Оценка модели и анализ результатов. 
7. Интерпретация результатов и уточнение модели. 
Примечание. Самая тонкая и ответственная часть математического моделиро-

вания – это построение модели. Иногда она носит характер настоящего открытия 
(см., например, уравнения Максвелла). Даже в простейших ситуациях, когда мы 
применяем интегральное исчисление к решению физических задач (подход «беско-
нечно малых»), это часто является проблемой. 
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Важным аспектом проблемы роста является задача о формировании неодно-
родной структуры теплового поля на фазовой границе (ФГ). В данной работе рас-
сматривается рост кристалла из однокомпонентного переохлажденного расплава с 
позиций теории локально-неравновесного теплопереноса. Работа продолжает иссле-
дования [1] и имеет цель изучить градиентные свойства теплового поля на линии 
роста. Рассматриваем ФГ (двумерную плоскую либо осесимметричную), обладаю-
щую нестационарной кривизной. Уравнение линии роста постулируем в следующем 

виде:   0)()( )(  tpyBtAxf . Эта априорная зависимость основана на экспери-
ментальных сведениях о нестационарных свойствах скорости и кривизны ФГ. Здесь 
t – время; в плоском ( 0ν  ) двухмерном случае x , y  – прямоугольные декартовы 
координаты; в случае осевой симметрии ( 1 ) координата x соответствует оси 
симметрии; y  – радиальная координата; )(yBB   – непрерывная функция; 1)( yB , 

0/)(  dydByB  при 0y , причем .1)0( yB  При 0t  вершина дендрита нахо-

дится в начале координат, .0)0,0(  tyx j  Закон движения вершины дендрита 
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( 0y ): );(1)()0,( 0 tAtxytx j   .0t  Движется ФГ влево: .0)(/0  tAdtdx   

Работаем с двумерными уравнениями теплопереноса: 

 ;02
21 















q
yy

q

x

q

t

T
c  ;1

1 x

T

t

q
q








  
y

T

t

q
q








 2
2 ? 

где T  – температура; ),( 21 qqq  – вектор удельного теплового потока;   – коэффициент 
теплопроводности; с – объемная теплоемкость;   – время релаксации теплового потока; 
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 – квадрат скорости распространения тепловых возмущений; 1,0 . После 

перехода к криволинейным координатным осям (касательная, главная нормаль и би-
нормаль к поверхности ФГ) применяем алгоритм, изложенный в [1], и получаем нор-

мальные производные на ФГ 
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. Развернутая запись этих выра-

жений здесь не приводится. Отметим только, что они подсчитываются на основе 
динамических условий совместности на ФГ кристаллизации, которую мы моделируем 
поверхностью сильного разрыва теплового поля. 

Представлены результаты численного исследования тепловых свойств двумер-
ных линий роста. Анализ выполнен для случаев периодического по времени возмуще-
ния скорости и кривизны фазовой границы. Обнаружены существенные количествен-
ные различия между режимами колебаний вблизи вершины дендрита и на конечном 
удалении от нее. Информация, представленная на рис. 1, позволяет судить об интерва-
лах, в которых меняются основные параметры теплового поля на линии роста. Расче-
ты показали, что характер колебаний не влияет принципиальным образом на свойства 
данной теплофизической системы. Меняются отдельные фрагменты фазовых портре-
тов, но основные закономерности эволюции линии роста сохраняются. 
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Рис. 1. Тепловые процессы в конечной окрестности вершины дендрита (у = 0,01) 
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Данная работа выполнена в рамках госпрограммы «Энергетические системы, 
процессы и технологии 2.9». Научный руководитель проекта – профессор О. Н. Шаб-
ловский. 
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Рассматривается деформированный короткий сплошной круговой цилиндр из 
аустенитной нержавеющей стали ОХ16Н15М3Б (316, 316L по классификации AISI), 
нагруженный внешним радиальным и осевым давлением и находящийся в условиях 
интенсивного облучения потоком быстрых нейтронов с кинетическими энергиями  

0,1E   МэВ (рис. 1).  

 

Рис. 1. Расчетная схема 

Зависимость температуры T и радиационного распухания S от координат r, z 
приведена на рис. 2. 

Дифференциальные уравнения равновесия имеют следующий вид: 
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где σ , σ , σr z  – радиальные, тангенциальные и осевые напряжения; r – текущий ра-

диус; τrz  – касательные напряжения. 


